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\S 1. 序

I1\acute /Q:有限次拡 $\text{大_{、}}N/K$ :Galois拡大、 $G=Gal(N/K)$ を Galois 群とします。

この時

N/Kが正規整数底 (normal integral basis 以下 $\mathrm{n}.\mathrm{i}.\mathrm{b}$ . と略す) をもっとは、

「 $O_{N}$ ( $N$の整数環) の元 \alpha が存在して $\{\alpha^{\sigma}\}_{\sigma\in c}\text{が}O_{N}$の OK上自由基底となる」

と定義します。

これを、 あとで拡張する際便利なように苧環の言葉で表すと

「 $O_{N}$は $O_{N}$の元 \alpha を自由基底とする rank 1の $O_{K}[G]-$自由加群である」 とな

ります。 また上の \alpha を n.i.b. の生成元と呼びます。

この時 $N/K$はいつ $\mathrm{n}.\mathrm{i}.\mathrm{b}$ . を持つか ? また持つとき n.i.b. の生成元を具体的

に与えよ、 という問題を考えます。 (もちろん今まで述べたことはんが代数体で

なくとも” 整数環” が存在すれば同じように定義し問題を立てることが出来ます。

実際、 2節以降で取り扱う $I\mathrm{t}^{r}$は $-$変数有理関数体で、対応する問題を考えます。)

この問題は Galois 拡大における正規底定理から自然にでてくるものであり、 また

河本氏の講演その他にありましたように多くの応用があります。

これについて最も基本的な結果は、

HILBERT-SPEISER. $N/\mathrm{Q}:\text{有限次}$ abel拡大で高々 tame に分岐ならば $\mathrm{n}.\mathrm{i}.\mathrm{b}$ . を

持ち、 $\mathrm{n}.\mathrm{i}.\mathrm{b}$ . の生成元も具体的に求まる。

数理解析研究所講究録
942巻 1996年 134-141 134



です。

伊 J. $n=p_{1}\ldots p_{S\text{、}}$ 但し $p_{i}(i=1, \cdots, s)$ は相異なる素数とする。 Gを 1の

原始 $\mathrm{n}$ 乗根とする。 この時 $N=\mathrm{q}(\zeta_{n})$ ならば、 $\zeta_{n}h.\grave{\grave{\backslash }}$ n.i.b. の生成元となる。

$N/K\text{が}\mathrm{n}.\mathrm{i}.\mathrm{b}$. を持つには $N/K\text{が高^{々}}$ tame に分岐の拡大であることが必要で

あることが知られていますので (例えば [4]定理 3) $\text{、}$ このままの形では Hilbert-

Speiser の定理は wild な分岐を含む abel拡大へ拡張できません。そこでどうする

か。いろいろなやり方が考えられるでしょうが、Leopoldt は次に定義する $A(N/K)$

を使ってうまく Hilbert-Speiser の定理を拡張しました。

$A(N/K):=\{\lambda\in K[G];\lambda \mathit{0}_{N}\subset O_{N}\}\supset O_{K}[G]$

LEOPOLDT [6] ([7] も参照). $N/\mathrm{Q}:\text{有限次}$ abel 拡大ならば、 $O_{N}$ は rank 1

$O_{K}[G]-$回由加群。 自由基底も具体的に求まる。

注) $\phi\in\hat{G}$(指標群) に対して、 $e_{\phi}= \frac{1}{\# G}\sum_{\gamma\in c\emptyset}.(\gamma^{-})1\gamma \text{を}$対「$’\llcorner^{\backslash }\backslash$ する巾等

元、 $f(\phi)$ を導手とします。 $f_{t}( \phi)=\prod_{\mathit{1}||f(\phi)}\ell$ を導手の tame-part
$\text{、}$

$f_{w}(\phi)=$

\ell :素数

$f(\phi)f_{t}(\phi)^{-1}$ を wild-part とします。 $\hat{G}$の元 $\chi,$
$\phi$に

$\chi\sim\emptyset\Leftrightarrow f_{w}(\chi)=fw(\emptyset)$

と同値関係を入れ、$\Phi\in\hat{G}/\sim$に対して $e_{\Phi}= \sum_{\phi\in}$
ゆ $e_{\phi}$ と置きます。この時 Leopoldt

は更に

$A(N/ \mathrm{Q})=\Phi\in\sum\hat{G}/\sim e_{\Phi}\mathrm{Z}[G]$

ということも示しました。 ( $N/\mathrm{Q}$ が tame の時、 $A(N/\mathrm{Q})=\mathrm{Z}[G]$になっているこ

とに注意)
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伊]. $n=p_{1}^{e_{1}}\cdots p_{s}^{e_{s}}$ 但し $p_{i}$は相異なる素数で $e_{i}$を自然数 $(i=1, \ldots s))$ とす

る。; この時 $N=\mathrm{Q}(\zeta_{n})$ ならば、 $\alpha=\prod_{i1}^{s}=(\sum_{a_{i}1}^{e_{i}}=\zeta_{p_{i}^{a_{i}}})$ が自由基底となる。

上記二定理の証明はもちろん大き $\langle$ Kronecker-Weber の定理に依存していま

す。 $-$方すでに他のいくつかの拡大において Kronecker-Weber の定理の類似定理

が知られています。 これら類似定理のある場合に上記二定理にあたるものはある

のだろうか、 という疑問が浮かんで来ます。 この小文では次節以降特に有理数体

のかわりに、有限体上 $-$変数有理関数体で考えた場合どうなるかについて述べて

いきます。

\S 2. Carlitz 加群の復習

本節では有限体上 $-$変数有理関数体での Kronecker-Weber の類似定理を復習

します。 (詳しくは [5]または [2]を参照して下さい。) まずいくっかの記号を導入し、

定理の記述に必要な Carlitz 加群を定義します。

以下 $q$ :P-巾 ($p$ は素数) を固定します。 (主定理では nは奇数と制限します。)

$k=\mathrm{F}_{q}$を位数 qの有限体、 $k_{n}=\mathrm{F}_{q^{n}\text{、}}K=k(T)_{\text{、}}I\mathrm{t}_{n}^{r}=k_{n}(T)_{\text{、}}O=O_{K}=k[T]$

とします。

定義. $M\in O$に対して、 $[M]\in O[X]$を以下のように決める。

(1) $[1]=X$

(2) $[T]=x^{q}+TX$

(3) $[T^{n}]=[T]0[T^{n-1}]$ ( $\mathrm{O}$ は合成関数)

(4) $M(T)= \sum a_{i}T^{i}(a_{i}\in k)$ ならば $[M]= \sum a_{i}[\tau^{i}]$

この $M$ \in Oから $[M]\in O[X]$への写像を Carlitz加群と呼びます。
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Carlitz 加群を使って $\Lambda_{M}:=\{x\in I\mathrm{t}^{\prime a};c[M](x)’=0\}$ (但し $K^{ac}\text{は}$ Kの代数閉

包) と定義すると $\Lambda_{M}$は $K$の分離閉包に入り、 $[]$の積により $O/MO\text{加群となりま}$

す。 $\lambda_{M}$を AMの自由基底とします。 この $\Lambda_{M}$が有理数体での 1の $\mathrm{m}$乗根全体、 $\lambda_{M}$

が 1の原始 $\mathrm{m}$乗根に対応します。

すると $I\mathrm{t}_{M}^{r}:=I1^{r}(\Lambda M)$ が円分体に対応してなければなりませんが実際次のよ

うに Galois群の構造や分岐についてよく似た性質を持っています。

◇ $I\mathrm{t}_{M}’/I\mathrm{t}’\text{は}$ Galois(abel) 拡大で次の写像は同型、

$(O_{K}/MO_{K})^{\star}\ni N-\sigma_{N}\in Gal(K(\Lambda_{M})/I\mathrm{e}’)$

但し $\sigma_{N}(\lambda_{M})=[N](\lambda_{M})$ です。

$\theta P\in O$ を既約とすると、拡大 $I\mathrm{f}_{P^{r}}/I\mathrm{t}’$ $(r\text{は自然数})$ は素イデァル PO上

完全分岐、それ以外の素イデアル上不分岐。

今の場合無限素点についても考慮しなければなりませんのでそれについて $\mathrm{A}\mathrm{a}$

くつか記号を導入します。

$O_{I\dot{\backslash }}’\cdot$ $:=k[1/T]\subset I\{’$と置き、 $M\in O_{\mathrm{L}^{=}}’$に対して $[M]’\in O_{R}’\cdot[x]$ を $[1/T]’=$

$X^{q}+(1/T)X$であとは $[]$と同様に定義します。 $\Lambda_{n}’:=\{x\in I4^{\prime ac};[T^{-n-1}]’(x)=0\}$

として、 Lnを $I\{’(\Lambda/)n$ の耐での固定体とします。

これで Kronecker-Weber の類似定理を述べるための準備が出来ました。

定理. $N/K$を有限次 abel 拡大ならば、monic な多項式 $M\in O_{K}$ と $m\geq 1$ ,

$n\geq 0$ なる整数が存在して、

$N\subset k_{n}(\tau)\cdot R_{M}’\cdot Lm$

となる。
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特に N/Kが $O_{K}$の素イデアルで高々 tame に分岐の abel拡大ならば、monic

で square-free の多項式 $M\in O_{K}$ と $m\geq 1,$ $n\geq 0$ なる整数が存在して、

$N\subset k_{n}(\tau)\cdot I\mathrm{t}^{r}M^{\cdot}Lm$

となる。

\S 3.\S 1の結果の関数体での類似

\S 2の結果を使って Chapman ii Hilbert-Speiserの定理の類似を証明しました。

CHAPMAN [2]. N/Kが $O_{K}$の素イデアルで高々 tame に分岐の abel 拡大で、

$o_{N}\text{が}\mathit{0}_{K}$の $N$における整閉包 ( $N$の整数環) ならば、 $O_{N}$は rank 1の自由 $O_{K}[G]-$

加群で自由基底も具体的に求まる。いいかえると $N/K\text{は}$ n.i.b. を持ち、 n.i.b. の

生成元も具体的に求まる。

例. $P\in O_{K}$ monic既約な多項式の時

$\alpha=\sum_{k=0}^{q^{d}}\prod^{d}-1j=0-1\lambda(\tau^{kq^{d-}>}-\omega j<)j,-1d$

が $I\acute{\{}(\Lambda_{P})/I\mathrm{t}^{r}\text{の}$ n.i.b. の生成元。 ここで $d$ は $P$の次数、 $P= \prod(T-\omega_{j})_{\text{、}}\omega_{j}\in k_{d}^{\star}$

を $\omega_{jj+}^{q_{=\omega}}1$のようにとる $(j=0, \cdots, d-1)$ 。 $\lambda_{(-\{}Tv_{j}$ ), $d$は基礎体を $k\text{でな}$ $\langle$ $k_{d}$ と

して $\lambda_{M}$と同様可定義したもの。 $<>$ は mod $q^{d}-1$ で最小の正の数 とする。

$\mathrm{k}_{d^{(^{J}\lambda_{(T\cdot,1}}}\sim 4^{\cdot}.\mathit{1}_{\mathrm{c}}$ , $\cdot$

$’\lambda_{((}.\mathrm{r}-\iota\cdot\sim 1$

)$c^{(}\mathrm{t}$
)

$1$

$|\nwarrow(,\wedge|’\ell\dot{\mathrm{J}}-\sim|\backslash (h^{)}(\prime\prime’\nearrow’$

. $\mathrm{k}\dot{.}\downarrow(\backslash _{\mathrm{P}^{)}}$

$|$

$\nearrow \mathrm{k}_{\mathrm{t}(}$

$|\mathrm{C}_{\backslash }$

証明は直接計算しようとすると次数が 2以上の既約多項式のところが大変に
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なります。 そこで例に挙げた場合で説明すると、 まず基礎体 $k$ を $k_{d}$ まであげて

$k_{d}(\Lambda_{(T),d}-\omega 1’\ldots, \Lambda_{(-}T\omega_{d}),d)/k_{d}\text{の}$ n.i.b. を求め、そして $k(\Lambda_{P})/k_{\text{へ落_{と}す}という}$

やり方で示されています。次に Leopoldt の定理の類似はどうなっているかという

疑問が浮かびます。それについて以下の結果が示せました。

主定理. $q$を奇素数巾、 $P\in O$を次数 1の多項式、 $N=K(\Lambda_{P^{2}})$ ならば $O_{N}$

は自由 $A(N/K)$ 加群ではない。

\S 4. 主定理の証明のあらすじ

当分の間 $q$ は必ずしも奇でない素数巾、Pの次数は任意で、 $P^{2}$の代わりに $P^{n}$

( $n$ は任意の自然数) で考えます。

補題 1. $O_{N}\text{が}A(N/K)- \text{加群^{と}して自}$ 由ならば、 $\alpha\in O_{N}$が自由基底である

ための必要十分条件は任意の $\beta\in O_{N}$に対して $\det(\alpha^{\sigma\tau})\sigma,\mathcal{T}\in G$ が $\det(\beta^{\sigma\tau})\sigma,\tau\in c$ を

割り切ることである。

補題 1から $\det(\alpha^{\sigma\tau^{-1}})(\alpha\in O_{N})$ の計算が重要になります。 そのため次の群

行列式の公式 (有名な巡回行列式の公式の –般型) の正標数版を使います。

補題 2. $p$ を素数、 $G=G\mathit{0}\cross G_{1}$を有限次 abel 群 (但し $G\mathit{0}$ は $G$ の p-シロー

部分群) とする。更に、 $f$をある標数 $p$ の体に値を持つ $G$上の関数とするならば

$\det(f(\sigma \mathcal{T}^{-})1)\sigma,\tau\epsilon c=\prod_{\epsilon\chi\hat{G}_{1}}(\sum_{0\mathcal{T}\in}(\sum_{G_{1}G\sigma\in}x(\sigma))f(\sigma \mathcal{T}))\# c_{0}$

補題 2を

$G=Gal(I\mathrm{t}’(\Lambda pn)/I\mathrm{t}^{r})\simeq Gal(I\{’(\Lambda P^{n})/I\mathrm{t}’(\Lambda P))\cross Gal(I\mathrm{e}^{r}(\Lambda P)/I\mathrm{t}’)$
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に適用すると $\det(\alpha^{\sigma \mathcal{T}}-1)_{\sigma,\mathcal{T}}$ は、 $\prod_{\chi P^{n}}(\sum_{\sigma}\chi(\sigma)\mathrm{T}\mathrm{r}_{K}(\Lambda)/K(\Lambda_{P})^{\alpha)^{\sigma})}q^{n}-1$ となり、行

列式の計算は $\mathrm{T}\mathrm{r}_{K(\Lambda_{P^{n}}}$ ) $/K(\Lambda p)(\lambda_{P}^{i}n)(0\leq i<q^{n}-q^{n-1})$ に帰着されます。 ここで

計算の都合上 Pの次数を 1に仮定します。すると次の Newton の公式:

補題 3. $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{t}$ を任意の数、

$s_{1}=\alpha_{1}+\alpha_{2}+\cdots+\alpha_{t}$

$s_{2}=\alpha_{12}\alpha+\alpha_{1}\alpha 3+\cdots+\alpha_{t1}-\alpha_{t}$

$s_{t}=\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots\alpha_{\theta}$

を基本対称式、

$\sigma_{n}=\alpha_{1}^{n}+\alpha_{2}^{nn}+\cdots+\alpha_{t}$

とするならば

$\sigma_{n}=\{$

$\sum_{i=1}^{n-}1(-1)i+1\sigma-isni+(-1)^{n+}1nS_{n}$ if $n\leq t$ (1)
$\sum_{i=1}^{t}(-1)i+1\sigma-isni$ if $n>t$ (2)

を $\lambda_{P^{n}}$ の $I1’(\Lambda_{P})$ 上の最小多項式 $[P^{n-1}](X)-\lambda_{P}$に使うと、任意の $I\{’(\Lambda P^{n})$

の元 $\alpha$に対して $\det(\alpha^{\sigma\tau^{-1}})$ はすべて
$d:=P^{\frac{q^{n-1}(q-2)}{2}+()(}n-1q-1$ ) $qn-1$

を割り切るこ

とがわかります。 また例えば $\eta:=\sum_{A^{-}}^{q2q^{n-}+}=0^{\lambda}P^{n}1-1Aq^{n-}1$ とおけば $\det(\eta^{\sigma}\mathcal{T}^{-1})$ にな

ります。

$\text{注})$ . $O_{K(\Lambda_{P^{n)}}}$ は $O[\lambda_{P^{n}}]$と等しくその判別式が $P^{q^{n-1}(}nq-n-1$ )になることが知

られています $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.[5])$ 。上の判別式と $d^{2}\text{の}$ P-巾の差は $q^{n-1}(q-1)(n-1)$ となり

ます。

補題 1より $\sigma(\eta)\in O_{N}$なる $\sigma\in K[G]\text{が}A(N/K)$ の元か調べてやれば $O_{N}$が

自由 $A(N/K)-\text{加群かどうかわかります}$。 計算の都合上 $n=2,q$ を奇素数巾とし
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ます。すると実際 $\rho:=P^{\mathrm{g}_{\frac{-3}{2}}}\sum a,bb^{L}2\sigma+b+-\underline{1}aP(-1)\mathrm{L}+2\frac{1}{P}\sum\underline{1}a,ba^{\mathrm{L}_{\frac{-1}{2}}}\sigma_{a}P+b$と置く

と、 $\rho(\eta)=\lambda_{P}^{g_{\frac{-1}{22}}}$ は $O_{N}$の元ですが、 $\rho(\lambda_{P^{2^{-1}}}^{(q})/2)=(-1)^{(+}q1)/2\lambda_{P}^{(}q-1)/2/P$ は $O_{N}$

にはいりませんので $\rho\not\in A(N/K)$ となり自由加群でないことが証明されます。

\S 5. 最後に

円分体の整数環の Galois加群構造について \S 1の結果の他に Chan と Lim の

結果 [3] ([1] も参照) があります。 これについても \S 3のやり方が使えます。
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