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A を可換環 $\mathrm{k}$ 上の双代数とする。 $\sigma$ が A 上の 2-コサイクルなら, $\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=$

$\Sigma\sigma$
$(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{1})\mathrm{x}_{2\mathrm{y}_{2}\sigma^{- 1}}(\mathrm{x}_{3}, \mathrm{y}_{3})$ により A に新しい積が定義できる。 コサイクル条件から

積が結合的になり, A の余代数構造とあわせて新しい双代数 $\mathrm{A}^{\sigma}$ が誕生する。 これを

A のコサイクル変形と呼ぶ。ホップ代数 (すなわち antipode をもつ双代数)のコサイ

クル変形はホップ代数になる。量子群で重要な役割を果たす Drinfeld の量子対

(quantum double) $\mathrm{D}(\mathrm{H})$ は, $\mathrm{H}^{*\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}\otimes \mathrm{H}$ のコサイクル変形である。 これは, コサイク

ル変形の考え方が量子群論に様々な応用をもつであろう事を暗示する。 ここでは, コ

サイクル変形の–般論といくつかの重要な具体例の計算について, とくに量子群論へ

の応用を念頭において, なるべく予備知識を仮定せずに解説したい。

$\mathrm{r}\triangleleft\overline{\prime}\epsilon^{\approx}:$ \S 1 2-コサイクルとは何か \S 2 片側変形 $\sigma$ A の性質

\S 3 コサイクル変形 $\mathrm{A}^{\sigma}$ fi4 $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{s}\mathrm{l}_{2})$ のコサイクル変形

$\mathrm{S}5$ Braided 双代数と $\mathrm{u}(\mathrm{C}, \sigma)$ \S 6 $\mathrm{I}(\mathrm{C}, \sigma)$ のコサイクル変形

\S 7 量子ホップ代数のコサイクル変形

\S 1 2-コサイクルとは何か

A を可換環 $\mathrm{k}$ 上の双代数 (bialgebra) とする。すなわち A は k-代数かっ k-余代

数で, 余積 $\Delta:\mathrm{A}arrow \mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$ と余単位射 $f:\mathrm{A}arrow$
.

$\mathrm{k}$ がともに代数射となる。 $\mathrm{x}\in$ A の

余積を表すのに, 次のような $\Sigma-\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ を用いる:

$\Delta(\mathrm{x}\rangle=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{x}_{2}, (1\otimes\Delta)\Delta(_{\mathrm{X}})=(\Delta\otimes 1)\Delta(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{x}2\otimes \mathrm{x}_{3}$ , $\cdot$ ..
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この記法を含め, 双代数とホップ代数の–般論については, Sweedler [SW], 阿部 [A],

llontgomery [Uo]. 竹内 [T5]などを見るとよい。

[定義] A 上の可逆な 2次形式 $\sigma$ :A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ が次の条件をみたすとき, 2-コサイク
ルという:

(1) $\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{\iota}, \mathrm{y}1)\sigma(\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2}, \mathrm{z})=\Sigma\sigma(\mathrm{y}1, \mathrm{z}_{1})\sigma(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y}_{2}\mathrm{z}_{2})$,

(2) $\sigma(\mathrm{x}, 1)=\epsilon(\mathrm{x})=\sigma(1, \mathrm{x})$ $\forall \mathrm{x},$
$\mathrm{y},$

$\mathrm{z}\in$ A.

ここで $\sigma$ が可逆とは, $\sigma$ を $\mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$ の双対代数 $(\mathrm{A}\otimes \mathrm{A})^{*}=$ Jlom $(\mathrm{A}\otimes \mathrm{A}, \mathrm{k})$ の元とみて可

逆ということで, $\exists\sigma^{-1}$ : A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$.
$\Sigma\sigma(_{\mathrm{X}_{1,\mathrm{y}}}1)\sigma-1(\mathrm{X}_{2}, \mathrm{y}_{2})=\iota(\mathrm{x})6(\mathrm{y})=\Sigma\sigma^{- 1}(_{\mathrm{X}}1, \mathrm{y}_{1})\sigma(\mathrm{x}2, \mathrm{y}_{2}),$

$\forall \mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in$ A.

[注意] A $=\mathrm{k}\mathrm{G}$ (群環)の場合, $\Delta(\mathrm{x})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{x}$, $f(\mathrm{x})=1(\mathrm{x}\in \mathrm{G})$ だから, 可逆な 2次

形式 $\sigma$ :A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ は写像 $\sigma:\mathrm{G}\mathrm{x}\mathrm{G}arrow \bm{\mathrm{U}}(\mathrm{k})$ を引き起す, ただし $\mathrm{U}(\mathrm{k})$ は $\mathrm{k}$ の単

元全体を表す。コサイクル条件は

$\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})\sigma(\mathrm{x}\mathrm{y}, \mathrm{z})=\sigma(\mathrm{y}, \mathrm{z})\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y}_{\mathrm{Z}})$ , $\sigma(1, \mathrm{x})=1=\sigma(\mathrm{x}, 1)$ , $(\mathrm{x}, \mathrm{y}. \mathrm{z}\in \mathrm{G})$

となり, おなじみの群の 2-コサイクルが得られる。

[定義] 双代数 A の 2-コサイクル全体を $\mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ で表す。 $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ と可逆線

形写像 $\mathrm{u}:\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ (ただし $\mathrm{u}(1)=1$ )に対し, $\sigma_{\mathrm{u}}$ : A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ を

$\sigma_{\mathrm{u}}(\mathrm{x}, \mathrm{y})=\Sigma \mathrm{u}(_{\mathrm{X}}1)\mathrm{u}(\mathrm{y}_{1})\sigma(_{\mathrm{X}\mathrm{y}2}2,)$ u-l $(\mathrm{x}_{\mathrm{a}}\mathrm{Y}3)$

で定義すると $\sigma_{\mathrm{u}}\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ となる, ここで $\mathrm{u}^{-\downarrow}:$ $\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ は代数がにおける $\mathrm{u}$

の逆元を表す。 $\sigma-\sigma_{\mathrm{u}}$ として, 集合 $\mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ に同値関係が入る。商集合 $\mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})/$

.

$-$ を $\mathrm{H}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ で表す (群ではない)。 自明な 2-コサイクル

A $\mathrm{x}$ A $arrow \mathrm{k}$, $(\mathrm{x}, \mathrm{y})\vdash’\epsilon(\mathrm{x})\epsilon(\mathrm{y})$

を含む同値類を $\mathrm{B}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ で表し, その要素をコバウンダリと呼ぶ。

A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ , $(\mathrm{x}, \mathrm{y})\vdash\Rightarrow\Sigma \mathrm{u}$(Xl)u $(\mathrm{y}_{1})\mathrm{u}^{-1}(\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2})$

の形をしている。

[積の変更] $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ を利用して A の積を変更する (3種類)。

$\mathrm{x}^{\circ}\mathrm{y}=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{\iota,\mathrm{y}_{\iota}})\mathrm{x}_{2\mathrm{Y}2}$ , $\mathrm{x}^{\circ}’ \mathrm{y}=\Sigma$ Xlyl $\sigma^{-1}(_{\mathrm{X}}2, \mathrm{y}_{\mathrm{z}})$ ,
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$\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{1})_{\mathrm{X}_{2}\mathrm{y}_{2}\sigma^{-}}1(\mathrm{x}_{3}, \mathrm{y}s)$ (右辺は A の従来の積を表す)

どの積も結合律をみたし, 単位元は従来の単位元 $1_{\mathrm{A}}$ と–致する。例えば,

$(\mathrm{x}\circ \mathrm{y})\circ \mathrm{z}=(\Sigma\sigma(_{\mathrm{X}_{1}}, \mathrm{y}_{1})\mathrm{X}2\mathrm{y}_{2})\circ \mathrm{z}=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{\mathrm{t}}, \mathrm{y}_{1})\sigma(\mathrm{x}_{\mathrm{z}}\mathrm{y}2, \mathrm{z}1)\mathrm{x}_{3}\mathrm{y}3\mathrm{z}_{2}$

$=\Sigma\sigma(\mathrm{y}_{1}, \mathrm{z}1)\sigma(_{\mathrm{X}_{1},\mathrm{y}\mathrm{Z}}22)\mathrm{x}2\mathrm{y}_{3^{\mathrm{Z}_{3}}}=\mathrm{x}^{\circ}(\Sigma\sigma(\mathrm{y}\iota, \mathrm{Z}_{1})\mathrm{y}_{2}\mathrm{z}_{2})=\mathrm{x}\circ(\mathrm{y}\circ_{\mathrm{Z}})$ ,

$\mathrm{x}\circ 1=\Sigma\sigma$ (Xl, $1$ ) $\mathrm{x}_{2}=\Sigma\epsilon(\mathrm{x}_{1})\mathrm{X}_{2}=\mathrm{x}$ .

このようにして 3種類の代数

$\sigma$ A $=(\mathrm{A}, \circ)$ , $\mathrm{A}_{\sigma}|=$ (A. $\circ’$ ), $\mathrm{A}^{\sigma}=(\mathrm{A}, )$

が得られる。 $\sigma$ A と $\mathrm{A}_{\sigma}$ 1 は片側変形, $\mathrm{A}^{\sigma}$ は両側変形と言ってよかろう。 $\mathrm{A}^{\sigma}=\sigma \mathrm{A}\sigma^{-1}$

と表してもよい。 A $=\mathrm{k}\mathrm{G}$ のとき, $\sigma$ A はねじれ型群環 k,G (twisted group algebra)

になるが, $\mathrm{A}^{\sigma}$ は A と–致してしまう (もっと–般に, A が余可換なら $\mathrm{A}^{\sigma}=\mathrm{A}$ )。 A

が余可換でない–般の双代数とすると, $\mathrm{A}^{\sigma}$ は新しい双代数になる (\S 3)。

[注意] 2-コサイクル $\sigma$ に対する逆 $\sigma^{-1}$ : A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ は

$\Sigma\sigma^{-1}$ (Xlyl, z) $\sigma^{-1}(_{\mathrm{X}_{2,\mathrm{y}_{2})}}=\Sigma\sigma^{-\iota}(_{\mathrm{X},\mathrm{y}\mathrm{z})}\iota 1\sigma-1$ ( $\mathrm{y}2$ , Z2)

$\sigma^{-1}(_{\mathrm{X},1})=\epsilon(\mathrm{x})=\sigma^{-1}(1, \mathrm{x})$ , $(\forall \mathrm{x}. \mathrm{y}, \mathrm{z}\in \mathrm{A})$

をみたすので $\sigma^{-1}\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}^{\mathrm{c}\circ \mathrm{p}}, \mathrm{k})$ となる。 ただし $\mathrm{A}^{\mathrm{c}\text{。}\mathrm{p}}$ は双代数 A の余積だけを

twist させてできる双代数を表す $(\Delta^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{x}_{2}\otimes \mathrm{x}\mathrm{t})$ 。よって , $- 1(\mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}})$ , $(\mathrm{A}^{\mathrm{c}\text{。}}\mathrm{D})_{\sigma}$ ,

$(\mathrm{A}^{\mathrm{C}\text{。}\mathrm{p}})$
“ $- 1$ が定義されるが, それぞれ $\mathrm{A}_{\sigma^{-1}}$ , $\text{。}\mathrm{A}$ , $\mathrm{A}^{\sigma}$ と–致する。

\S 2片側変形 $\text{。}\mathrm{A}$ の性質

この節では, 片側変形 $\sigma$ A が A 上の余加群代数の構造をもつことを示す $($ $[\mathrm{U}\mathrm{o}, \S 7. 5]$

参照)。余加群とは加群の双対概念である ( $[\mathrm{S}\mathrm{w}],$ $[10]$参照)。

A を $\mathrm{k}$ 上の双代数とする。 k-代数 $\mathrm{B}$ がさらに右 A-余加群 (A-comodule)であって

その構造射

$\rho:\mathrm{B}arrow \mathrm{B}\otimes \mathrm{A}$ , ( $\rho(\mathrm{b})=\Sigma \mathrm{b}_{0}\otimes \mathrm{b}_{1}$ で表す)

が代数射になるとき, $\mathrm{B}$ は右 A-丁加群代数 (A-comodule algebra) であるという。

$\mathrm{B}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}$ $:=\{\mathrm{b}\in \mathrm{B}|\rho(\mathrm{b})=\mathrm{b}\otimes 1\}$ は $\mathrm{B}$ の部分代数になる。 これを余作用 $\rho$ に関する不

変環 (coinvariants)という。
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$\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ とすると, $\mathrm{x}\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\Delta(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{X}_{2}$ は $\sigma \mathrm{A}$ から $\sigma \mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$ への代数射に

なる。 これは $\sigma \mathrm{A}$ の積の定義から直ちに従う。よって $\sigma$ A は右 A-余加群代数。 しか

も $(_{\text{。}}\mathrm{A})^{\mathrm{c}}\mathrm{O}\mathrm{A}=\mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}=\mathrm{k}$ となる。 $\sigma$ A のタイプの右 A-余味群代数は次のように特徴づ

けられる。

定理 1 A をホップ代数とし, その antipode を $\mathrm{S}:\mathrm{A}arrow \mathrm{A}$ で表す。

(a) $\sigma$ , $\sigma’\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ に対し,

$\sigma-\sigma’\Leftrightarrow\sigma \mathrm{A}\cong\sigma^{\prime \mathrm{A}}$ (A-寸加群代数として)

(b) $\mathrm{i}\mathrm{d}$ : A $arrow\sigma$ A は右 A-興加筆同形射で, convolution 積に関して逆元をもつ:

$\mathrm{i}\mathrm{d}^{-1}(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{S}(\mathrm{x}_{1})\sigma^{-_{1}}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{2}), \mathrm{x}3)$

(c) 逆に $\mathrm{B}$ を右 A-余加群代数で $\mathrm{k}\subset \mathrm{B}$ とする。 もし convolution 積に関して可

逆な右 A-匹加群同形射 $\phi:\mathrm{A}arrow \mathrm{B}$ で $\phi(1_{\mathrm{A}})=1_{\mathrm{B}}$ なるものが存在するとき,

$\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y}):=\Sigma\phi(\mathrm{x}_{1})\phi(\mathrm{y}_{1})\psi- 1(\mathrm{X}2\mathrm{y}_{2})$

は $\mathrm{k}$ に値をもち, A の $2^{-\mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{C}}\mathrm{y}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}$ となる。その上 $\phi$ は $\sigma \mathrm{A}$ から $\mathrm{B}$ への代数同形射

を引き起す。

(注意:A が双代数の場合にも 諭を特徴づけることはできるが少々こみいる。 た

だし \S 6でその場合を用いる。)

証明 (a) $\sigma-\sigma’$ とすると $\sigma’=\sigma_{\mathrm{u}}$ なる $\mathrm{u}:\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ がある。写像 $\mathrm{f}:\text{。^{}\prime \mathrm{A}}arrow\sigma \mathrm{A}$

を $\mathrm{f}(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{u}(\mathrm{x}_{1})\mathrm{x}_{2}$ で定義すると, $\mathrm{f}$ が代数射かっ A-余加群肝になる。 しかも $\mathrm{f}$

は全単射で, 逆写像は $\sigma$ A $\ni \mathrm{y}\vdash>\Sigma \mathrm{u}^{-1}(\mathrm{y}_{1})\mathrm{y}_{2}$ $\in\sigma^{\prime \mathrm{A}}$ で与えられる。

逆に $\mathrm{f}:\sigma^{\prime \mathrm{A}}\equiv\sigma \mathrm{A}$ を代数同形射でかっ A-余興群射とする。 $\mathrm{u}$ : A $arrow \mathrm{k}$ を

$\mathrm{u}(\mathrm{x})=f(\mathrm{f}(\mathrm{x}))$ で定義すると, $\mathrm{u}$ は可逆で $\mathrm{u}^{-1}(\mathrm{x})=\mathrm{u}(\mathrm{S}(\mathrm{x}))$ となる。 また

$\mathrm{f}(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{g}(\mathrm{f}(\mathrm{x})_{1})\mathrm{f}(\mathrm{x})_{2}=\Sigma\epsilon(\mathrm{f}(\mathrm{x}_{1}))\mathrm{x}_{2}=\Sigma \mathrm{u}(\mathrm{x}_{\mathrm{l}})\mathrm{x}_{2}$

かっ $\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\text{。}}\mathrm{y})=\mathrm{f}(\mathrm{x})\circ \mathrm{f}(\mathrm{y})$ から

$\Sigma\sigma’$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\mathrm{u}(\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2})\mathrm{x}_{3}\mathrm{y}3=\Sigma \mathrm{u}(\mathrm{x}_{1})\mathrm{u}(\mathrm{y}_{1})\sigma$ $(\mathrm{X}2, \mathrm{y}_{2})_{\mathrm{X}_{3}}\mathrm{y}_{3}$

がでる。両辺に $f$ をほどこすと

$\Sigma\sigma’$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\mathrm{u}(\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}2)=\Sigma \mathrm{u}(_{\mathrm{X}_{1}})\mathrm{u}(\mathrm{y}\mathrm{l})\sigma(_{\mathrm{X}}2, \mathrm{y}_{2})$

となり, これは $\sigma-\sigma’$ を意味する。

(b) $\text{。}\mathrm{A}$ において次の 2つの等式を示せばよい:
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$\Sigma \mathrm{S}(\mathrm{x}_{\iota})\sigma^{-}1(\mathrm{s}(\mathrm{x}_{2}), \mathrm{X}_{3})0_{\mathrm{X}_{4}}=\epsilon(\mathrm{x})1$ , $\Sigma \mathrm{x}_{1^{\mathrm{o}\mathrm{s}(\mathrm{x}_{2}}})\sigma-1(\mathrm{s}(\mathrm{x}3), \mathrm{x}_{4})$

最初は $\mathrm{S}$ の反余代数射性を使ってすぐ示せるが, 二式はやや複雑。途中で次の等式

$\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{S}(\mathrm{x}_{2}))\sigma^{-1}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{3}), \mathrm{x}4)=\epsilon(\mathrm{x})$

を用いる。 これは次のようにして示される :

左辺 $=\Sigma q(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{S}(\mathrm{x}_{4}))\sigma(\mathrm{x}_{2}\mathrm{S}(\mathrm{x}\mathrm{s}), \mathrm{x}_{7})\sigma^{- 1}$( $\mathrm{S}(\mathrm{x}_{5})$ , X6)

$–\Sigma\sigma(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{3}), \mathrm{x}_{6})$ $\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{S}(\mathrm{x}_{2})\mathrm{x}_{7})\sigma^{- 1}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{4}), \mathrm{x}_{5})$ (前二項に cocycle 条件適用)

$=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{s}(\mathrm{x}2)\mathrm{X}3)$ ( $1$項と 3項で打消しあう) $=\sigma(\mathrm{x}, 1)=$ 右辺。

(c) $\mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}=\mathrm{k}$ かつ A-余加群として A $\equiv \mathrm{B}$ だから $\mathrm{B}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}=\mathrm{k}$ である。よって

$\rho(\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y}))=\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})\otimes 1$ を示せば $\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})\in \mathrm{k}$ がわかる。 この計算には

$\rho(\phi(\mathrm{x}))=\Sigma\phi(\mathrm{x}_{1})\otimes \mathrm{X}_{2}$ , $\rho(\phi^{- 1}(_{\mathrm{X}}))=\Sigma\psi^{-1}(_{\mathrm{X}_{2}})\otimes \mathrm{s}(\mathrm{x}_{1}),$ $\mathrm{x}\in \mathrm{A}$

なる性質が使われる。 $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ および最後の主張はストレートに計算していけ

ばよい。口

[注意] 一般に, A をホップ代数, $\mathrm{B}$ を右 A-州加群代数で $\mathrm{C}=\mathrm{B}^{\mathrm{c}oh}$ のとき, $\mathrm{C}\subset \mathrm{B}$

は A-拡大という。 もし convolution 可逆な A-日加群射 (同形射でない) $\phi:\mathrm{A}arrow \mathrm{B}$

が存在するとき, CCB は A-クレフト拡大であるという。 このような $\phi$ は–つでは

なく. $\phi(1_{\mathrm{A}})=1_{\mathrm{I}}$, をみたすように選べる。 このとき $\mathrm{B}$ は左 C-旗群かっ右 A-余加群

として $\mathrm{C}\otimes \mathrm{A}$ に同形となる:

$\mathrm{C}\otimes \mathrm{A}\equiv \mathrm{B},$ $\mathrm{c}\otimes \mathrm{a}\mapsto \mathrm{c}\phi(\mathrm{a})$ , $\Sigma \mathrm{b}_{0}\phi- 1(\mathrm{b}_{1})\otimes \mathrm{b}_{\mathrm{z}}\neq\dashv \mathrm{b}$ .

よって $\mathrm{C}=\mathrm{k}$ なら $\phi$ は全単射になる。逆に $\phi$ が全野粋なら

$\mathrm{C}=\mathrm{B}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}\equiv \mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{A}}=\mathrm{k}$

となり, 上の定理 1(c) の仮定は, $\mathrm{k}\subset \mathrm{B}$ が A-クレフト拡大ということ。 もっと–

般にすべての $\mathrm{C}$ の A-クレフト拡大は 2-コサイクルを用いた接合積により記述でき

る $([\mathrm{D}\mathrm{T}1], [\mathrm{U}\mathrm{o}, \S 7])$ .

[例] Sweedler は次の 4次元ホップ代数 $\mathrm{H}_{4}$ を導入した。生成元 X, $Y$ と関係式

$\mathrm{X}^{2}=1$ , $Y^{2}=0$ , XY $+Y\mathrm{X}=0$ で定義される k-代数を B4 で表す。 これを

$\mathrm{H}_{4}=\mathrm{k}<\mathrm{X},$ $Y|\mathrm{X}^{2}=1$ , $Y^{2}=0$ , XY $+\mathrm{Y}\mathrm{X}=0>$

と表現する。 $\mathrm{k}$ 上 4次元で基底 1, $\mathrm{X},$ $Y$, XY をもち, 次のホップ代数構造が入る。

$\Delta(\mathrm{X})=\mathrm{X}\otimes \mathrm{X}$, $\Delta(\bm{\mathrm{Y}})=1\otimes Y+Y\otimes \mathrm{X}$
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$\epsilon(\mathrm{X})=1$ , $\epsilon(Y)=0$ , $\mathrm{S}(\mathrm{X})=\mathrm{X}$ , $\mathrm{S}(\mathrm{Y})=\mathrm{X}\mathrm{Y}$.
I4 は ( $2\neq 0$ なら)非可換かっ非余可換な最小次元のホップ代数である。 $\mathrm{k}$ の $\mathrm{H}_{4}-$ク

レフト拡大は次のように記述される。

$\mathrm{a}$ , $\beta$ , $\uparrow\in \mathrm{k}$ とする, ただし $\mathrm{a}$ は単元。 四元数代数 $(\mathrm{a}, \beta$ . $\uparrow)_{\mathrm{k}}$ を

$(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}=\mathrm{k}\langle \mathrm{x}$, yi $\mathrm{x}^{2}=\mathrm{a},$ $\mathrm{y}^{2}=\beta$ , xy $+$ yx $=\uparrow>$

で定義する。 これも $\mathrm{k}$ 上 4次元で基底 1, $\mathrm{x}$, $\mathrm{y}$, xy をもつ。 $(1, 0,0)_{\mathrm{k}}=\mathrm{H}_{4}$ に注意。

この代数は,

$\rho:\sigma \mathrm{A}arrow\sigma \mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$, $\rho(\mathrm{x})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{X}$ , $\rho(\mathrm{y})=1\otimes Y+\mathrm{y}\otimes \mathrm{X}$

によって右 H4-余加群代数になる。 [ $\rho(1)=1,$ $\rho$ (Xy) $=\mathrm{x}\otimes \mathrm{X}Y+\mathrm{x}\mathrm{y}\otimes 1$]

写像 $\phi:\mathrm{H}_{4}arrow(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}$ を

$1\vdash\Rightarrow 1$ . X $\mathfrak{l}arrow \mathrm{x}$ , $Y\vdash\approx \mathrm{y}$, XY $\vdash>$ xy

で定義すると, 明らかに $\phi$ は� 4-余加群同形射。 しかも convolution 可逆で,

$\phi^{-1}$ : $\mathrm{H}_{4}arrow(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}},$ $1\vdasharrow 1$ , X $\mapsto \mathrm{a}^{-1}\mathrm{X},$ $Y$ ト\rightarrow $-\mathrm{a}^{-1}\mathrm{y}\mathrm{x}$ , XY $\vdash>-\mathrm{y}$ .

従って $(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}$ は $\mathrm{k}$ の H4-クレフト拡大になる。 この $\phi$ に対応する 2-コサイク
ル (定理 l(c)参照)は次の通り。

具体的な計算については, [D31または [DT3]を参照。さらに次がなりたつ。

定理 2 [DT3] $\mathrm{k}$ の H4-クレフト拡大は上の $(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}$ に限る。 とくに $\mathrm{H}_{4}$ の任意の

2-コサイクルはある $\sigma_{\mathrm{a}\beta\gamma}$ にコホモロガスとなり, さらに次が成り立つ。

a) $(\mathrm{a}, \theta, \uparrow)_{\mathrm{k}}\equiv(\mathrm{a}’, \beta’, t’)_{\mathrm{k}}$ $\Leftrightarrow\exists \mathrm{s}\in \mathrm{U}(\mathrm{k})$ , $\exists \mathrm{t}\in \mathrm{k}$ such that
$\mathrm{a}’=\mathrm{s}^{2}\mathrm{a}$ , $\beta’=\beta+$ t7 $+\mathrm{t}^{2}\mathrm{a}$ , $\mathrm{Y}’=$ sf $+2\mathrm{s}\mathrm{t}a$

b) $2-1\in \mathrm{k}$ なら, $(\mathrm{a}, \theta, \uparrow)_{\mathrm{k}}\equiv(\mathrm{a}, \beta-\mathrm{Y}2(4\mathrm{a})^{-1}$ , $0)_{\mathrm{k}}$

c) $(\mathrm{a}, \beta, 0)_{\mathrm{k}}\equiv(\mathrm{a}’, \beta’, \mathrm{o})_{\mathrm{k}}$ $\Leftrightarrow \mathrm{a}’\mathrm{a}^{-1}\in \mathrm{k}^{2}$ かっ $\beta=\beta’$ .
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\S 3 コサイクル変形 $\mathrm{A}^{\sigma}$

双代数 A の (両側)コサイクル変形 $\mathrm{A}^{\sigma}$ は土井 [D2]で導入された。その–般的性質

をまとめておこう。

定理 3 A は双代数で, $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ とする。

1) [D21 $\mathrm{A}^{\sigma}$ は A の余代数構造をそのまま利用して双代数になる。 A がホップ代数な

ら $\mathrm{A}^{\sigma}$ もホップ代数で, antipode は次で与えられる :

$\mathrm{S}^{\sigma}(\mathrm{x})=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{s}(\mathrm{x}2))\mathrm{s}(\mathrm{x}\mathrm{a})\sigma^{-1}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{4}), \mathrm{x}5)$

2) $\sigma^{-1}\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}^{\sigma}, \mathrm{k})$ であり, $\sigma^{-1(\mathrm{A})}\sigma=\mathrm{A}_{\sigma^{-1}}$ , $(\mathrm{A}^{\sigma})_{\sigma}=\sigma \mathrm{A}$, $(\mathrm{A}^{\sigma})^{\sigma- 1}=$ A となる。

3) $\lambda:\sigma \mathrm{A}arrow \mathrm{A}^{\sigma}\otimes_{\sigma}\mathrm{A}$, $\lambda(\mathrm{x})=\Delta(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{x}_{2}$ は代数射かっ $\sigma \mathrm{A}$ の左 A\mbox{\boldmath $\sigma$}-余加群構

造を与える。そして $\sigma$ A は $(\mathrm{A}^{\sigma}, \mathrm{A})$ 上の (両側)余加群代数になる。

2), 3) は定義から容易に示される。

[例] 前述の $\sigma=\sigma$
。$\rho_{\mathit{7}}$ に対する $\mathrm{H}_{4}\sigma$ を求めてみよう。直接計算してもでるが, ここ

では上の 3) を利用して求めてみる。 $\sigma \mathrm{H}_{4}=(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}$ の左 H4\mbox{\boldmath $\sigma$}-余加群構造

$\lambda:(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}arrow \mathrm{H}_{4}\sigma\otimes(\mathrm{a}, \beta, \uparrow)_{\mathrm{k}}$ , $\lambda(\mathrm{x})=\mathrm{X}\otimes \mathrm{x}$, $\lambda(\mathrm{y})=1\otimes \mathrm{y}+Y\otimes \mathrm{x}$

が代数射という条件から $\mathrm{H}_{4}\sigma$ の乗法を決めていく。

$\mathrm{a}(1\otimes 1)=\lambda(\mathrm{x}^{2})=\lambda(\mathrm{x})^{2}=\mathrm{X}^{2}\otimes \mathrm{x}^{2}=\mathrm{X}^{2}\otimes \mathrm{a}$ より, B4 $\sigma$ において $\mathrm{X}^{2}=1$ ,

$\beta(1\otimes 1)=\lambda(\mathrm{y}^{2})=\lambda(\mathrm{y})^{2}=1\otimes \mathrm{y}^{2}+\mathrm{Y}^{2}\otimes \mathrm{x}^{2}+Y\otimes(\mathrm{x}\mathrm{y}+\mathrm{y}\mathrm{x})$

$–1\otimes\beta+Y^{2}\otimes \mathrm{a}+Y\otimes\uparrow$ より $Y^{2}=-\mathrm{a}^{-1}$ \dagger $\mathrm{Y}$ , また

$\uparrow(1\otimes 1)=\lambda$ (xy $+\mathrm{y}\mathrm{x}$ ) $=\lambda(\mathrm{x})\iota(\mathrm{y})+\lambda(\mathrm{y})\iota(_{\mathrm{X}})$

$=$ $(\mathrm{X}\otimes \mathrm{x})(1\otimes \mathrm{y}+\mathrm{Y}\otimes \mathrm{x})+(1\otimes \mathrm{y}+Y\otimes \mathrm{x})(\mathrm{X}\otimes \mathrm{x})$

$=\mathrm{X}\otimes(\mathrm{x}\mathrm{y}+\mathrm{y}\mathrm{x})+(\mathrm{X}\cdot Y+Y\cdot \mathrm{X})\otimes \mathrm{x}^{2}=\mathrm{X}\otimes\uparrow+(\mathrm{X}\cdot \mathrm{Y}+Y\cdot \mathrm{X})\otimes \mathrm{a}$ より,

$\mathrm{X}\cdot Y+Y\cdot \mathrm{X}=-\mathrm{a}$ $”\uparrow(\mathrm{X}-1)$ でなければならない。

そこで $\mathrm{c}=$ -架 $1\uparrow$ として

$\mathrm{H}_{(\mathrm{c})}$ $:=\mathrm{k}<\mathrm{X},$ $\mathrm{Y}|\mathrm{X}^{2}=1$ , $Y^{2}=\mathrm{c}Y$ , XY $+\mathrm{Y}\mathrm{X}=\mathrm{c}(\mathrm{X}-1)>$

なる代数を作る。 $l\mathrm{I}_{\{\mathrm{c})}$ は

$\Delta(\mathrm{X})=\mathrm{X}\otimes \mathrm{X},$ $\Delta(\mathrm{Y})=1\otimes \mathrm{Y}+\mathrm{Y}\otimes \mathrm{X}$
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によりホップ代数となり, 1, $\mathrm{X}$ , $\mathrm{Y}$ , XY はその基底になる。 $\mathrm{c}=-\mathrm{a}^{-1}\uparrow$ のとき, $\mathrm{I}\mathrm{I}(\mathrm{c})$

は H4 の $\sigma=\sigma$
。$\rho_{7}$ によるコサイクル変形 $l\mathrm{I}_{4}\sigma$ に–致する。 もし 2-[ $\in \mathrm{k}$ なら,

写像

$\mathrm{H}(\mathrm{c})$ $arrow \mathrm{H}_{4}$ , X ト\rightarrow $\mathrm{X}$ , $\mathrm{Y}\vdash’ \mathrm{Y}+2^{-1}\mathrm{c}(1-\mathrm{X})$

はホップ代数同形となり, H4 のコサイクル変形で新しいホップ代数は生じない。

[量子対] $\mathrm{k}$ を体, $\mathrm{H}$ を有限次元ホップ代数とする。 A $=l\mathrm{I}^{*\mathrm{p}}\mathrm{c}\mathrm{o}\otimes$]$\mathrm{I}$ とするとき,

$\sigma$ :A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$, $\sigma(\mathrm{p}\otimes \mathrm{X}, \mathrm{q}\otimes \mathrm{y})=\langle \mathrm{p}, 1\rangle\langle \mathrm{q}, \mathrm{X}\rangle\langle_{t,\mathrm{y}\rangle}$

が A の 2-コサイクルになることが容易に確かめられる ( $\mathrm{p},$
$\mathrm{q}\in 1\mathrm{I}^{*\mathrm{c}}$

。 $\mathrm{p}$

, $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in \mathrm{H}$)
。

このコサイクル変形 $\mathrm{A}^{\sigma}$ を $l\mathrm{I}^{*\mathrm{c}}$
。

$\mathrm{p}\triangleright\triangleleft \mathrm{H}$ で表す。 これは $l\mathrm{I}^{*\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}}$ , $\mathrm{H}$ を部分ホップ代数に

もち, 積の定義から

$(\mathrm{p}\otimes 1)\cdot(1\otimes \mathrm{x})=\mathrm{p}\otimes \mathrm{x}$,

$(1\otimes \mathrm{x})\cdot(\mathrm{p}\otimes 1)=$ $\sum\sigma(1\otimes \mathrm{X}_{1}, \mathrm{p}_{\mathrm{s}}\otimes 1)(\mathrm{P}\mathrm{z}\otimes \mathrm{x}_{\mathrm{z}})\sigma^{-1}(1\otimes \mathrm{X}_{3}, \mathrm{p}_{1}\otimes 1)$

$=$ $\sum<\mathrm{p}_{3},$ $\mathrm{x}_{1}>(\mathrm{p}2\otimes \mathrm{x}2)<_{\mathrm{P}_{1}},$ $\mathrm{S}(\mathrm{x}3)\rangle$

となる。 これより $\mathrm{A}^{\sigma}=\iota:*\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{p}\triangleright\triangleleft \mathrm{H}$ はホップ代数 $\mathrm{H}^{*\mathrm{c}\circ}\mathrm{p},$ $\mathrm{I}\mathrm{I}$ を次の関係で match させ

たものとわかる :

$\mathrm{x}\cdot \mathrm{p}=$ $\sum<_{\mathrm{P}_{3}\mathrm{x}_{1}},\rangle \mathrm{P}2^{\cdot}\mathrm{x}2\langle \mathrm{P}_{1},$ $\mathrm{s}(\mathrm{x}_{3})>$ , $\mathrm{x}\in \mathrm{H}$ , $\mathrm{p}\in \mathrm{H}^{*}$

このホップ代数は垣の量子対 (quantum double) と呼ばれ通常 $\mathrm{D}(\mathrm{H})$ で表す。 これは

Drinfeld によって (もっと別の方法で)導入され, 量子群論において重要な役割を果

たす。われわれの構成法は最も簡潔でわかりやすいと思われる [DT21 。

[ $\mathrm{A}$ と A $\sigma$ の関係のついての補足] ホップ代数のコサイクル変形 $\mathrm{A}^{\sigma}$ は余加群代数

$\sigma$ A から, ある意味で $u$

じかに”構成できる。多少テクニカルになるが, その構成を簡

単に述べてみる。 A がホップ代数で $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ とするとき, 次の線形同形が存在

する。

$\theta$ : A $\sigma\equiv(_{\sigma}\mathrm{A}\otimes_{\sigma}\mathrm{A})^{\mathrm{C}}\circ \mathrm{A}$ , $\theta(\mathrm{x})=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{x}2)$ , $\theta^{-\downarrow}(\mathrm{X}\otimes \mathrm{y})=\Sigma_{\mathrm{X}\downarrow\sigma}(\mathrm{x}2, \mathrm{y})$

ただし $\sigma \mathrm{S}=\mathrm{i}\mathrm{d}^{-1}$ : $\mathrm{A}arrow\sigma \mathrm{A},$ $\mathrm{x}\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\Sigma \mathrm{S}(\mathrm{x}_{1})\sigma^{-1}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{2}), \mathrm{x}_{3})$

。

(実際 $\mathrm{x}\in \mathrm{A}^{\sigma}$ のとき $\Sigma$ Xl $\sigma(_{\mathrm{X}_{2,\text{。}}\mathrm{S}}(_{\mathrm{X}_{3}}))=\Sigma$ Xl $\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{S}(\mathrm{x}_{3}))\sigma^{-\downarrow}(\mathrm{S}(\mathrm{x}_{4}), \mathrm{x}_{5})$

$=\Sigma \mathrm{x}_{1^{f}}(\mathrm{x}_{2})=\mathrm{x}_{\mathrm{o}}$ 逆に $\mathrm{x}\otimes \mathrm{y}\in$ (。$\mathrm{A}\otimes$ 。A) $\mathrm{c}\mathrm{o}\Lambda$ とする。一般に

$\sigma(\mathrm{a}, \mathrm{b})=\Sigma \mathrm{a}_{1}\circ \mathrm{b}_{\iota^{\mathrm{O}_{\sigma \mathrm{s}(\mathrm{a}\mathrm{b}_{2}}}}2)$ だから, $\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{x}2)\sigma(\mathrm{x}_{3}, \mathrm{y})$
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$=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes_{\sigma \mathrm{S}(\mathrm{x})\mathrm{S}}\mathrm{z}\circ \mathrm{X}_{3^{\circ}\mathrm{y}_{1^{\circ}}(\mathrm{x}\mathrm{y})}\sigma 42=\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{y}_{1^{\circ}\sigma}\mathrm{s}(\mathrm{x}_{2\mathrm{y})}2$

$=\mathrm{x}\otimes \mathrm{y}^{\text{。}}$

。
$\mathrm{S}(1)$ (by $\mathrm{x}_{1}\otimes \mathrm{y}_{1}\otimes \mathrm{X}_{2}\mathrm{y}_{2}=\mathrm{x}\otimes \mathrm{y}\otimes 1$ ) $=\mathrm{x}\otimes \mathrm{y}$ となり $\theta$ 全単射となる。)

また $\sigma$ A は次の右 A-作用 (これを $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}^{-}\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{b}_{\mathrm{f}}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}$ 作用という)

$\mathrm{x}^{=}\mathrm{a}=\sigma \mathrm{S}(\mathrm{a}_{1})\circ \mathrm{x}^{\circ}\mathrm{a}_{2}$

をもち, Yetter-Drinfeld 圏 $\mathrm{Y}\mathrm{D}^{\Lambda}\mathrm{A}$ の obiect になる。 $\mathrm{Y}\mathrm{D}^{\mathrm{A}}\mathrm{A}$ の定義については

[ $\mathrm{I}\mathrm{o},$ $10$ . 6. 101 をみよ。 この事実から $\sigma \mathrm{A}\otimes_{\text{。}}\mathrm{A}$ は積

$(\mathrm{x}\otimes \mathrm{y})(\mathrm{z}\otimes \mathrm{V})=\Sigma_{\mathrm{X}^{\text{。}}\mathrm{Z}}\downarrow\otimes(\mathrm{y}^{\angle}-\mathrm{Z}2)\text{。}\mathrm{w}$

に関して右 A-余加群代数となる。 よってその不変環である $(_{\sigma}\mathrm{A}\otimes_{\sigma}\mathrm{A})^{\mathrm{c}}$
。$\mathrm{A}$

は k-代数

である。 そして線形同形射 $\theta$ は実は代数射となる:

$\theta(\mathrm{x}\cdot \mathrm{y})=\Sigma\sigma(_{\mathrm{X}_{1\mathrm{y})}},1\theta(_{\mathrm{X}_{2\mathrm{y}2}})\sigma(- 1\mathrm{x}3, \mathrm{y}3)$

$=\Sigma\sigma$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2}\otimes\sigma \mathrm{S}(\mathrm{x}_{3}\mathrm{y}_{3})\text{。}\mathrm{x}_{4}\mathrm{y}_{4}\circ_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{y}5)\circ \mathrm{S}\sigma(\mathrm{x}5)=\Sigma \mathrm{x}_{\iota^{\circ}\mathrm{y}}.1\otimes_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{y}_{2})\circ_{\sigma}\mathrm{S}$(X2),

方 $\theta(\mathrm{x})\beta(\mathrm{y})=(\Sigma \mathrm{x}_{1}\otimes_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{x}2))(\Sigma \mathrm{y}1\otimes\sigma \mathrm{S}(\mathrm{y}_{2}))$

$=\Sigma \mathrm{x}_{\iota^{\circ}\mathrm{y}\otimes}1[_{\sigma \mathrm{s}}(\mathrm{x}_{2})=\mathrm{y}_{2}]\circ \mathrm{s}\sigma(\mathrm{y}3)=\Sigma \mathrm{x}\mathrm{l}\circ \mathrm{y}_{1}\otimes\sigma \mathrm{S}(\mathrm{y}2)\circ_{\sigma}\mathrm{S}(\mathrm{X}2)\circ \mathrm{y}3\text{。}\mathrm{S}\sigma(\mathrm{y}4)$

$=\Sigma_{\mathrm{X}_{1^{\circ}\mathrm{y}_{\iota}\otimes_{\sigma}\mathrm{S}}}(\mathrm{y}_{2})\text{。_{}\sigma}\mathrm{S}(_{\mathrm{X}}2)$ .

また $\mathrm{A}^{\sigma}$ の余代数構造は $\mathrm{A}^{\sigma}$ -coring $\mathrm{A}^{\sigma}\otimes \mathrm{A}^{\sigma}$ の構造射に切手 $()$ co $\mathrm{A}$ をほどこしたも

のと–致する。 $()$ co\Lambda は相対ホップ加群の圏 $\mathrm{M}_{\mathrm{B}}^{\mathrm{A}}$ (ただし $\mathrm{B}=\sigma \mathrm{A}$) から k-己群の

圏 $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ への圏同値を与える。 (MG の定義については, 例えば $[\mathrm{K}\mathrm{o},$ $8.5.11$をみよ。)

これから $\sigma$ A の左 A\mbox{\boldmath $\sigma$}-余丁群代数構造は次の肥 P をもっことがわかる : $\mathrm{H}$ を双代数

として, $\text{。}\mathrm{A}$ は左 �-余加群代数でその構造射 $l:\sigma \mathrm{A}arrow \mathrm{H}\otimes_{\sigma}$ A が $(\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{i}\mathrm{i}}\otimes\Delta \mathrm{A})\lambda=$

$(\lambda\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{A}})\Delta \mathrm{A}$ をみたすとする, すなわち $\sigma$ A は両側 ( $\mathrm{H}$, A)-望加群。 このとき次の図式

を可換にする双代数射写像 $\mathrm{f}:\mathrm{A}^{\sigma}arrow \mathrm{H}$ が唯–つ存在する :

$\Delta:\sigma \mathrm{A}arrow \mathrm{A}^{tl}\otimes\sigma$ A

$\lambda\backslash _{\lrcorner}$
$\}\mathrm{f}\otimes 1$

$\mathrm{I}\mathrm{I}\otimes$ 。A

(実際 $\mathrm{B}=\sigma$ A のとき次の同形がなりたつ: $\mathrm{M}^{\mathrm{A}}(\mathrm{B}, \mathrm{H}\otimes \mathrm{B})\equiv \mathrm{M}_{\mathrm{B}}^{\mathrm{A}}(\mathrm{B}\otimes \mathrm{B}, \mathrm{H}\otimes \mathrm{B})$

$\equiv \mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ ( $(\mathrm{B}\otimes \mathrm{B})^{\mathrm{c}}$
。

$\mathrm{A},$ $(l\mathrm{I}\otimes \mathrm{B})\mathrm{c}$ 。A) $=\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ ( $\mathrm{A}^{\sigma}$ , it) となるから。)

[注意] もっと–般に Schauenburg [S] は, 忠実平担ガロア (右) A-拡大 $\mathrm{k}\subset \mathrm{B}$ に対

して, あるホップ代数 $\mathrm{L}=\mathrm{L}(\mathrm{B}, \mathrm{A})$ を構成して, $\mathrm{B}$ が左 L-添加群代数かっ両側 $(\mathrm{L}, \mathrm{A})$

余加群で上の UIIP をみたすことを示している。 $\mathrm{B}=\sigma \mathrm{A}$ のとき $\mathrm{L}(\mathrm{B}, \mathrm{A})=\mathrm{A}^{\sigma}$ となる。
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\S 4 $\mathrm{U}_{\mathrm{n}}(\mathrm{s}\mathrm{l}_{2})$ のコサイクル変形

量子群の最も基本的な例である $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{s}4_{2})$ を考える。 この節では $\mathrm{k}$ を体とし, $\mathrm{q}$ を

$\mathrm{k}$ の元で $\mathrm{q}\neq 0$ , $\mathrm{q}^{2}\neq 1$ とする。 k-代数として A $=\mathrm{U}_{\mathrm{q}}$ $(\mathrm{s}\ell_{2})$ は次で定義される [J]:

生成元 $\mathrm{K},$
$\mathrm{K}^{-1}$ , $\mathrm{E}$ , $\mathrm{F}$

関係式 $\mathrm{K}\mathrm{K}^{-1}=1=\mathrm{K}^{-1}\mathrm{K}$, KE $=\mathrm{q}^{2}\mathrm{E}\mathrm{K}$ . KF $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{F}\mathrm{K}$,

$[ \bm{\mathrm{B}}, \mathrm{F}]=\frac{\mathrm{K}-\mathrm{K}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$

これは次のホップ代数構造をもつ。

$\Delta(\mathrm{K})=\mathrm{K}\otimes \mathrm{K}$, $f(\mathrm{K})=1$ , $\mathrm{S}(\mathrm{K})=\mathrm{K}^{-1}$ ,

$\Delta(\mathrm{E})=1\otimes \bm{\mathrm{B}}+\mathrm{E}\otimes \mathrm{K}$, $f(\mathrm{E})=0$ , $\mathrm{S}(\mathrm{E})=-\mathrm{E}\mathrm{K}^{-1}$

$\Delta(\mathrm{F})=\mathrm{K}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{F}\otimes 1$ , $\epsilon(\mathrm{F})=0$ , $\mathrm{S}(\mathrm{F})=$ -KF

[クレフト拡大の決定] A $=\mathrm{U}_{\mathrm{q}}$ (S#2), $\mathrm{k}\subset \mathrm{B}$ を A-クレフト拡大とすると, 次の条件

をみたす 3元 X, $\mathrm{y}$, $\mathrm{z}$ が $\mathrm{B}$ の中に存在する。

$\mathrm{x}\in \mathrm{U}(\mathrm{B})$ , xy $=\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}\mathrm{x}$ , xz $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{z}\mathrm{x}$

$\rho(\mathrm{x})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}$ , $\rho(\mathrm{y})=1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K}$ , $\rho(\mathrm{z})=\mathrm{x}^{-1}.\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1$

ただし $\rho$ は $\mathrm{B}$ の A-余加群構造射 $\mathrm{B}arrow \mathrm{B}\otimes \mathrm{A}$ を表す。

証明 $\phi:\mathrm{A}arrow \mathrm{B}$ を可逆な A-画加群同形射とする。 $\mathrm{x}=\phi(\mathrm{K})$ とおくと, $\mathrm{x}\in \mathrm{U}(\mathrm{B})$

$(\mathrm{x}^{-1}=\phi^{-1}(\mathrm{K}))$ かっ $\rho(\mathrm{x})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}$ となる。 $\mathrm{y}=\phi(\mathrm{E})$ とおくと,

$\rho(\mathrm{y})=(\phi\otimes 1)\Delta(\mathrm{E})=\phi(1)\otimes \mathrm{E}+\phi(\mathrm{E})\otimes \mathrm{K}=1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K}$

である。 しかも

$\rho(\mathrm{x}\mathrm{y})=(\mathrm{x}\otimes \mathrm{K})(1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}\mathrm{E}+\mathrm{x}y\otimes \mathrm{K}^{2}$‘かつ

$\rho(\mathrm{y}\mathrm{x})=(1\otimes \mathrm{E}.+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K})(.\mathrm{x}\otimes \mathrm{K})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{E}\mathrm{K}+\mathrm{y}\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}^{2}$

であるから, KE $=\mathrm{q}^{2}\mathrm{E}\mathrm{K}$ より

$\rho$ (xy $-\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}\mathrm{x}$) $=$ (xy $-\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}_{\mathrm{X}}$ ) $\otimes \mathrm{K}^{2}$

となる。 よって $\mathrm{x}\mathrm{y}$

$-\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}\mathrm{x}=\mathrm{c}\mathrm{x}^{2}$ (for some $\mathrm{c}\in \mathrm{k}$) となる。 そこで $\mathrm{y}$ を

$\mathrm{y}-\mathrm{c}(1-\mathrm{q}^{\mathrm{z}})^{- 1}\mathrm{x}$ に置き換えれば,
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$\rho(\mathrm{y})=1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K}$ かつ $\mathrm{x}\mathrm{y}=\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}\mathrm{x}$

が成り立つ。

次に $\mathrm{x}’$ $=\phi(\mathrm{K}^{-1})$ とすると, $\rho(\mathrm{x}\mathrm{x}’)=\rho(\mathrm{x})\rho(\mathrm{x}’)=(\mathrm{x}\otimes \mathrm{K})(\mathrm{x}’\otimes \mathrm{K}^{-1})=\mathrm{x}\mathrm{x}’\otimes 1$ ,

よって $\mathrm{x}\mathrm{x}’$ $\in \mathrm{U}(\mathrm{k})$ となる。 $\mathrm{d}=\mathrm{x}\mathrm{x}’$ , $\mathrm{z}=\phi(\mathrm{d}^{-1}\mathrm{F})$ とすると,

$\rho(\mathrm{z})=(\emptyset\otimes 1)\Delta(\mathrm{d}^{-}1\mathrm{F})=\mathrm{d}^{-\downarrow}\emptyset(\mathrm{K}-1)\otimes \mathrm{F}+\mathrm{d}^{-1}\phi(\mathrm{F})\otimes 1$

$=\mathrm{d}^{-1}\mathrm{x}’\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1=\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1$

となる。 しかも

$\rho(\mathrm{x}\mathrm{z})=(\mathrm{x}\otimes \mathrm{K})(\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1)=1\otimes \mathrm{K}\mathrm{F}+\mathrm{x}\mathrm{z}\otimes \mathrm{K}$

$\rho(\mathrm{z}\mathrm{x})=(\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1)(\mathrm{x}\otimes \mathrm{K})=1\otimes \mathrm{F}\mathrm{K}+\mathrm{z}\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}$

であるから, KF $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{F}\mathrm{K}$ より

$\rho$ (xz - $\mathrm{q}^{-2}\mathrm{z}\mathrm{x}$) $=$ (xz $-\mathrm{q}^{-2}\mathrm{z}\mathrm{x}$ ) $\otimes \mathrm{x}$

となる。 よって xz $-\mathrm{q}^{-2}\mathrm{z}\mathrm{x}=\mathrm{c}’\mathrm{x}$ (for some $\mathrm{c}’$ $\in \mathrm{k}$) となる。 そこで $\mathrm{z}$ を

$\mathrm{z}-\mathrm{c}’(1-\mathrm{q}^{-_{2}})$ ” に置き換えれば,

$\rho(\mathrm{z})=\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1$ かつ xz $=\mathrm{q}^{-2_{\mathrm{Z}}}\mathrm{X}$

が成り立つ。ロ

次に $\mathrm{y}$ と $\mathrm{z}$ の交換子を調べる。 $[\rho(\mathrm{y}), \rho(\mathrm{z})]=\rho(\mathrm{y})\rho(\mathrm{z})-\rho(\mathrm{z})\rho(\mathrm{y})$

$=(1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K})(\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1)$ – $(\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1)(1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K})$

$=\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{E}\mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{K}\mathrm{F}+\mathrm{y}\mathrm{z}\otimes \mathrm{K}$ – $(\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}\mathrm{E}+\mathrm{x}^{-1}\mathrm{y}\otimes \mathrm{F}\mathrm{K}+\mathrm{z}\otimes \mathrm{E}+\mathrm{z}\mathrm{y}\otimes \mathrm{K})$

$=\mathrm{x}^{-1}\otimes[\mathrm{E}$ , Fl $+[\mathrm{y}, \mathrm{z}]\otimes \mathrm{K}$ (by xy $=\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}\mathrm{x}$ and $\mathrm{q}^{2}\mathrm{K}\mathrm{F}=\mathrm{F}\mathrm{K}$ )

$= \mathrm{x}^{-1}\otimes\frac{\mathrm{K}-\mathrm{K}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ $+[\mathrm{y}, \mathrm{z}]\otimes \mathrm{K}$

だから, $\mathrm{w}=[\mathrm{y}, \mathrm{z}]-\frac{\mathrm{x}-\mathrm{x}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ とおくと

$\mathfrak{p}(\mathrm{w})--[\rho(\mathrm{y}), p(\mathrm{z})]-\frac{\rho(\mathrm{x})-\rho(\mathrm{x}^{-1})}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$

$= \mathrm{x}^{-1}\otimes\frac{\mathrm{K}-\mathrm{K}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ $+[ \mathrm{y}, \mathrm{z}]\otimes \mathrm{K}-\mathrm{x}\otimes\frac{\mathrm{K}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ $+ \mathrm{x}^{-1}\otimes\frac{\mathrm{K}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$

$=[ \mathrm{y}, \mathrm{z}]\otimes \mathrm{K}-\frac{\mathrm{x}-\mathrm{x}^{-}\mathrm{t}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}\otimes \mathrm{K}=\mathrm{w}\otimes \mathrm{K}$ ,

よって $[y, \mathrm{z}]=\frac{\mathrm{a}\mathrm{x}-\mathrm{X}^{- 1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ (for some $\mathrm{a}\in \mathrm{k}$ ) となる。
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[定義] $\mathrm{a}\in \mathrm{k}$ に対し k-代数 $\mathrm{B}(\text{。})$ を次で定義する。

$\mathrm{B}_{\{\mathrm{a})}$ : $=\mathrm{k}<\mathrm{x},$ x-l, $\mathrm{y},$
$\mathrm{z}|_{\mathrm{X}}\mathrm{y}=\mathrm{q}^{2}\mathrm{y}_{\mathrm{X}}$ , xz $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{Z}\mathrm{X}$, $[ \mathrm{y}, \mathrm{z}]=\frac{\mathrm{a}\mathrm{x}-\mathrm{x}^{-}\downarrow}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}>$

$\mathrm{B}_{(\mathrm{a})}$ は k-基底 $\mathrm{Z}^{\mathrm{i}}\mathrm{X}^{\mathrm{j}}\mathrm{y}^{1}$ $(\mathrm{i}, \ell\in \mathrm{N}, \mathrm{j}\in \mathrm{z})$ をもつ. また右 A-余加群代数構造
$\rho(\mathrm{x})=\mathrm{x}\otimes \mathrm{K}$ , $\rho(y)=1\otimes \mathrm{E}+\mathrm{y}\otimes \mathrm{K}$ , $\rho(\mathrm{z})=\mathrm{x}^{-1}\otimes \mathrm{F}+\mathrm{z}\otimes 1$

をもち, $\mathrm{k}\subset \mathrm{B}(\mathrm{a})$ は A-クレフト拡大になる。 $(\phi:\mathrm{A}arrow \mathrm{B}(\mathrm{a}), \phi(\mathrm{F}^{\mathrm{i}}\mathrm{K}^{\mathrm{i}}\mathrm{E}^{1})=\mathrm{Z}^{\mathrm{i}}\mathrm{X}^{\mathrm{j}}y^{1}$

とすればよい。) 以上より,

定理 4 $\mathrm{B}(\mathrm{a})$ , $\mathrm{a}\in \mathrm{k}$ はすべての $\mathrm{k}$ 上の $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}$ (s12)-クレフト拡大を尽す。

しかも $\mathrm{a}\neq\beta$ なら $\mathrm{B}$

。
$\neq \mathrm{B}_{\beta}$ (余西門代数として) となり, つまり

$\mathrm{H}^{2}(\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(_{\mathrm{S}\ell_{2}),\mathrm{k}})=\mathrm{k}$.

[ $\mathrm{B}_{(\mathrm{a})}$ に対応するコサイクル変形は何か?] 左余加群構造 $\lambda:\mathrm{B}_{(\text{。})}$ $arrow \mathrm{A}"\otimes \mathrm{B}_{(\mathrm{a})}$ は

$\lambda(\mathrm{x})=\mathrm{K}\otimes \mathrm{x}$, $\lambda(\mathrm{y})=1\otimes \mathrm{y}+\mathrm{E}\otimes \mathrm{x}$, $\lambda(\mathrm{z})=\mathrm{K}^{-1}\otimes \mathrm{z}+\mathrm{F}\otimes 1$

となる。 $\lambda(\mathrm{x})\lambda(\mathrm{y})=\mathrm{q}^{2}\lambda(\mathrm{y})\lambda(\mathrm{x})$ より

$(\mathrm{K}\otimes \mathrm{x})(1\otimes y+\mathrm{E}\otimes \mathrm{x})=\mathrm{q}^{2}(1\otimes \mathrm{y}+\mathrm{E}\otimes \mathrm{x})(\mathrm{K}\otimes \mathrm{x})$,

よって $\mathrm{K}\otimes \mathrm{x}\mathrm{y}+\mathrm{K}\mathrm{E}\otimes \mathrm{x}^{2}’=\mathrm{q}^{2}\mathrm{K}\otimes \mathrm{y}\mathrm{X}+\mathrm{q}^{2}‘ \mathrm{E}\mathrm{K}\otimes \mathrm{X}^{2}$ . . KE $=\mathrm{q}^{\prime \mathrm{z}}$ EK
$\lambda(\mathrm{x})\lambda(\mathrm{z})=\mathrm{q}^{-2}\lambda(\mathrm{z})\lambda(_{\mathrm{X}})$ より $(\mathrm{K}\otimes \mathrm{x})(\mathrm{K}-1_{\otimes \mathrm{z}}+\mathrm{F}\otimes 1)=\mathrm{q}^{-2}(\kappa^{-}1\otimes \mathrm{z}+\mathrm{F}\otimes 1)(\mathrm{K}\otimes \mathrm{x})$ ,

. $\cdot\cdot$ $1\otimes \mathrm{x}\mathrm{z}+\mathrm{K}\mathrm{F}\otimes \mathrm{x}=\mathrm{q}^{-2}1\otimes \mathrm{z}\mathrm{X}+\mathrm{q}^{-2}\mathrm{F}\mathrm{K}\otimes \mathrm{x}$ . $\cdot\cdot$ KF $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{F}\mathrm{K}$

$\lambda(\mathrm{y})\lambda(\mathrm{z})-\lambda(\mathrm{z})\lambda(\mathrm{y})=\mathrm{a}\lambda(\mathrm{x})-\frac{\lambda(\mathrm{x}^{-1})}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$ より

$(1\otimes \mathrm{y}+\mathrm{E}\otimes \mathrm{x})(\mathrm{K}^{-\iota}\otimes \mathrm{z}+\mathrm{F}\otimes 1)-(\mathrm{K}^{-1}\otimes \mathrm{z}+\mathrm{F}\otimes 1)(1\otimes \mathrm{y}+\mathrm{E}\otimes \mathrm{x})$

$=a \mathrm{K}\otimes\frac{\mathrm{x}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}-\mathrm{K}^{-1}\otimes\frac{\mathrm{x}^{-1}}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}’}$ よってこれから

EF –FE $= \frac{\mathrm{a}(\mathrm{K}-\kappa^{-\mathrm{l}})}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-1}}$

このようにして,

定理 5 $\mathrm{B}(\mathrm{a})$ に対応するコサイクル変形 $\mathrm{u}_{\mathrm{B}}(\mathrm{s}\mathrm{l}_{2})^{\mathrm{a}}$ は,

生成元 $\mathrm{K}$, $\mathrm{K}^{-1}$ , $\mathrm{E}$ , $\mathrm{F}$ と次の関係式で定義される :

40



KE $=\mathrm{q}^{2}\mathrm{E}\mathrm{K}$ , KF $=\mathrm{q}^{-2}\mathrm{F}\mathrm{K}$, EF -FE $= \frac{\mathrm{a}(\mathrm{K}-\kappa- 1)}{\mathrm{q}-\mathrm{q}^{-\mathrm{I}}}$

( $\Delta$ の式は $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}$ (S42) と同じ)

$\mathrm{a}\neq 0$ なら $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{s}\ell_{2})\equiv \mathrm{U}_{\mathrm{u}}(\mathrm{s}\ell_{2})^{\mathrm{a}}(\mathrm{K}arrowarrow \mathrm{K}, \mathrm{E}arrowarrow \mathrm{a}^{-1}\mathrm{E}, \mathrm{F}arrowarrow \mathrm{F})$ となる。 したがっ

て $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{s}\mathrm{l}_{2})$ のコサイクル変形は $\mathrm{a}=0$ , 1の 2 っしかない.

\S 5 Braided 双代数と II $(\mathrm{C}, \sigma)$

Drinfeld $[\mathrm{D}\mathrm{r}]$

, は準三角双代数 (quasi-triangular bialgebra)の概念を導入した。

$\mathrm{D}(\mathrm{H})$ はその基本的な例。その双対概念として braided 双代数 (または余準三角双代

数)の概念が Larson-Towber [LT], 林 [H] らにより導入され, 土井 [D21でコサイクルの

立場から十分整理して展開された。 (これらの概念については $[\mathrm{U}\mathrm{o}, \S 10]$ で簡潔にま

とめられている。) この節では, braided 双代数の概念をコサイクル変形の立場で説

明する。

双代数 A に対し, 右 A-余加群の圏を $\mathrm{M}^{\Lambda}$ で表す。 V, $\mathrm{W}\in \mathrm{M}^{\Lambda}$ のとき, $\mathrm{V}\otimes \mathrm{W}$ は

$\rho:\mathrm{V}\otimes \mathrm{W}arrow \mathrm{V}\otimes \mathrm{W}\otimes \mathrm{A}$ , $\mathrm{v}\otimes \mathrm{w}\vdash’\Sigma \mathrm{v}_{0}\otimes \mathrm{w}0\otimes \mathrm{v}_{1^{\mathrm{W}_{1}}}$

を構造射として右 A-余丁群になる。 これにより $\mathrm{M}^{\mathrm{A}}=(\mathrm{M}^{\Lambda}, \otimes, \mathrm{k})$ はいわゆるモノ

イダル圏になる。 $\sigma$ が双代数 A 上の 2-コサイクルで, $\mathrm{A}^{\sigma}--\mathrm{A}^{\mathrm{o}}$ ” (A の積のみ反対に

した双代数) となる場合を考える。 これに加えて $\mathrm{M}^{\mathrm{A}}$ が braided 圏 $[\mathrm{U}_{0},$ \S 10. 4$]$ にな

る条件を考えると, 次に述べる braided 双代数の概念が導かれる。

[定義] 双代数 A に対し, 次の 3条件をみたす可逆 2次形式 $\sigma$ :A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ を A の

braiding と呼ぶ (存在するとは限らない)。 このような $\sigma$ と A の組を braided 双代

数, または CQT(coquasitriangular) 双代数と呼ぶ。

(B1) $\Sigma y_{1}\mathrm{x}_{1}\sigma(_{\mathrm{X}}2, y2)=\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{1})\mathrm{x}\mathrm{z}\mathrm{y}_{2}$

(B2) $\sigma(\mathrm{x}\mathrm{y}, \mathrm{z})=\Sigma\sigma$ ( $\mathrm{x}$ , Zl) $\sigma$ ( $\mathrm{y}$, Z2)

(B3) $\sigma(\mathrm{x}, y\mathrm{z})=\Sigma\sigma$ (Xl, z) $\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y})$ , $\mathrm{x},$ $\mathrm{y},$
$\mathrm{z}\in$ A

このとき, $\sigma$ は 2-コサイクルになる。条件 (B1) は A $\sigma=\mathrm{A}$
。p ということに他ならな
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い。条件 (B1)からさらに, V, $\mathrm{W}\in \mathrm{M}^{\Lambda}$ に対し次の A-余加群同形が従う :

$\sigma_{\mathrm{v}.\mathrm{w}:}\mathrm{V}\otimes \mathrm{W}=\mathrm{W}\otimes \mathrm{V},$ $\mathrm{v}\otimes \bm{\mathrm{w}}\vdash>\Sigma\sigma$ $($Vl, $\mathrm{w}_{\mathrm{I}})_{\mathrm{W}_{0}\otimes \mathrm{V}0}$

逆写像は $\mathrm{w}\otimes \mathrm{v}\vdash>\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{v}_{1}, \mathrm{w}_{1})_{\mathrm{V}_{0}}\otimes \mathrm{W}0$ で与えられる。条件 (B2) と (B3)から, 次の

braiding 条件がなりたち, $\mathrm{M}^{\mathrm{A}}$ が braided 圏になる。

$\sigma_{\cup\emptyset \mathrm{V}},$
$\mathrm{w}=(\sigma_{\cup,\mathrm{W}}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{V}})(\mathrm{i}\mathrm{d}_{\cup}\otimes\sigma \mathrm{v}, \mathrm{w})$ in $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{U}\otimes \mathrm{V}\otimes \mathrm{W}, \mathrm{V}\otimes \mathrm{U}\otimes \mathrm{V})$

$\sigma_{\cup,\mathrm{V}\theta \mathrm{w}}=(\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{V}}\otimes\sigma_{\cup}, \mathrm{w})(\sigma_{\cup}, \mathrm{v}\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{w}})$ in lIom $(\mathrm{U}\otimes \mathrm{V}\otimes\eta, \mathrm{V}\otimes \mathrm{W}\otimes \mathrm{u})$ .

また, (B1) と (B2)から次の Yang-Baxter 条件

(B4) $\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1,\mathrm{Y}1})\sigma(_{\mathrm{X}_{2},\mathrm{z}}\downarrow)\sigma(\mathrm{y}_{2}, \mathrm{Z}_{2})=\Sigma\sigma(\mathrm{y}_{1,\mathrm{Z}_{1}})\sigma(\mathrm{X}_{1}, \mathrm{Z}\mathrm{z})\sigma(_{\mathrm{X}\mathrm{z},\mathrm{y})}\mathrm{z}$

もなりたつ。 これと (B3)を合わせると $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ がでる。

A $=$ R4 の場合, $\sigma_{\mathrm{a}\beta 7}$ が braiding になるための条件は $\mathrm{a}=-1$ , $\uparrow=0$ ( $\beta$ 任意)

となる。 とくに $\bm{\mathrm{E}}_{4}$ は braided 双代数。

[例].行列代数のテンサー積 11 $(\mathrm{n}, \mathrm{k})\otimes \mathrm{u}(\mathrm{n}, \mathrm{k})$ の可逆行列 $\mathrm{R}$ に対し, FRT-構成と呼ば

れる k-代数 $\mathrm{A}(\mathrm{R})$ が構成できる。 A(R) は生成元 Xl 1, . . . , $\mathrm{x}_{\mathrm{n}\mathrm{n}}$ と次の関係式

$\mathrm{R}(\mathrm{X}\otimes \mathrm{I})(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})=(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})(\mathrm{X}\otimes \mathrm{I})\mathrm{R}$

で定義される, ただし X $=$ (Xl $:$ ) 。

$\Delta(\mathrm{x}_{\mathrm{i}:})=\Sigma_{\mathrm{s}=1}\mathrm{n}\mathrm{x}_{\mathrm{i}\mathrm{s}}\otimes \mathrm{x}\mathrm{s}j$ , $\iota(_{\mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{j}})=\delta_{\mathrm{i}\mathrm{j}}$

で A(R) は双代数になる。 もし $\mathrm{R}$ が Yang-Baxter 条件 $u_{\mathrm{R}_{12}\mathrm{R}_{\iota 3}\mathrm{R}_{23}}=\mathrm{R}_{23}\mathrm{R}_{13}.\mathrm{R}12$

”

をみたせば, A(R) のも raiding $\sigma$ で次の条件をみたすものが唯–っ存在する :

$\Sigma_{\mathrm{i}},$
$\downarrow$ . $1.$ ! $\sigma$ ( $\mathrm{x}_{\mathrm{l}\mathrm{j}}$ , Xk $\mathrm{l}$ ) $\mathrm{E}_{\mathrm{i}\mathrm{j}}\otimes \mathrm{E}_{\mathrm{k}1}=\mathrm{R}$ ( $\mathrm{E}_{\mathrm{i}\mathrm{j}}$ 行列単位)

この構成は次のように–般化される [Dl, $\mathrm{D}2$] 。

[ $\mathbb{I}(\mathrm{C},$ $\sigma)$ について] 一般の余代数 $\mathrm{C}$ とその上の可逆な 2次形式 $\sigma:\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ を

考える。テンソル代数 $\mathrm{T}(\mathrm{C})=\oplus_{\mathrm{m}}\mathrm{C}^{\emptyset \mathrm{m}}$ は次の自然な双代数構造をもつ:

$\mathrm{x}\mathrm{y}\cdots \mathrm{z}=\mathrm{x}\otimes \mathrm{y}\otimes\cdots\otimes \mathrm{z}\in \mathrm{C}^{\emptyset \mathrm{m}}$ に対し, $\Delta(\mathrm{x}\mathrm{Y}\ldots \mathrm{z})=\Sigma$ Xly $\iota\ldots \mathrm{Z}_{1}\otimes \mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2}\cdots \mathrm{z}_{2}$ .
$\sigma$ は $\mathrm{T}(\mathrm{C})$ の 2次形式 $\sigma:\mathrm{T}(\mathrm{C})\mathrm{x}\mathrm{T}(\mathrm{C})arrow \mathrm{k}$ に条件 (B2, 3)をみたしながら延長でき

る。 $\{\Sigma\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{Y}\mathrm{l})\mathrm{x}2\mathrm{y}2-\Sigma y_{1}\mathrm{X}_{\mathrm{t}}\sigma(\mathrm{x}2, \mathrm{y}_{2})|\mathrm{X}, \mathrm{y}\in \mathrm{C}\}$ で生成された $\mathrm{T}(\mathrm{C})$ のイデアル

$\mathrm{I}_{\sigma}$ による商 $\mathrm{T}(\mathrm{C})/\mathrm{I}_{\sigma}$ を II $(\mathrm{C}, \sigma)$ で表す。 $\mathrm{I}_{\sigma}$ は $\mathrm{T}(\mathrm{C})$ の biideal だから, $\mathrm{N}(\mathrm{C}, \sigma)$

は双代数になる。 もし $\sigma(\mathrm{T}(\mathrm{C})\otimes \mathrm{I}_{\sigma}+\mathrm{I}_{\sigma}\otimes \mathrm{T}(\mathrm{C}))=0$ なら $\sigma:\mathrm{T}(\mathrm{C})\mathrm{x}\mathrm{T}(\mathrm{C})arrow \mathrm{k}$ は

$\mathrm{K}(\mathrm{C}, \sigma)\otimes \mathbb{I}(\mathrm{C}, \sigma)$ を経由し, 11 $(\mathrm{C}, \sigma)$ は braided になる。
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$\sigma(\mathrm{T}(\mathrm{C})\otimes \mathrm{I}_{\sigma}+\mathrm{I}_{\sigma}\otimes \mathrm{T}(\mathrm{C}))=0\Leftrightarrow\forall \mathrm{x},$
$\mathrm{y},$

$\mathrm{z}\in \mathrm{C}$ に対し,

$\sigma(\Sigma\sigma(_{\mathrm{X}}1, \mathrm{y}1)_{\mathrm{X}_{2}y2}-\Sigma \mathrm{y}_{1}\mathrm{X}_{1}\sigma(\mathrm{x}2, \mathrm{y}2),$$\mathrm{z})=0$ かつ

$\sigma$ ( $\mathrm{x},$
$\Sigma\sigma(y_{1},$ $\mathrm{Z}1)\mathrm{y}_{2}\mathrm{z}_{2^{-}}\Sigma$ zlyl $\sigma(\mathrm{y}_{2}$ , Z2)) $=0$

$\Leftrightarrow$ $\Sigma\sigma(_{\mathrm{X}_{1}}, \mathrm{y}\iota)\sigma(\mathrm{x}2y2, \mathrm{Z})=\Sigma\sigma(y_{1^{\mathrm{X}}}\downarrow, \mathrm{z})\sigma(_{\mathrm{X}_{2}}, \mathrm{y}_{2})$ かつ

$\Sigma$ a($\mathrm{y}_{1}$ , Zl) $\sigma(_{\mathrm{X},y_{2^{\mathrm{Z}}2}})=\Sigma\sigma$ ( $\mathrm{x}$, zlyl) $\sigma$ ( $\mathrm{y}_{2}$ , Z2)

$\Leftrightarrow$ $\Sigma\sigma$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\sigma$ (X2, $\mathrm{z}_{1}$ ) $\sigma(\mathrm{y}\mathrm{z}, \mathrm{z}_{2})=\Sigma\sigma(\mathrm{y}_{1}, \mathrm{Z}_{1})\sigma(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{z}_{2})\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y}_{2})$ (B4である $!$ )

そこで, 任意の X, $\mathrm{y},$
$\mathrm{z}\in \mathrm{C}$ に対し (B4)がなりたつような組 $(\mathrm{C}, \sigma)$ を Yang-Baxter

余代数と呼ぶことにする。 $\mathrm{C}=\mathrm{u}(\mathrm{n}, \mathrm{k})^{*}$ の場合, (B4) は $\alpha_{\mathrm{R}_{12}\mathrm{R}_{13}\mathrm{R}_{\mathrm{z}}3}=\mathrm{R}_{23}\mathrm{R}_{13}\mathrm{R}_{12}$
’

に他ならない。 このようにして次の定理を得る :

定理 6 $(\mathrm{C}, \sigma)$ が Yang-Baxter 余代数なら, $\sigma$ は題 $(\mathrm{C}, \sigma)$ 上の braiding に–意的

に拡張され, 11 $(\mathrm{C}, \sigma)$ は braided 双代数になる。

[例] (2-パラメーター量子行列代数)

$\mathrm{C}.=\mathbb{I}(\mathrm{n}, \mathrm{k})^{*}$ とする。 $\mathrm{a},$
$\beta\in \mathrm{U}(\mathrm{k})$ に対し, $\sigma_{\mathrm{a},\beta}$ : $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ を次で定義する :

$\mathrm{i}=1,2,$
$\ldots,$

$\mathrm{n}\Rightarrow\sigma_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{x}1:, \mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{i})=\mathrm{a}\beta$,

$\mathrm{i}<\mathrm{j}\Rightarrow\sigma_{\mathrm{a}},$ $\beta(\mathrm{x}_{\mathrm{j}:}, \mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{i})=\mathrm{a}$, $\sigma_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{x}\tilde{1}\mathrm{i}, \mathrm{x}_{\mathrm{j}\mathrm{j}})=\beta$, $\sigma_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{x}\mathrm{i}:, \mathrm{X}:1)=\mathrm{a}\beta-1$

その他は $0$ とおく。 ここで {X 1 $\mathrm{j}$ } は行列単位 $\{\mathrm{E}_{i\mathrm{j}}\}$ の双対基底。

このとき, $(\mathrm{C}, \sigma_{\text{。}}, \beta)$ は Yang-Baxter 余代数になる。 $\mathrm{I}(\mathrm{C}, \sigma_{\text{。},\beta})$ はいわゆる竹内の

2-パラメーター量子行列代数 $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ [Tll と–致する :

生成元 $\mathrm{E}_{\mathrm{i}\mathrm{j}}$ . $\mathrm{i},$ $\mathrm{j}=1,2,$
$\ldots,$

$\mathrm{n}$

関係式 $\bm{\mathrm{B}}_{\mathrm{i}\mathrm{s}}\mathrm{E}_{i}\mathrm{r}=a\mathrm{E}_{1\Gamma}\mathrm{E}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}$ (if $\mathrm{r}<\mathrm{s}$), $\mathrm{E}_{\mathrm{j}r}\mathrm{E}_{\mathrm{i}\gamma}=\beta \mathrm{E}_{\mathrm{i}}\mathrm{f}\mathrm{E}_{\mathrm{j}}\mathrm{r}$ (if $\mathrm{i}<\mathrm{j}$ ),

$\mathrm{E}_{\mathrm{j}\mathrm{r}\mathrm{E}_{\mathrm{i}}\mathrm{s}}=\mathrm{a}^{-1}\mathfrak{p}_{\mathrm{E}}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{E}_{\mathrm{j}}r$ (if $\mathrm{i}<\mathrm{i}$ & $\mathrm{r}<\mathrm{s}$),

$\mathrm{E}_{\mathrm{i}\mathrm{r}}\mathrm{E}_{\mathrm{j}\mathrm{s}}$ – $\mathrm{E}_{\mathrm{j}\mathrm{S}}\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{r}=(\mathrm{a}^{-1}-\beta)\mathrm{E}_{\mathrm{i}\mathrm{S}}\mathrm{E}:\mathrm{f}$ (if $\mathrm{i}<\mathrm{j}$ & $\mathrm{r}<\mathrm{s}$ ).

$\mathrm{q}=\mathrm{a}=\beta$ のとき, 通常の量子行列双代数 $\mathrm{O}_{\mathrm{q}}$ $(\mathbb{I}(\mathrm{n}))$ になる。

\S 6 $\mathrm{u}(\mathrm{C}, \sigma)$ のコサイクル変形

まず, $\mathrm{A}^{\sigma}$ について–般論からはじめる。
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定理 7 A を可換環 $\mathrm{k}$ 上の双代数で, $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}, \mathrm{k})$ とする。 このとき,

(a) $\sigma^{-1}\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}^{\sigma}, \mathrm{k})$ かっ $(\mathrm{A}^{\sigma})=\sigma^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ A となる。

(b) A が部分余代数 $\mathrm{C}$ で生成されていれば $\mathrm{A}^{\sigma}$ も $\mathrm{C}$ で生成される.

(c) 2次形式 $\tau$ : A $\mathrm{x}\mathrm{A}arrow \mathrm{k}$ に対し,

$\tau^{\sigma}(\mathrm{x}, \mathrm{y}):=\Sigma\sigma$ ( $\mathrm{y}_{1}$ , Xl) $\mathrm{t}(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y}_{2})\sigma^{-}(1)\mathrm{X}_{3,\mathrm{y}_{3}},$
$\mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in$ A

とおく。 $(\mathrm{A}, \tau)$ が braided 双代数なら, $(\mathrm{A}^{\sigma}, \tau^{\sigma})$ もそう。

証明 (a): $\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{x}\iota, \mathrm{y}1)\sigma^{- 1}(\mathrm{x}2^{\cdot}\mathrm{y}_{2}, \mathrm{z})$

$=\Sigma\sigma^{-\iota}(\mathrm{X}_{1}, \mathrm{y}_{1})\sigma^{-}1(\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y}_{2})\mathrm{x}_{3}y3\sigma(_{\mathrm{X}_{4},\mathrm{y}_{4}}- 1),$ $\mathrm{z})$

$=\Sigma\sigma^{-\downarrow}(\mathrm{x}1, \mathrm{y}_{1})\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y}2)\sigma-1(\mathrm{x}3\mathrm{y}_{3}, \mathrm{Z})\sigma(- 1)\mathrm{X}4,$$\mathrm{y}_{4}=\Sigma\sigma^{-}{}^{\mathrm{t}}(\mathrm{X}_{1}\mathrm{y}_{1}, \mathrm{Z})\sigma(_{\mathrm{X}}- 12, \mathrm{y}_{2})$

方, $\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{y}_{1}, \mathrm{z}_{1})\sigma^{-}1(_{\mathrm{X},\mathrm{y}_{2}\cdot)}\mathrm{Z}_{2}=\Sigma\sigma^{-\iota}(\mathrm{y}_{1}, \mathrm{z}_{1})\sigma(_{\mathrm{X}}- 1, \sigma(y2, \mathrm{z}_{\mathrm{z}})y_{3}\mathrm{z}3q^{- 1}(\mathrm{y}4, \mathrm{Z}_{4}))$

$=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{y}_{1}, \mathrm{Z}\downarrow)\sigma(\mathrm{y}_{2}, \mathrm{z}2)\sigma^{-\iota}(\mathrm{X}, \mathrm{y}_{3}\mathrm{Z}_{3})\sigma^{-1}(\mathrm{y}4\cdot \mathrm{z}4)=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{x}, \mathrm{y}\iota \mathrm{Z}1)\sigma-1$ ( $2$ , Z2)

よって $\sigma^{-\downarrow}\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{A}^{\sigma}, \mathrm{k})$ . しかも $\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{1})\mathrm{x}_{2}\cdot y_{2}\sigma(\mathrm{x}_{3}, \mathrm{y}_{3})$

$=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{x}_{1,\mathrm{y}_{1}})\sigma(\mathrm{x}_{2}, \mathrm{y}_{2})\mathrm{x}_{3}\mathrm{y}3\sigma^{-1}(\mathrm{x}_{4}, \mathrm{y}_{4})\sigma(\mathrm{x}_{5}, \mathrm{y}_{5})=$ xy だから $(\mathrm{A}\sigma)^{\sigma- 1}=$ A.
(b): $\mathrm{A}^{\sigma}$ において $\mathrm{C}$ が生成する部分代数を $\mathrm{I}\mathrm{I}$ とすると

$\mathrm{C}\subset \mathrm{H}^{\sigma- 1}\subset(\mathrm{A}^{\sigma})^{\sigma}-\downarrow=$ A ゆえ $\mathrm{H}^{\sigma- 1}=$ A . . $\mathrm{I}\mathrm{I}=\mathrm{A}^{\sigma}$ .
(C): $(\mathrm{A}, \tau)$ における関係式 $\Sigma \mathrm{t}(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{1})\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2}=\Sigma \mathrm{y}_{1}\mathrm{x}_{1^{T}}$(X2, $\mathrm{y}_{2}$ ), $\mathrm{x}$, $y\in$ A に

xy $=\Sigma\sigma^{-1}$ $($Xl, $\mathrm{y}_{1})_{\mathrm{X}_{2}}\cdot y_{2}\sigma(\mathrm{X}_{3}. \mathrm{y}_{3})$

を代入すると

$\Sigma\tau(\mathrm{x}_{\mathrm{I}}, \mathrm{y}_{1})\sigma-1(\mathrm{x}_{l}.. \mathrm{y}2)\mathrm{X}3^{\cdot}\mathrm{y}3\sigma(_{\mathrm{X}\mathrm{y}_{4}}4,)=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{y}\mathrm{I}, \mathrm{x}_{1})\mathrm{y}_{2}\cdot \mathrm{x}2\sigma(\mathrm{y}_{3}, \mathrm{x}_{3})\tau(_{\mathrm{X}\mathrm{y}_{4}}4,)$

これは $\Sigma\tau^{\alpha}(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}1)\mathrm{x}_{2}$ .y2 $=\Sigma \mathrm{y}_{1}\cdot \mathrm{x}_{1}t^{\sigma}$ (X2, $\mathrm{y}_{2}$ ) と同じ。つまり (B1) が成立。

$(\mathrm{B}2)(\mathrm{B}3)$ は略。口

以下, $\mathrm{C}$ を余代数, $\tau_{\sim}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ を可逆な 2次形式として, A $=\mathrm{U}(\mathrm{C}, \tau)$ のコサ

イクル変形を考える。ただし $(\mathrm{C}, \tau)$ が Yang-Baxter であることを仮定しない。

双代数麗 (C. $\tau$ ) は次の $\mathrm{U}\mathrm{I}\mathrm{P}$ をもつことに注意する:

任意の双代数 A と “ $\Sigma \mathrm{t}(\mathrm{x}. \mathrm{y})\mathrm{f}(\mathrm{x})\mathrm{f}(\mathrm{y})=\Sigma \mathrm{f}(y)\mathrm{f}(\mathrm{x})\tau(\mathrm{x}, \mathrm{y})$, X, $\mathrm{y}\in$ C’ なる線形写

像 $\mathrm{f}:\mathrm{C}arrow \mathrm{A}$ に対し, $\mathrm{f}^{\sim}(\mathrm{c})=\mathrm{f}(\mathrm{c})(\mathrm{c}\in \mathrm{C})$ をみたす双代数射 $\mathrm{f}^{\sim}:$ $\mathrm{u}(\mathrm{C}, T)arrow \mathrm{A}$ が

唯–つ存在する。
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さて $\mathrm{u}(\mathrm{C}, \tau)^{\sigma}$ において

$\Sigma \mathrm{t}^{\sigma}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=\Sigma \mathrm{y}\cdot \mathrm{x}\tau^{\sigma}(\mathrm{x}, \mathrm{y}, )$ x, y $\in \mathrm{C}$

がなりたつ (これは定理 7 (c) の計算と同じようにしてできる)。よって蟹 $(\mathrm{C}, \tau^{\sigma})$ の $\mathrm{U}$

NIP から, $\mathrm{C}$ 上恒等的な双代数射 $\mathbb{I}(\mathrm{C}, \tau^{\sigma})arrow \mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau)^{\sigma}$ が定まる。定理 7 (b)より, こ

れは全射である。 ( $\tau^{\sigma}$ は $\sigma|_{\mathrm{c}\Phi \mathrm{C}}$ のみから決まることに注意。) そして

$(\tau^{\sigma})\sigma^{- 1}(_{\mathrm{X},\mathrm{y}})=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{y}, \mathrm{x})\tau^{\sigma}(\mathrm{x}, \mathrm{y})\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})$

$=\Sigma\sigma^{-1}(\mathrm{y}, \mathrm{x})\sigma(\mathrm{y}, \mathrm{x})_{l}(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y})\sigma^{- 1}(\mathrm{X}, \mathrm{y})\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})=\tau(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ より

次の写像の合成は恒等写像になる。

$- 1$

I $(\mathrm{C}, \tau)=\mathrm{U}(\mathrm{C}, (\tau^{\sigma}))\sigma-1arrow \mathbb{I}(\mathrm{C}. \tau^{\sigma})^{\sigma^{-1}}arrow$ $(\mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau)\sigma)^{\sigma^{- 1}}=\mathrm{M}(\mathrm{C}, \tau)$

よって次の定理を得る。

定理 8 $\mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau^{\sigma})\equiv \mathbb{I}(\mathrm{C}, \tau)^{\sigma}$

系 $\sigma_{1}$ , $\sigma_{2}\in \mathrm{Z}^{2}$ (董 $(\mathrm{C},$ $\tau),$ $\mathrm{k}$) が $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}$ 上一致するとき, $1(\mathrm{C}. \tau)^{\sigma 1}$ から $\mathbb{I}(\mathrm{C}, \tau)$
‘ 2

への双代数同形射で $\mathrm{C}$ 上恒等的なものが存在する。

つまり $\mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau)$ のコサイクル変形 $1(\mathrm{C}, \tau)^{\sigma}$ は制限 $\sigma|\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}$ のみによるこどになる。

これから次の間が生ずる。

問可逆 2次形式 $\sigma:\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ はいつ 瓢 $(\mathrm{C}, \tau)$ 上の 2-コサイクルに拡張可能か?

$(\mathrm{C}, \tau)$ が Yang-Baxter のときは, 定理 7 (C) より次の必要条件が従う :

$\sigma$ が 2-コサイクルに拡張可能 $\Rightarrow(\mathrm{C}, \tau^{\sigma})$ も Yang-Baxter

[例] 可逆な 2次形式 $\tau$ , $\mathrm{a}:\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ に対し, $\tau^{\sigma}=t$ すなわち

$\Sigma\sigma$ ($\mathrm{y}_{1}$ , Xl) $\tau(_{\mathrm{X}_{2,\mathrm{y}_{2}}})=\Sigma\tau$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\sigma(\mathrm{X}_{2,\mathrm{y}_{2})},$
$\mathrm{x},$

$\mathrm{y}\in \mathrm{C}$

を仮定する。 このとき $\sigma$ は II $(\mathrm{C}, \tau)$ のコバウンダリに拡張できる。すなわち可逆か

つ $\mathrm{u}(1)=1$ である $\mathrm{u}:\mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau)arrow \mathrm{k}$ が存在して

$\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})=\Sigma \mathrm{u}(\mathrm{x}_{1})\mathrm{u}(\mathrm{y}_{1})\mathrm{u}^{-1}(\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2})$, x, y $\in \mathrm{C}$

となる。
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証明 $1(\mathrm{C}, \tau)$ は次数付代数である。 2次以外の項の上では $\mathrm{u}=\epsilon$ と定義し, 2次

の項 $\mathrm{C}^{2}$ の上では, (上の式より)

$\mathrm{u}(\mathrm{x}\mathrm{y})=\sigma^{-1}(_{\mathrm{X},\mathrm{y}})$

と定義する。 $\Sigma\tau(\mathrm{x}_{1}, \mathrm{y}_{\mathrm{I}})\mathrm{x}_{2}\mathrm{y}_{2}=\Sigma \mathrm{y}_{1^{\mathrm{X}_{1}l}}(\mathrm{x}_{2}, y_{2})$ に $\mathrm{u}$ を aPPly して得られる

$\Sigma\tau$ (Xl, $\mathrm{y}_{1}$ ) $\sigma^{-1}$ (X2, $\mathrm{y}_{2}$ ) $=\Sigma\sigma^{-\mathrm{I}}$ ( $\mathrm{y}_{1}$ , Xl) $\tau$ (X2, $\mathrm{y}_{2}$ ) は仮定から成立しているので $\mathrm{u}$ は

well-defind である。 しかも可逆 $(\mathrm{u}^{-\downarrow}(\mathrm{x}\mathrm{y})=\sigma(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ も $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}-\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}$)。この $\mathrm{u}$ が

求めるものである。口

$\tau=\epsilon\otimes\iota$ (自明) のとき, $\mathrm{M}(\mathrm{C}, \tau)$ は対称代数 $\mathrm{S}(\mathrm{C})$ にほかならない。 $(\epsilon\otimes f)^{\sigma}(\mathrm{x}, \mathrm{y})$

$=\Sigma\sigma$ ( $\mathrm{y}_{1}$ , Xl) $\sigma^{-1}$ (X2, $y_{2}$ ) より次の系を得る。系 2 は上の証明に対する系である。

系 1 $\sigma(\mathrm{x}, y)=\sigma(\mathrm{y}, \mathrm{x})$ ならば $\sigma$ は $\mathrm{S}(\mathrm{C})$ 上のコバウンダリに拡張可能である。

系 2 任意の可逆 2次形式 $\sigma:\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ は $\mathrm{T}(\mathrm{C})$ 上のコバウンダリに拡張可能。

[$\mathrm{K}(\tau,$${}_{2}\mathrm{C},$ $\tau_{1})$ について] $\tau_{\mathrm{i}}$ : $\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ を可逆な 2次形式とするとき $(\mathrm{i}=1,2)$ ,

$\mathrm{u}(\mathrm{C}, \tau 2)$ がいっ $1(\mathrm{C}, \tau_{1})$ のコサイクル変形 $\mathbb{I}(\mathrm{C}, T1)^{\sigma}$ に同形か? もし $\tau_{2}=\tau_{1}\sigma$ な

る $\sigma\in \mathrm{Z}^{2}(\mathrm{u}(\mathrm{c}, \tau_{1}),$ $\mathrm{k})$ が存在すれば OK である (必要とは限らない !):

I $(\mathrm{C}, \tau_{2})=\mathrm{U}(\mathrm{C}, \tau_{1})\sigma\equiv \mathrm{U}(\mathrm{C}, \tau_{1})^{\sigma}$

そこで代数聾 $(\tau, {}_{2}\mathrm{C}, \tau_{1})$ を生成空間 $\mathrm{C}$ と次の関係式で定義する :,

$\Sigma\tau_{2}(\mathrm{x}, \mathrm{y})$ xy $=\Sigma \mathrm{y}\mathrm{x}\tau\downarrow(\mathrm{x}, \mathrm{y})$
$\mathrm{x},$ $y\in \mathrm{C}$

明らかに輩 $(\tau, \mathrm{C}, \tau)=\mathrm{K}(\mathrm{C}, \tau)$ である。甲骨 $\Delta:\mathrm{C}arrow \mathrm{C}\otimes \mathrm{C}$ は次の代数射を引き起す

$\rho$ : 輩 $(\tau, {}_{2}\mathrm{C}, T_{1})arrow$ 盟 $(\mathrm{t}_{2}., \mathrm{C}, \tau_{1})\otimes \mathrm{M}(\mathrm{C}, \tau\downarrow)$ (右余平群構造)

$\lambda:\mathrm{M}(\tau, {}_{2}\mathrm{C}, \tau_{1})arrow \mathrm{I}(\mathrm{C}, \tau_{2})\otimes \mathrm{M}(l, {}_{2}\mathrm{C}, \tau_{1})$ (左余加群構造)

これで璽 $(\tau, {}_{2}\mathrm{C}, \tau_{\iota})$ は両側余加群代数となる。 これが両側にクレフト拡大, つまり

( $\mathrm{A}^{\sigma}$ , A)-余加群代数 $\text{。}\mathrm{A}$

のタイプであれば, $\mathrm{M}(\mathrm{C}, \tau_{2})$ は董 $(\mathrm{C}, \tau\downarrow)$ のコサイクル変形となる。

[例] $\{\mathrm{g}, \mathrm{c}, \mathrm{h}\}$ を基底とする階数 3の自由加群 $\mathrm{c}_{\mathrm{s}}$ を考える。

$\Delta(\mathrm{g})=\mathrm{g}\otimes \mathrm{g},$ $\Delta(\mathrm{c})=\mathrm{g}\otimes \mathrm{c}+\mathrm{c}\otimes \mathrm{h},$ $\Delta(\mathrm{h})=\mathrm{h}\otimes \mathrm{h}$,

$f(\mathrm{g})=1$ , $\int(\mathrm{c})=0$ , $f(\mathrm{h})=0$
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によって $\mathrm{C}_{3}$ は余代数になる。

$\mathrm{a}\in \mathrm{U}(\mathrm{k})$ , $\lambda,$ $\mu\in \mathrm{k}$ に対し $\tau=\tau_{\mathrm{a}1\mu}$ : $\mathrm{C}_{3}\mathrm{x}\mathrm{C}_{3}arrow \mathrm{k}$ を次により定める :

このとき 蟹 (C3, $\tau$ ) の定義関係式は

gh $=\mathrm{h}\mathrm{g}$ , cg $=a\mathrm{g}\mathrm{c}$
$+\lambda \mathrm{g}$ ( $\mathrm{g}$

– h), ch $=a\mathrm{h}\mathrm{c}+\mu(\mathrm{g} - \mathrm{h})\mathrm{h}$

となる。従って $\mathbb{I}(\mathrm{C}_{3}, \tau)$ は $\mathrm{k}$ 上 $\mathrm{g}^{\mathrm{i}}\mathrm{h}^{:_{\mathrm{C}}\iota}$ $(\mathrm{i}. \mathrm{j}. l\geqq 0)$ で張られる。さらに次の結果

がなりたつ。

$\{\mathrm{g}^{\mathrm{i}}\mathrm{h}^{\mathrm{j}1}\mathrm{C}\}$ が線形独立, つまり I $(\mathrm{C}_{\mathrm{a},l})$ が $\mathrm{g},$

$\mathrm{h},$
$\mathrm{c}$ の (非可換)多項式環

$\Leftrightarrow\tau=\tau_{\mathrm{a}},$ $1$ . $\mu$. が Yang-Baxter 条件をみたす

$\Leftrightarrow(1-\mathrm{a})(\lambda-\mu)=0$

命題 任意の可逆 2次形式 $\tau:\mathrm{C}_{3}\mathrm{x}\mathrm{C}_{3}arrow \mathrm{k}$ に対し,

輩 $(\mathrm{C}_{3}, \mathrm{r})$ が $\mathrm{g},$
$\mathrm{h},$

$\mathrm{c}$ の多項式環

$\Leftrightarrow\exists \mathrm{u},$ $\mathrm{a}\in \mathrm{U}(\mathrm{k})$ , $\exists$ $\lambda,$ $\mu\in \mathrm{k}\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\tau=\mathrm{u}\tau_{\mathrm{a}\lambda\mu}$ かつ $(\mathrm{a}-1)(\lambda-\mu)=0$

(証明は tedious)

そこで $\tau_{\mathrm{a}\lambda\mu}$ の形の $\tau$ のみを考え, $\tau=l_{\text{。}}x_{\mu}$ , $\tau’$
$=\tau_{\text{。^{}\prime}l}$ ’ とする。

$\mathrm{B}=\mathrm{U}(\tau’, \mathrm{C}_{3}, \tau)$ は $\mathrm{g},$ $\mathrm{c},$

$\mathrm{h}$ を生成元とし次の定義関係式をもつ。

(1) hg $=\mathrm{a}(\mathrm{a}^{\prime-1})\mathrm{g}\mathrm{h}$

(2) cg $=$ agc $+\mathrm{g}(\lambda \mathrm{g}-\mathrm{a}(\mathrm{a}^{\prime- 1})\lambda’ \mathrm{h})$

(3) ch $=\mathrm{a}’\mathrm{h}\mathrm{c}+(\mu \mathrm{g}-\mu’\mathrm{h})\mathrm{h}$

このもとで chg を 2通りに計算すると

a $2\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{c}+a\mathrm{a}^{\prime- 1}(\mu+\mathrm{a}\lambda)\mathrm{g}^{2}\mathrm{h}-(a\mathrm{a}^{\prime-1})2(\mu’+\mathrm{a}’\lambda’)\mathrm{g}\mathrm{h}^{2}$

$=\alpha^{2}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{c}+a\mathrm{a}^{\prime- 1}(\lambda+\mathrm{a}\mu)\mathrm{g}^{2}\mathrm{h}-(a\mathrm{a}^{\prime-\iota})2(\iota’+\mathrm{a}’\mu’)\mathrm{g}\mathrm{h}^{2}$

となるから, $\mathrm{K}(\tau’, \mathrm{c}_{3}, \tau)$ が $\mathrm{g},$ $\mathrm{c},$

$\mathrm{h}$ の多項式環 $\Leftrightarrow$

$(\mathrm{a}-1)(\lambda-\mu)=0=(\mathrm{a}’-1)(\lambda’-\mu’)$

が成り立つ。つまり A $=\mathrm{K}(\mathrm{C}_{3}, \tau),$ $\mathrm{L}=\mathrm{K}(\mathrm{C}, \tau’)$ がともに多項式環となり, (L. A)-両
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側余加群代数 $\mathrm{B}$ は両側クレフト拡大であることが分かる。 よって

定理 9 $(\mathrm{a}-1)(\lambda-\mu)=0=(\mathrm{a}’-1)(\lambda’-\mu’)$ なら, $\tau’=\tau^{\sigma}$ なる $\sigma\in$

$\mathrm{Z}^{2}$ (輩 (C3, $\tau$ ), $\mathrm{k}$ ) が存在する。

[注意] 任意の可逆 2次形式 $\sigma:\mathrm{C}_{3}\mathrm{x}\mathrm{C}_{3}arrow \mathrm{k}$ に対し, $(\tau$
。

$\lambda\mu)^{\sigma}=\tau$
。’ となる,

ただし, $\mathrm{a}’$ $=\mathrm{a}\sigma(\mathrm{g}, \mathrm{h})\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{g})^{-\downarrow}$ ,

$\lambda’=\mathrm{a}’\sigma(\mathrm{g}, \mathrm{C})\sigma(\mathrm{g}, \mathrm{h})-1+\lambda\sigma(\mathrm{g}, \mathrm{g})\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{g})^{-}1-\sigma(\mathrm{c}, \mathrm{g})\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{g})- 1$,

$\mu’=\mathrm{a}’\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{c})\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{h})^{-1}+\mu\sigma(\mathrm{g}, \mathrm{h})\sigma(\mathrm{h}, \mathrm{h})^{-1}-\sigma(\mathrm{c}, \mathrm{h})^{-}10$

従って次の結論を得る : $(\mathrm{a}-1)(\lambda-\mu)=0$ なる $\tau=\tau$ 。$\lambda\mu$ に対し,

$\sigma$ が I $(\mathrm{C}_{3}, \tau)$ 上の 2-コサイクルに拡張可能

$\Leftrightarrow$ 上の $\mathrm{a}’$ , $\lambda’,$ $\mu’$ が $(\mathrm{a}’-1)(\lambda’-\mu’)=0$ をみたす

$\Leftrightarrow\tau^{\sigma}$ が Yang-Baxter 条件をみたす。

\S 7 量子ホップ代数のコサイクル変形

量子群でコサイクル変形を考える意味として, 量子型のホップ代数を古典型のホッ

プ代数のコサイクル変形として表せない力\searrow という問題が考えられる。 \S 3でみたよ

うに, 量子対 $\mathrm{D}(\mathrm{H})$ は確かに, $u$自明な”ホップ代数 $\mathrm{H}^{*\mathrm{c}}$
。

$\mathrm{p}\otimes \mathrm{H}$ のコサイクル変形になっ

ている。 しかし $\mathrm{u}_{\mathrm{q}}(\mathrm{s}\mathrm{l}_{2})$ や $\mathrm{I}\mathrm{I}_{4}$ のコサイクル変形を考えても本質的に新しいホップ

代数は現れない。多分このような pointed ホップ代数については, コサイクル変形

により新型のホップ代数を得ることは余り見込めないように思われる。それでは \S 5

で導入した双代数 $0_{\mathrm{a},\beta}(1(\mathrm{n})),$ $\mathrm{O}_{\mathrm{q}}$ (I $(\mathrm{n})$ ) 及びそのホップ化である $0_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ ,

Oq $(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ についてはどうであろうか? (これらの定義, 基本性質については [Tl, T2,

T3], [$\mathrm{U}\mathrm{o}$, Appendix. 51などを参照されたい。)

研究集会の際の講演で我々は次の間を提起した。

問 $0_{\mathrm{q}}(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ は $0(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ のコサイクル変形か?
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この問は集会終了後, 次のように否定的に解決された [T4]。この節では $\mathrm{k}$ を体とし,

$\mathrm{a}$ , $\beta$ , $\mathrm{a}’$ , $\beta’$ , $\mathrm{q}$ , $\mathrm{q}’$ を $\mathrm{k}$ の $0$ でない元とする。

定理 10 $\mathrm{q}^{2}\neq 1$ とする。

(a) $0_{\mathrm{q}}(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ は可換ホップ代数のコサイクル変形とは同形にならない。

(b) $0_{\mathrm{q}}(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ は可換双代数のコサイクル変形とは同形にならない。

定理 11 $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ が $0_{\mathrm{a}^{\prime,\rho\prime}}(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ のコサイクル変形と同形になるための必要条

件は

$\mathrm{a}’\beta’=\mathrm{a}\beta$ または $\mathrm{a}’\beta’=(\mathrm{a}\beta)-1$

である。

系 $0_{\mathrm{q}}(\mathrm{U}(\mathrm{n}))$ が $0_{\mathrm{q}’}(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ のコサイクル変形と同形であるための必要十分条件は

$(\mathrm{q}’)^{2}=\mathrm{q}^{\pm 2}$

である。 (同様のことが $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ , Oq $(\mathrm{G}\mathrm{L}(\mathrm{n}))$ についても成立っと予想される。)

証明を簡単にスケッチしておく。一般に $\mathrm{A}^{\sigma}$ の部分双代数は必ず $\mathrm{B}^{\sigma}(\mathrm{B}$ は A の部

分双代数)の形をしているので, 定理 10の (a) は (b) から従う。 (b) の証明は,

定理 11の必要性の証明とほとんどパラレルである。定理 11の十分性は次のように

容易である:

[ $\mathrm{a}\beta=\mathrm{a}’\beta’\Rightarrow 0_{\mathrm{a}}/,$ $\rho/(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ は $0_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ のコサイクル変形]

証明 標準的な極大トーラス $\mathrm{T}\subset \mathrm{K}(\mathrm{n})$ を考える。対応する射影

$0_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{K}(\mathrm{n}))arrow 0(\mathrm{T})=\mathrm{k}$ [Xll, $\mathrm{x}22,$ $\cdots,$
$\mathrm{x}\mathfrak{n}\mathfrak{n}1$

を経由して次の $0(\mathrm{T})$ 上の 2-コサイクル
$\tau_{\mathrm{q}}(\mathrm{x}_{11}\mathrm{e}\mathrm{t}1)\ldots \mathrm{x}\mathrm{n}\mathrm{n}9(\mathrm{n}),$ $\mathrm{X}_{11}\ldots \mathrm{X}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{t}\iota)\mathrm{f}(\mathrm{n}))=$

$. \prod_{\mathrm{t}}<_{\mathrm{j}}\mathrm{q}^{0}(\mathrm{t}.)$

’ $(\mathrm{j})$

を $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))$ 上の 2-コサイクルとみなす。 $\sigma=\sigma_{\text{。}},$
$\beta$ (\S 5参照) と $\tau=\tau_{\mathrm{q}}$ に対し,

$\sigma^{\tau}$ (\S 6参照) を計算すると $\sigma_{\mathrm{q}a},$ $\mathrm{q}^{1}\beta$ に–致することが容易に確かめられる。仮定か

ら $\alpha’=\mathrm{q}a$ , $\beta’=\mathrm{q}^{-\downarrow}\theta$ と表せるので, $\mathrm{C}=\mathrm{X}(\mathrm{n}, \mathrm{k})^{*}$ とすると定理 8 より

49



$0_{\alpha}/,$ $\beta’(\mathrm{K}(\mathrm{n}))=\mathrm{K}(\mathrm{C}, \sigma_{\mathrm{q}C}, \mathrm{q}^{1}\beta)\cong \mathrm{U}(\mathrm{C}, \sigma_{\mathrm{a}}. \beta)^{\tau}=0_{\alpha}$ , $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))^{\tau}$

となる。ロ

一方 $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))\equiv 0_{\mathrm{a}^{- 1}},$ $\beta^{1}(\mathbb{I}(\mathrm{n}))$ なので, 上記と合せて定理 11 の十分性が従う。

次に定理 11 の必要性を示すために少し–般的な考察を行う。上記のように $\mathrm{C}=$

$\mathrm{K}(\mathrm{n}, \mathrm{k})^{*}$ とし, その標準基を Xll, $\cdots$ , $\mathrm{x}_{\mathfrak{n}}$。とする。 V $=$ kvl $+\cdots+\mathrm{k}\mathrm{v}_{\dagger \mathrm{t}}$ を基本右

C-余加群とする, $\mathrm{i}$ . $\mathrm{e}$ . ,

$\rho(\mathrm{v}_{\mathrm{j}})=\mathrm{i}-- \mathrm{a}\mathrm{v}_{\mathrm{t}}.\otimes \mathrm{x}1i$

一般に 2次形式 $\sigma:\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{C}arrow \mathrm{k}$ に対し, その引き起こす

$\sigma_{\mathrm{V}},$
$\mathrm{v}:\mathrm{V}\otimes \mathrm{V}arrow \mathrm{V}\otimes \mathrm{V}$ (\S 5)

を $\mathrm{R}_{\sigma}$ と表そう。 [T2] で述べたように, 双代数 11 $(\mathrm{C}, \sigma)$ は $\mathrm{R}_{\sigma}$ を用いて記述できる。

即ち $\mathbb{I}(\mathrm{C}, \sigma)$ は $\mathrm{R}_{\sigma}$ : $\mathrm{V}\otimes \mathrm{V}arrow \mathrm{V}\otimes \mathrm{V}$ が余語群射となるような $\mathrm{T}(\mathrm{C})$ の最大商余代数 (自

動的に商双代数になる)である。 そして $\sigma$ の Yang-Baxter 条件は $\mathrm{R}=\mathrm{R}_{\sigma}$ の braid

条件

$\mathrm{R}_{1}\mathrm{R}_{2}\mathrm{R}_{1}=\mathrm{R}_{2}\mathrm{R}_{1}$ R2

に翻訳される。 とくに $\sigma=\sigma_{\mathrm{a}},$
$\beta$ のとき対応する $\mathrm{R}_{\mathrm{a}},$ $\beta=\mathrm{R}$。はこの braid 条件とさ

らに次の等式

$(\mathrm{R}_{\mathrm{a},\beta}-\mathrm{a}\theta)(\mathrm{R}_{\alpha}, \beta+1)=0$

をみたす。 もう –つ, 有限次元ベクトル空間 $\eta$ の線形変換に関する次の事実に注意

する (既知だろうか?)

$u_{\mathrm{f}:}\mathrm{W}arrow \mathrm{V}$ の double centralizer は $\mathrm{f}$ の多項式に限る。’?

これは PID の単因子論から容易に従う。即ち A を単項イデアル整域で, $\eta$ が A 上

の有限生成加群ならば, $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Lambda}(\mathrm{W})$ の中心は A の像に–致する。 $\mathrm{K}(\mathrm{C}, \sigma)$ の 2次パー

トの双対代数は $\mathrm{R}_{\sigma}$ の centralizer になる [T2]ので, このことより, $\mathrm{V}\otimes \mathrm{V}$ の $\mathrm{U}(\mathrm{C}, \sigma)$

余罪群系は $\mathrm{R}_{\sigma}$ の多項式に限る, ことが従う。

以上に注意して, 定理 11 の必要性を示そう。ある 2-コサイクル $\rho$ により

$0_{\mathrm{a}},$ $\beta(\mathrm{K}(\mathrm{n}))\equiv 0$
。”

$\beta’(\mathrm{K}(\mathrm{n}))^{\rho}$

であるとする。 これを

11 $(\mathrm{C}, \sigma_{\alpha}, \beta)\equiv \mathrm{K}(\mathrm{C}, (\sigma_{\mathrm{a}}/, \rho/)^{\rho})$

50



とみる。両辺は自然な IN-gradation をもち, 任意の単純部分代数は必ず斉次になる

ので, この同形は次数を保つ, つまりある余代数自己同形 $\mathrm{C}\equiv \mathrm{C}$ から引き起こされ

る事が分かる。 この余代数同形と両立する semi-colinear 同形 V $\equiv \mathrm{V}$ が存在する $($

Skolem-Noether)。右辺藍 $(\mathrm{C}, (\sigma_{\mathrm{a}’,\rho’})^{\rho})$ の自然な braidin.$\mathrm{g}$ を上の同形により左辺

I $(\mathrm{C}, \sigma_{\mathrm{a},\beta})$ に移したものを $\tau$ とする。 この $\tau$ に対応する R. : $\mathrm{V}\otimes \mathrm{V}arrow \mathrm{V}\otimes \mathrm{V}$ は次の

3条件をみたすことになる。

i) 1, $\mathrm{R}_{\alpha}$ , $\beta$ の–次結合である。 (. $\mathrm{R}_{\tau}$ は翼 ($\mathrm{C},$
$\sigma_{\mathrm{a}}$ , \beta )-余加群射)

$\ddot{\mathrm{n}})$ braid 条件

$\ddot{\dot{\mathrm{m}}})$ (R. $-\mathrm{a}’\beta’$ ) (R. $+1$ ) $=0$ (. R. は $R_{\alpha’,\beta’}$ と共役)。

簡単な計算から i), ii) をみたす $\mathrm{R}_{\tau}$ は定数倍を除き

1, $\mathrm{R}_{\mathrm{a},\beta}$ , $1-\mathrm{a}\beta+\mathrm{R}_{\mathrm{a},\beta}$

に限ることが分かる。R. $=\mathrm{c}\mathrm{R}_{\mathrm{a},\beta}$ の場合, $\ddot{\dot{\mathrm{m}}}$ ) と

$\mathrm{R}\tau 2=\mathrm{c}$ (a $\beta-1$ ) $R_{\mathrm{r}}+\mathrm{c}^{2}\mathrm{a}\beta$

を比べて $\mathrm{c}(\mathrm{a}\beta-1)=\mathrm{a}’\beta’-1$ , $\mathrm{c}^{2}\mathrm{a}\beta=\mathrm{a}’\beta’$ ゆえ, $\mathrm{c}$ を消去して

$\mathrm{a}\beta+(\mathrm{a}\beta)^{-1}=\mathrm{a}’\beta’+(\mathrm{a}’\rho’)^{-1}$ $(t)$

を得る。 $1-\mathrm{a}\beta+R_{\mathrm{a},\beta}$ の定数倍のときも同様に $(*)$ が成立っ。–方 R. は定数には

なりえない (定数 R. に対応する $t$ は $0_{\mathrm{a},\beta}(\mathrm{M}(\mathrm{n}))$ の braiding に拡張できないこと

が容易に示される)。

以上から, $0_{\text{。}},$ $\beta(\mathrm{M}(\mathrm{n}))$ が $0_{\alpha’},$ $\beta’(1(\mathrm{n}))$ のコサイクル変換と同形ならば $(*)$ が成

立っ。 $(*)$ は明らかに

(a $\beta-\mathrm{a}’\beta’$ ) (a $\beta \mathrm{a}’\beta’-1$ ) $=0$

と変形できるので, 定理 11の必要性が従う。
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