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1 Introduction
ここでは, Kummer-Artin-Schreier-Witt 理論の試み I において扱っている内
容を少し視点を変えて捉え, 特に我々の問題意識の動機に重点をおいて, 我
々の扱っている問題の多角的な理解に役立てようと思うものである.
以下, 我々の議論において, “曲線” は完備非特異代数曲線を意味する.
我々のこの議論の元々の動機であり, また最終目標でもある問題は, 正標
数の体上与えられた曲線の巡回拡大を標数零の体上の巡回拡大に引き上げら
れるかという問題であった. すなわち, 我々の目標は次の問題である :

目的 : 正置数 $p(>0)$ の体 $k$ 上定義された曲線の $p^{n}$ 次巡回 Galoi 拡大
$D/C$ に対して, $W(k)$ を支配する適当な離散付値環 $A$ をとり, special fibre
が $C/D$ である flat, complete, smooth な $A$ 上の曲線の $P^{n}$ 次巡回 Galois 拡
大 $D/C$ を構成せよ.

$7l=1$ のとき, すなわち, $D/C$ が $p$ 次巡回拡大のとき, 問題は [8] によっ
て肯定的に解けている. 従って, この問題を解くにあたっての我々の戦略は,
この $p$ 次巡回拡大の場合の手法を如何に–般化するかにある. 以下, この $p$

次巡回拡大の引き上げの手法を概観して, 一般化の問題点と既に解決をみた部
分を整理し, 我々の中心的題材である Kummer-Artin-Schreier-Witt 理論と
その周辺の問題を, [17] の結果を中心に紹介するのがこの報告の目的である.

2 $p$ 次\llcorner ‘(((回拡大の引き上げの復習と問題点

[8] で用いた我々の手法の中心は Lang の類体論である. すなわち, 以下, 簡
単のために $k$ を標数 $p(>0)$ の代数的弓体, $D/C$ を $k$ 上の曲線の Galois 拡
大, その Galois 群を $G$ とし, Serre [6] に沿って Lang の類体論を追ってみ
よう. いま, もし Witt 環 $W(k)$ を支配する適当な離散付置環 $A$ 上に Galois
群 $G$ をもつ曲線の拡大 $D/C$ が存在し, その special fibre が $D/C$ であっ

たとする. 以下, $K=\mathrm{f}.f.A$ とおく. このとき, $U_{A}[G]$ により $A$ 上の $G$ の

$\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}_{\mathrm{P}^{- \mathrm{r}}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$-scheme $A[G]$ の unit group scheme を表すとき, 正基底定理によ
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り $G$-equivariant な $A$-有理写像 $Darrow U_{A}[G]$ が存在し, Cartesian 積

$D$ $arrow$ $U_{A}[G]$

(1) $\downarrow$ $\downarrow$

$C$ $arrow\varphi$ $U_{A}[G]/G$
$-$
.

を得る. ここで $A$-有理写像 $Carrow U_{A}[G]/\dot{G}$ に対して, $C$ 上の A-relative divisor
$\eta$( が存在し, $C$ をに沿って–般の方向から潰して特異代数曲線 C\rightarrow C。を
作るとき, $\varphi$ は $Carrow J(C_{\urcorner}():=\mathrm{P}ic^{0}(c_{\urcorner}(/A)$ を経由する. 従って, isogeny
$J’arrow f(c_{\overline{\mathrm{c}}})\mathrm{I}$ が存在し, Cartesian 積 (1) は

$D$ $arrow$ $J’$ $arrow$ $U_{A}[G]$

(2)
$C\downarrow$

$arrow$

$J(C_{\urcorner}()\downarrow$

$arrow$

$U_{A}[G]/G\downarrow$

と分解される. 従って, 問題は isogeny $J’arrow J(C_{\urcorner}\mathrm{t})$ の構成問題に帰着され
る. generalized Jacobian scheme $\mathcal{J}(C_{\urcorner}()$ は自然な morphism $Carrow C_{\mathrm{t}}\urcorner$ より

$0arrow \mathcal{K}_{\mathrm{c}}\urcornerarrow J(c_{\urcorner}()arrow \mathcal{J}(C)arrow 0$

と分解され, $\mathcal{K}_{\mathrm{c}}\backslash$ は relative divisor $0$ により決まる $A$ 上の affine group scheme
である. 問題の isogeny は本質的にこの affine group scheme の isogeny の構成
問題であり, この affine part と generalized Jacobinan のギャップは Breen [1]
によって解消されるのである.

affine group scheme $\mathcal{K}_{\mathrm{a}}$ は relative divisor $0$ により局所的に決まり, $D/C$

の wild ramification を標数零まで如何にほぐすかによって定まる. 実際, $7l–1$
の場合, K。は $\mathrm{P}^{1}$ の $p$ 次巡回拡大を具体的に書き表すことによって, 求める
isogeny $\mathcal{K}’$ \rightarrow Kゎが得られたのである.
同様のことを–般に期待する場合, やはり取りあえず, $\dot{\mathrm{P}}^{1}$ の $p^{n}$ 次巡回拡大

を具体的に書き表すことが差し当たりの課題である. 以下, $G=\mathbb{Z}/p^{n}$ として議
論を進める. この場合, Artin-Hasse exponential を用いて unit group scheme
$U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ から Witt 群スキーム $W_{n,k}$ への全射準同型写像 $U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]arrow W_{n,k}$

が存在し, isogeny $U_{k}[\mathbb{Z}/_{P^{n}]}.-arrow U_{k}[.\mathbb{Z}/p^{n}.]/(.\mathbb{Z}/P^{n})$ は, $\mathrm{A}.\mathrm{r}$tin-Schreier-Witt 完
全系列

(3) $0arrow \mathbb{Z}/p^{n}arrow W_{n,k^{arrow}}\wp_{n}W_{n,k}arrow 0$

を用いて Cartesian 積
$U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ $arrow W_{k,n}$

(4) $1$ $\downarrow\wp_{n}$

$U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]/(\mathbb{Z}/p^{n})rightarrow W_{n,k}$
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で与えられる. 従って, 正基底定理と合わせて Cartesian 積

$D-$ $U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ $rightarrow W_{k,n}$

$(_{\mathrm{c}}\ulcorner))$ $\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow\wp_{n}$

$Carrow U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]/(\mathbb{Z}/p^{n})rightarrow W_{n,k}$

が得られるが, これが Artin-Schreier-Witt 理論である.
方, もし $D/C$ の標数零への引き上げ $D/C$ が存在したとすれば, その

generic fibre $\mathcal{D}_{\eta}/C_{\eta}$ は Kummer 完全系列

(6) $1arrow\mu_{p^{n}}arrow \mathrm{G}_{K}arrow \mathrm{G}\theta_{\mathrm{p}}nKarrow 1$

と正基底定理と合わせた Cartesian 積

$D_{\eta}arrow$ $U_{K}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ $arrow \mathrm{G}_{K}$

(7) $\downarrow$ $\downarrow$ $1^{\theta_{\mathrm{p}}n}$

$C_{\eta}arrow U_{K}[\mathbb{Z}/p^{n}]/(\mathbb{Z}/p^{n})arrow \mathrm{G}_{K}$

によって与えられ, これが Kummer 理論である.
従って, $D/C$ の昏倒零への引き上げ $D/C$ が存在する為に, 我々は次のこ
とを期待し, 問題として提出するのである.

問題 1加法群 $\mathrm{G}_{a,k}$ の乗法群 $\mathrm{G}_{m,K}$ への変形の存在が期待され, それらを構
成し, 分類せよ.

この問題の高次元化が次である.

問題 2Witt 群 $W_{n,k}$

.
からトーラス $\mathrm{G}_{m,K}^{n}$ への変形を構成し, それらを統制

せよ.

問題 3上記の結果を用いて, Artin-Schreier- Witt完全系列 (3) から Kummer
型完全系列

(8) $1arrow\mu\iota_{p^{n},K}arrow \mathrm{G}_{m,K}^{n}arrow \mathrm{G}_{m,K}^{n}arrow 1$

への変形

(9) $0arrow(\mathbb{Z}/p^{n})_{A}arrow \mathcal{W}_{n,A}arrow \mathcal{V}_{n,A}arrow 0$

を構成し, Kummer-Artin-Schreier- Witt 統合理論を作れ.
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問題 1に関しては, 離散付値環 $A$ の極大イデアル飢の零でない元 $\lambda$ に

対し, $A$ 上の平面曲線

$\mathrm{P}_{A}^{2}\supset C:\mathrm{Y}^{2}z-\lambda XYz=X^{3}$

をとれば, $C$ の generic fibre は nodal curve であり, special fibre は cuspidal
curve である. 従って, その Picard group scheme $\mathrm{P}i_{C^{0}}(C/A)$ は $\mathrm{G}_{a,k}$ から

$\mathrm{G}_{m,K}$ への変形を与えており, 実際, 具体的に

$\mathrm{P}ic^{0}(C/A)=\mathrm{S}peCA[x, 1/(\lambda X+1)]$ ; $x\cdot y=X+y+\lambda_{X}y$

と書き表され, これを我々は

$\mathcal{G}^{(\lambda)}=\mathrm{S}pecA[X,$ $1/(\lambda X+1)$

とお $\text{く}$ . Waterhouse-Weisfeiler は [18] において N\’eron blow-up を用いて,

離散付値環 $(A, 9n)$ 上の generic Pbre が $\mathrm{G}_{m,K}$ , special fibre が $\mathrm{G}_{a,k}$ である

flat な群スキーム $\mathcal{G}$ は, ある元 $\lambda\in$ 頒が存在し

$\mathcal{G}\cong \mathcal{G}^{(\lambda)}$

となることを示した. これにより, 問題 1は完全に解決されたわけである.
問題 23に関する議論は次節に譲るとして, いま Artin-Schreier-Witt $\frac{\prime}{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{c}}$

全系列 (3) から Kummer 型完全系列 (8) への変形である KASW 完全系
タリ (9) が得られたとしよう. 上で述べたとおり, $U_{A}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ で $A$ 上の $\mathbb{Z}/p^{n}$ の

group-ring の unit group scheme を表すとき, generic fibre, special fibre 各
々について全射準同型写像

$U_{A}[\mathbb{Z}/p^{n}]_{k}=U_{k}[\mathbb{Z}/p^{n}]arrow(\mathcal{W}_{n,A})_{k}=.W_{n},k$ ,

$U_{A}[\mathbb{Z}/p^{n}]_{K}=U_{K}[\mathbb{Z}/p^{n}]arrow(\mathcal{W}_{n,A})_{K}=\mathrm{G}_{m}^{n},K$

が存在する. 従って, $\text{我々は次の問題を提出するのは自然_{である}}$ .

問題 4全射準同型写像
$U_{A}[\mathbb{Z}/p^{n}]arrow \mathcal{W}_{n,A}$

を構成せよ.

この問題 4に関しては, $[12, 15]$ において, この unit group scheme のある程
度の構造の解析と, $7\mathrm{t}=1,2$ の場合の肯定的な解答を与えている. しかし, –

般の場合, 環 $A$ 上の unit group scheme $U_{A}[\mathbb{Z}/p^{n}]$ の構造が複雑であり, 未

だ未解決である.
更に, 今後手をつけなければならないのが次の問題である.
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問題 5 $\mathcal{W}_{n,A}$ の自然な cOmpac渉化を求めよ.

実際, $7l=1$ の場合, $calw_{1},A=\mathcal{G}^{(}\lambda$
) であり, $\mathcal{G}^{(\lambda)}$ の compact 化は $\mathrm{P}^{1}$ となる.

また, boundary $\mathrm{P}^{1}\backslash \mathcal{G}^{(\lambda)}$ が $P$ 次巡回拡大の分岐を表現するのである. 従っ
て, 問題 5は $p^{n}$ 次巡回拡大の分岐を表現するような成,A の compact 化を
期待するものなのである.

3 KASW 完全系列の構成

以下, 問題 2, 3について解説する. 先ず Witt 群 $W_{n,k}$ であるが, これは自

然な fiiltration

(10) $0arrow \mathrm{G}_{a,k}arrow W_{n,k}arrow W_{n-1,k}arrow 0$

をもつ. 我々の求める Witt 群のトーラスへの変形はこの丘 ltration を保存す
るものでなければならない. また, 問題 1について見たとおり, $\mathrm{G}_{a,k}$ の $\mathrm{G}_{m,K}$

への変形は $\mathcal{G}^{(\lambda)}=\mathrm{S}peCA[x, 1/(\lambda X+1)](\lambda\in\Re t)$ の形の群スキームで与え
られる. 従って, $W_{n-1,k}$ の変形 $\mathcal{W}_{n-1,A}$ が得られたとき, $W_{n,k}$ の変形は拡

大群 $\mathrm{E}xt_{\Lambda}^{1}(\mathcal{W}n-1,A, \mathcal{G}^{()}\lambda)$ の元として与えられる. 従って我々の次の目標はこ
の拡大群の計算であり, その為には $A$ 上の fppf site 上の層の完全系列

$0arrow$ $\mathcal{G}^{(\lambda)}$

$rightarrow\alpha^{(\lambda)}$

$\mathrm{G}_{m,A}$
$arrow r$

$\iota_{*}\mathrm{G}_{m,A/\lambda}$ $arrow 0$

(11) $x$ $\vdasharrow$ $\lambda x+1$

$t$ $\vdasharrow$
$t\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \lambda$

が威力を発揮するのである. ただし, $\iota$ : $\mathrm{S}peCA/\lambdaarrow \mathrm{S}pecA$ は自然な埋め込

みである. 実際, 具体的 cocycle の計算により $\mathrm{E}xt_{A}(1\mathcal{G}^{(}\lambda),$ $\mathrm{G}_{m},A)=0$ を得,

$\lambda,$ $\mu\in \mathfrak{M}\backslash \{0\}$ に対し,

定理 1

(12) $\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{G}^{(}\mu),$ $\mathcal{G}(\lambda))\cong \mathrm{H}om(\mathcal{G}^{(\mu}),*\iota \mathrm{G}m,A/\lambda)/\{(1+\mu X)^{n}|n\in \mathbb{Z}\}$ .

を得る. この同型対応は $F\in \mathrm{H}om(\mathcal{G}^{(\mu)}, \iota*\mathrm{G}m,A/\lambda)$ に対応する拡大を $\mathcal{E}^{(\mu,\lambda;F)}\in$

$\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{G}^{(}\mu),$ $\mathcal{G}^{(}\lambda))$ としたとき, 具体的に次のようにかける.

(13) $\mathcal{E}^{(\mu,\lambda;F)}=\mathrm{S}pec[x, Y, 1/(1+\mu X), 1/(F(x)+\lambda Y)]$ ,

ただし, 群構造は morphism

$\alpha^{(\mu,\lambda)}$ : $\mathcal{E}^{(\mu,\lambda;F)}$ $arrow$ $\mathrm{G}_{m,A}\mathrm{X}_{\mathrm{S}_{P^{6cA}}}\mathrm{G}m,A$

$(x, y)$ $\mapsto$ $(1+\mu x, F(_{X)}+\lambda y)$
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を群準同型にするものとして与えられる. この定理により, 問題は Artinian
local ring 上の群スキームの準同型群を決定することに帰着されるのである
が, 最近, Artin-Hasse exponential を用いて, 次の結果を得ている ( $[14, 16]$

参照) .
定理 2 $A$ を $\mathbb{Z}_{(p)}$ -algebra とし, $F:\overline{W}arrow\overline{W}$ を formal Witt group scheme
$\overline{W}$ の Frobenius endomorphism の–般化とするとき, 次が成り立つ.

(1) $\mathrm{K}er(Fn : \overline{W}(A)arrow\overline{W}(A))\cong \mathrm{H}omA(W_{n},A, \mathrm{G})m,A$,

(2) Coker $(F^{n} : \overline{W}(A)arrow\overline{W}(A))\cong \mathrm{E}xt^{1}A(W_{n,A}, \mathrm{G}_{m,A})$ .
この定理を更に–般化することが考えられる.

問題 6 $(A, \mathfrak{M})$ を local $\mathbb{Z}_{(p)}$ -algebra, $\lambda\in$ 飢 としたとき, Artin-Hasse ex-
ponential の変形を構成し, $\mathrm{H}_{om_{A}}(\mathcal{G}(\lambda), \mathrm{G}_{m},A)_{J}\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{G}(\lambda), \mathrm{G}_{m,A})$ に対し, 定
理 2と同様の結果を求めよ.

$\mathrm{H}_{om_{A}}(\mathcal{G}^{(\lambda)}, \mathrm{G}_{m,A})$ に関しては, ある程度の計算を $[9, 10]$ で与えており, ま

た更に Artin-Hasse exponential の変形の候補は得られている.
問題 3に関して, $7l=1$ の場合の結果, すなわち, Artin-Schereier 完全系

列と Kummer 完全系列を統合する Kummer-Artin-Schreie.r 完全系列は同型
を除いて–意的であり, それは次で与えられる.

$\zeta_{n}$ を 1の原始 $p^{?\iota}$ 乗根とし, 各 $7l$ について $\zeta_{n+1}^{p}=\zeta_{n}$ を満たすものとす
る. 以下, $\lambda_{n}=\zeta_{n}-1,$ $A_{(n\rangle}=\mathbb{Z}_{(p}$ ) $[\zeta_{n}]$ とおき, 特に $\lambda=\lambda_{1},$ $A=A_{(1)}$

.
と

おく. このとき, 次が Kummer-Artin-Schreier 完全系列である.

(14)
$0arrow$ $(\mathbb{Z}/p)_{A}$

$arrow i_{1}$

$\mathcal{G}^{(\lambda)}x$
$arrow|arrow\psi$

$. \frac{\mathcal{G}^{(}1}{\lambda^{\mathrm{p}}}\{(1+\lambda^{p})arrow \mathrm{o}_{X}\lambda.)p-1\}$

問題 3の解決の為に次の概念を導入する.

定義 1各 $7l(\geq 1)$ について, $\mathcal{W}_{n}$ は $W_{n,k}$ から $\mathrm{G}_{m,K}^{n}$ への変形であり, $\mathcal{W}_{1}=$

$\mathcal{G}^{(\lambda)}$ , また完全系列 (10) の変形

(15) $0arrow \mathcal{G}^{(\lambda)}arrow \mathcal{W}_{n}-arrow \mathcal{W}_{n-1}arrow 0$

をもつ. 更に, $\mathcal{W}_{n}$ は constant group scheme $(\mathbb{Z}/P^{n})A_{(n)}$ を含み, 可換図式

$0arrow \mathbb{Z}/parrow\epsilon_{n}\mathbb{Z}/p^{n}arrow j_{n}\mathbb{Z}/p^{n-1}arrow 0$

(16) $i_{1}\downarrow$ $i_{n}\downarrow$ $i_{n-1}\downarrow$

$0arrow \mathcal{G}^{(\lambda)}arrow v_{n}$ $\mathcal{W}_{n}$ $arrow r_{n}$ $\mathcal{W}_{n-1}$ $arrow 0$

を満たすとき, $\mathcal{W}_{n}$ を KASW group scheme と呼ぶ.
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我々の目的はこの KASW group scheme $W_{n}$ を求めることである. 実際,
KASW group scheme $W_{n}$ が存在すれば, Kumer 理論と Artin-Schreier-Witt
理論を統合するものであり, 次の定理が成り立つ.

定理 3 (UKASW theory) $B_{f}C$ を local flat $A_{(n\rangle}$ -algebra とし, $C$ は $B$

上不分岐 $p^{n}$ 次巡回拡大とする. このとき $A_{(n)}$ -morphism $f$ : $\mathrm{S}pecBarrow$

$\mathcal{W}_{r\tau}/(\mathbb{Z}/p^{\iota}’)$ が存在し, 拡大 $C/B$ は Cartesian 積

Specc $rightarrow$ $\mathcal{W}_{n}$

1 1
$\mathrm{S}peCBrightarrow f\mathcal{W}_{n}/(\mathbb{Z}/p^{n})$

で与えられる.

KASW group scheme 凧は定理 1と同様にして, 完全系列 (11) を用い
て次の形であることが分かる.

定理 4準同型写像乃: $W_{\ell}arrow\iota_{*}\mathrm{G}_{m,A/\lambda}$ $(l=1,2, \ldots , n-1)$ が存在し,

$(17w_{\ell+1} = \mathrm{s}_{pec}A_{(1}\ell+)[X_{1},$
$\ldots,$

$X_{\ell+1}$ ,

$\frac{1}{1+\lambda X_{1}},$ $\frac{1}{\Gamma_{1}\prec(X_{1})+\lambda x_{2}}$
$\ldots$ , $\frac{1}{F_{\ell}(X1,\ldots,x\ell)+\lambda x\ell+1}$]

と表され, 群構造は morphism $\alpha^{(\ell+1}$ ) : $\mathcal{W}_{l+1}arrow \mathrm{G}_{m,A_{(\ell 1}}+$
) $\cross_{A_{(\ell 1)}}+\cdots\cross_{A_{(\ell}}+1$)

$\mathbb{G}_{m,\Lambda_{(\ell\dashv-1}i^{\alpha}}(^{p}+1)()x_{1},$
$\ldots$ , $x_{P+1}$ ) $=(1+\lambda x_{1,1}F(x_{1})+\lambda x_{2},$

$\ldots,$
$F_{\ell}(x_{1}, \ldots, x_{\ell})+$

$\lambda x_{l+1})$ が盆画同型となるように定められるものである.

この定理により, KASW group scheme $W_{n}$ を求めるためには, 各群準同
型 $F_{\ell}$ を求めればよいのであるが, 我々は更に KASW group scheme に次の
仮定 $(^{*})$ を要請する.

$(^{*})$ $\mathcal{W}_{n}\otimes A_{(n)}A(n)/\lambda\cong W_{n},A_{(n)/}\lambda$ .

この仮定により, 定理 2が使え, 求める準同型写像乃が具体的に得られる
のである.
我々は $\mathcal{W}_{n}$ を 7 に関する帰納法で構成するために, $(^{*})$ を満たす KASW

group scheme $\mathcal{W}_{1}=\mathcal{G}^{(\lambda)},$

$\ldots,$
$\mathcal{W}_{n}$ の存在を仮定し, $A=A_{(n}+1$ ) とおく. こ

のとき, 可換図式 (16) により次の写像が得られる.

$\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{W}n’ \mathcal{G}^{(\lambda)})arrow \mathrm{E}_{Xt^{1}}i_{n}^{*}A(\mathbb{Z}/pn, \mathcal{G}(\lambda))arrow \mathrm{E}_{Xt^{1}}i_{1,*}A(\mathbb{Z}/p^{n}, \mathbb{Z}/p)$ .
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KASW group scheme に要請した条件より, 求める群スキ一\Delta $\mathcal{W}_{n+1}\in \mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{W}_{n}, \mathcal{G}^{(\lambda)})$

は等式

(18) $i_{n}^{*}(\mathcal{W}_{n}+1)=i1,*(\mathbb{Z}/p^{n+1})$

を満足しなければならない. ここで, $\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathbb{Z}/p^{n}, \mathcal{G}^{(\lambda}))$ と $\mathrm{E}X^{-}b_{A}^{1}(\mathbb{Z}/p^{n}, \mathbb{Z}/p)$

は本来簡単なものであり, また, $\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{W}n’ \mathcal{G}^{(\lambda)})$ は定理 4と, 定理 2により,
具体的に計算でき, 等式 (18) を $A$ 上で解くことができ, 更に求める $\mathcal{W}_{n+1}$

が条件 $(^{*})$ を満たすようにできるのである.
最後に, 我々の構成した群スキームの応用として, $A=A_{(n)}$ 上の abelian

scheme $\mathcal{X}$ に対し, $\mathrm{E}xt_{A}^{1}(\mathcal{X}, \mathcal{W}_{n}),$ $\mathrm{E}Xt^{1}(A\mathcal{X}, \mathbb{Z}/p^{n})$ 壷求めることができること
を注意しておく.
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