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1. 問題と基礎事実
$k$ を有限次代数体, $K/k$ を Galois 群 $G$ をもつ有限次 Galois 拡大とする (これ

らの記号は以後この意味で使う). $k$ の整数環 $\mathit{0}_{k}$ の $0$ でない prime ideals 全体の集
合を $\mathcal{P}_{k}$ で表わす. $S\subset P_{k}$ は $K/k$ において wildly ramified するすべての prime
ideals を含んでいると仮定する. ここで, $\mathfrak{p}\in P_{k}$ が $K/k$ において wildly ramified
するとは, $e$ を $\mathfrak{p}$ の $K/k$ における分岐指数とするとき (i.e., $\mathfrak{p}\mathit{0}_{K}=(\mathfrak{P}_{1}$ . . . $\mathfrak{P}_{g}$ ) ),
剰余体 $\mathit{0}_{k}/\mathfrak{p}$ の噸数は $e$ を割ることで定義する. そうでないとき, $\mathfrak{p}$ は $K/k$ におい
て tamely ramified するという. 有限次拡大 $N/k$ について, 今と同じように $P_{N}$ を

定義し,

$\mathit{0}_{N}(S):=\{x\in N|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{P}}(x)\geq 0(\forall \mathfrak{P}\in P_{N}\mathrm{s}. \mathrm{t}. \mathfrak{P}\cap k\not\in S)\}$

とおく. $\mathit{0}_{k}$ の (したがって $\mathit{0}_{N}$ の) 乗法的部分集合 $M:= \mathit{0}_{k}-\bigcup_{\mathfrak{p}\in \mathcal{P}_{k}}-S\mathfrak{p}$ をとると,
$0_{N}(S)=M^{-1}\mathrm{o}_{N}$ が成り立つ $.(\mathfrak{p}_{0}\in \mathcal{P}_{k},$ $S:=\mathcal{P}_{k}-\{\mathfrak{p}_{0}\}$ とおくと, $\mathrm{o}_{k}(S)$ は $\mathit{0}_{k}$ の

$\mathfrak{p}_{0}$ による局所化である). Dedekind 環の特徴付けの–つである “任意の $0$ でない分
数 ideal は可逆である” を (例えば) 考慮すれば, Dedekind 環の分数環は Dedekind
環である. したがって, $o_{N}(S)$ は Dedekind 環である. $o_{N}(S)$ の $0$ でないすべての

prime ideal 全体は $\{\mathfrak{P}^{\mathit{0}}N(S)|\mathfrak{P}\in \mathcal{P}_{N}, \mathfrak{P}\cap k\not\in S\}$ となる.
$\mathit{0}_{K}(S)$ は群環 $o_{k}(S)[c]$ 上の module とみれる これが free module である

とき (体の有限次 Galois 拡大の normal basis theorem から free rank は 1 で

ある), Dedekind 環の拡大 $o_{K}(S)/o_{k}(S)$ は normal basis をもつ という. このとき,
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$\mathit{0}_{k}(S)[G]$-module としての同型 $o_{k}(S)[G]\cong o_{K}(S)$ による 1の行き先 $\underline{\alpha\in \mathit{0}_{K}(S)\text{を}}$

normal basis の生成元 と呼ぶ. つまり, $\{\alpha^{s}\}_{S\in}G$ は $\mathrm{o}_{K}(S)$ の $\mathrm{o}_{k}(S),$ -free basis で
ある.

Definition 11. $\forall \mathfrak{p}\in P_{k}-S$ に対して, $\mathfrak{p}$ は $K/k$ において不分岐であるとき
(i.e., $\mathfrak{p}\mathit{0}_{K}=\mathfrak{P}_{1}$ . .. $\mathfrak{P}_{g}$ ), $0_{K}(S)/o_{k}(S)$ は不分岐拡大であると, ここでは仮に呼ぶ
ことにする. そうでないとき, $o_{K}(S)/o_{k}(S)$ は分岐拡大であるという. $\cdot$

.

Example 11. $K/k$ が tamely ramified のとき, $S:=\phi$ とすると, $o_{K}(S)=$

$0_{K},$ $0_{k}(s)=\mathit{0}_{k}$ . $\mathit{0}_{K}/0_{k}$ が normal basis をもつとき, 慣習に従って “$K/k$ は normal
integral basis をもつ” ということにする.

Example 12. $p$ を素数とする. $S$ として $p$ の上にある $0_{k}$ の prime ideals 全体
からなる有限集合をとると, $o_{K}(S)=\mathit{0}_{K}[P^{-1}],$ $\mathit{0}_{k}(s)=\mathit{0}k[p^{-1}]$ が成り立つ.

次の問題を考える:

Normal Basis 問題. $o_{K}(S)/o_{k}(S)$ はいつ normal basis をもつか? もしも
つならば normal basis の生成元を決めよ.

$\backslash$

答えは当然ながら, Galois 群 $G$ の構造と拡大 $K/k$ および基礎体 $k$ の数論的性質
が関わってくるのだから, それを見極めるところに問題の面白さがある. 現在あるア
プローチのしかたは大まかに次のものがあると思う: . .-.:. $\cdot$

(A) Fr\"ohlich による “
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$-description” を使う $([\mathrm{F}\mathrm{r}2])$ . ’

,. $\cdot$ .
$-$

(B) Brinkhuis による normal basis の存在条件付き埋め込み問題として扱う
$([\mathrm{B}3])$ . さらに彼による群環の torsion 元を用いる手法もある.

(C) 環の Galois 拡大の理論を使う (Childs, Kersten, Michali\v{c}ek, Greither 等
の方法).

$\mathrm{t}$

ここではこの問題に関する結果の紹介をするが, 次の点に留意された方がよい.

(1) 数論の問題によくありがちなように, 拡大次数 $[K : k]$ の偶奇によって問
題の答えが質的に違ってくる.

(2) この問題を解く最終段階では, $[K : k]$ の素因子のあるベキを法として,
単数の存在を調べる. そしてこれはとても難しい問いになることが多い.

normal basis 問題を考えるとき, $K/k$ の分岐に関する情報をまず考慮しなければ
ならない (Theorem 13; 適当な文献を見つけられなかったので, この証明を書くこと
にしました). .:

Lemma 11. $A$ を Dedekind 環とし, その商体を $L$ とする. $M/L$ を Galois 群
$\Gamma$ をもつ有限次 Galois 拡大とし, $B$ を $A$ の $M$ における整閉包とする。 このとき,
次はすべて同値である.

(i) $B$ は $A$ 上 tamely ramified である.

(ii) $\mathrm{T}\mathrm{r}_{M/L}(B)=A$, つまり $1\in \mathrm{T}\mathrm{r}_{M/L}(B)$ .
(iii) $B$ は projective $A\Gamma$ -module である (ここで, $A\Gamma$ は $\Gamma$ の $A$ 司の群環を表

わす).

PROOF. [ $\mathrm{C}\mathrm{R}$ , vol. I, p. 101, Exercise 413, 15] または [ $\mathrm{L}$ , Ch. 9, Theorem 1.2]. 口
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Proposition 12. $\mathfrak{p}\in P_{k}$ とし, $\mathfrak{p}$ の上にある $0_{K}$ の prime ideal 撃を 1つと
る. $H$ を撃の $K/k$ における分解群とする. $K$ から撃による $K$ の完備化 $K_{i}\mathrm{p}$

の中への $k-$ 同型を 1つ固定し, $K\subset K_{\mathfrak{P}}$ とみなし, $H$ を $Gal(K\zeta \mathfrak{p}/k_{\mathfrak{p}})$ と同–視

する. $F$ を $k$ の部分体とし, $P:=\mathfrak{p}\cap F$ とおく. このとき, 次はすべて同値である.

$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})(\mathrm{i})\mathrm{i}\mathrm{i})$

$\mathit{0}_{K\varphi}$ ははは
$\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}H$ -projectiveり (,ここで, $\mathit{0}_{k_{\theta}}l\mathrm{h}k_{\mathfrak{p}}\text{の付値環_{}l}\text{を表わ}ai$ すを)

$0_{K_{\mathfrak{P}}}$
は

$\mathrm{o}_{k_{\mathfrak{p}}}$ H-free. つまり, $K\sigma \mathfrak{p}/k_{\mathfrak{p}}$ は normal integral basis をもつ.

$\mathit{0}_{Kp}$, は $\mathrm{o}_{F_{P}}$ H-free.
(iv) $\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{0_{k}}0_{K}$ は $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-free(作用は $(a \otimes x)^{\lambda}:=\sum_{s\in G}a_{s}a\otimes x^{s}(a\otimes x\in$

$0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{\mathit{0}_{k}}\mathit{0}_{K},$ $\lambda=\sum_{s\in G}a_{s}S\in 0_{F_{P}}G)$ により定義する)

PROOF. $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ . [CR, Theorem 321] による. これは E. Noether (1932) に

よって述べられ, Swan (1960) により証明された. 今の設定における直接的かつ単純
な証明は [Ka3] にある.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ . $m:=[k_{\mathfrak{p}} : F_{P}]$ とおく . $o_{k_{\mathfrak{p}}}l\mathrm{h}\mathit{0}p_{P}-\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}$ であるから, $0_{F_{P}}H$

-module としての自然な同型 $\mathrm{o}_{k_{\mathfrak{p}}}H\cong(o_{F_{P}}H)(m)$ ( $m$ 個の $\mathrm{o}_{F_{P}}H$ の直和) があるこ

とからわかる.
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})\Rightarrow(\mathrm{i})$ を示すために Galois algebra の言葉を使う (cf. [Fr2, Theorem

3of Ch. I, Proposition 21of Ch. III]).
$\Delta$ を $H\backslash G$ の完全代表系とし, $1\in\Delta$ とする. $K/k$ は Galois 拡大だから各 $\delta\in\Delta$

は $K$ から砺の代数的閉包の完備化 $\overline{k}_{\mathrm{P}}$ の中へのすべての $k-$同型をひきおこし, そ

の像の $\overline{k}_{\mathfrak{p}}$ における閉包は $K_{i}\mathfrak{p}$ と –致する. よって, $\forall\delta\in\Delta$ について, $k_{\mathfrak{p}^{-}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}$

としての全射準同型 $1\otimes \mathit{5}$ : $k_{\mathfrak{p}}\otimes_{k}Karrow K_{\mathfrak{P}},$ $a\otimes x-ax$ がある. 積写像をとる

と $k_{\mathfrak{p}}$ -algebra としての同型 $\varphi_{1}:=\prod_{\mathit{5}\in\Delta(1}\otimes\delta$) : $k_{\mathfrak{p}} \otimes_{k}K\cong\prod_{\Delta}$ K蟹を得る. ここ
で, $\prod_{\Delta}K_{\mathfrak{P}}$ は $\Delta$ により index 付けられた $|\Delta|$ 個の $K_{i}\mathfrak{p}$ の直積集合であり) 積位相

が入った砺上の位相線型空間である. $\prod_{\Delta^{0_{K}}\mathrm{r}}$
‘

を\Delta により index 付けられた $|\Delta|$

個の $\mathit{0}_{K\backslash \mathfrak{p}}$ の直積集合とすると, これは $\prod_{\Delta}$ K弟の閉部分集合である. $\prod_{\Delta}\mathit{0}_{K_{\mathit{1}\}}}$, の部

分集合 $\varphi_{1}(0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{\mathit{0}_{k}}0_{K})$ は $\prod_{\Delta}$ K蟹の free $\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}$ -submodule だから, これも $\prod_{\Delta}\mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}}$

の閉部分集合である. 近似定理より, $\varphi_{1}(0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{0_{k}}\mathit{0}_{K})$ の部分集合 $\varphi_{1}(\mathit{0}_{K})$ ?よ $\prod_{\Delta}\mathit{0}_{K_{\beta}}$.
の中で dense である. したがって, $\varphi_{1}$ は $\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}$ -algebra としての同型

$\varphi_{1}$ : $0_{k_{\mathfrak{p}}} \otimes_{\mathit{0}_{k}}0_{K}\cong\prod_{\Delta}0\kappa_{1},\mathrm{J}$ ’
$a\otimes xrightarrow(ax^{\delta})_{\delta\Delta}\in$

をひきおこす. $0_{K\backslash \mathrm{r}}$
は $o_{k_{\mathfrak{p}}}H$-module であり, 左乗積 $(hg, h\in H, g\in G)$ により

$H$ は $G$ に作用する. そこで,

Map $H(G, \mathit{0}_{K\backslash p}):=$ { $f:Garrow 0_{Kp}$,(map) $|f(g)^{h}=f(hg)(\forall h\in H,$ $\forall g\in G)$ }

とおく これは pointwise multiplication により $0_{k_{\mathfrak{p}}}$ -algebra である . $\forall f\in$

Map $H(G, \mathit{0}K.\chi_{\mathrm{J}}),$
$\forall\sigma\in G$ について,

$f^{\sigma}(g):=f(g\sigma)$ , $\forall g\in G$

と定義すると, $G$ は $0_{k_{\mathfrak{p}}}$ -algebra Map$H(G, \mathit{0}_{K_{\mathrm{P}}}\backslash )$ に作用することがわかる.

$\varphi_{2}$ : Map$H(G, \mathit{0}_{K_{\}\chi l})arrow\prod_{\Delta}0_{K_{5}p}>$
$f-(f(\delta))_{\delta\in\Delta}$

は $\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}-\dot{\mathrm{a}}$lgebra としての同型となる. 全射性を示すには $( \alpha_{\delta})_{\delta\in\Delta}\in\prod_{\Delta}\mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}}$ に

対して, $g\in G$ を $g=h\delta(h\in H, \delta\in\triangle)$ とかき, $f(g):=\alpha_{\delta}^{h}$ とおけ’-t,
$f\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{p}_{H()}G,$$0_{K}‘ \mathit{3})$ となる. $\Phi_{1}:=\varphi_{2}^{-1}\circ\varphi_{1}$ とおくと $\Phi_{1}$ は $G$ の作用を保つ (つ
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まり, $a\otimes x\in 0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{\mathit{0}_{k}}\mathit{0}_{K},$
$\sigma\in G$ について, $\Phi_{1}(a$

.
$\otimes x^{\sigma})=\Phi_{1}(a\otimes x)^{\sigma})$ . ゆえに,

$\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}G$-module としての同型

$\Phi_{1}$ : $0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{\mathit{0}_{k}}\mathit{0}_{K}\cong$ Map$H(G, \mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}})$

を得る. $\mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}}$
を左 $\mathrm{o}_{F_{P}}H$-module とみて, $\mathrm{o}_{F_{P}}G$ を両側 $(o_{F_{P}}G, 0p_{P}H)$-module と

みることにより, tensor 積 $\mathrm{o}_{F_{P}}G\otimes_{\mathit{0}_{F_{P}}}H\mathit{0}K_{\mathfrak{P}}$ を定義する. $x\cdot(y\otimes\alpha)=xy\otimes\alpha(x\in$

$0_{F_{P}}G,$ $y\otimes\alpha\in \mathit{0}_{F_{P}},G\otimes_{\mathit{0}p_{P}H^{\mathit{0}}}K_{\beta}‘)l_{}^{}$ より, $0_{F_{P}}G\otimes_{\mathit{0}p_{P}H}\mathit{0}_{K_{\mathrm{P}}}$, は左 $0_{F_{P}}G$-module
となる.

$\varphi_{3}$ : Map$H(G, 0_{K_{\mathfrak{P}}}.)arrow \mathit{0}p_{P}G\otimes_{\mathit{0}}p_{P}H0K\mathfrak{P}$ ’ $f \mapsto\sum_{\delta\in\Delta}\delta-1\otimes f(\delta)$

は $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-module としての同型になる ( $\{\delta^{-1}\}s\in\Delta$ は $G/H$ の完全代表系になること

から, $x\inarrow \mathit{0}_{F_{P}}G\otimes_{\mathrm{o}_{F_{P}}H}\mathit{0}_{K\mathfrak{p}}$‘ に対して, $x= \sum_{\delta\in\Delta}\delta^{-1}\otimes\alpha_{\delta},$ $\alpha_{\delta}\in \mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}}$ と –意的に

かけることを使う). また, $\varphi_{3}$ は $H\backslash G$ の完全代表系 $\triangle$ のとり方によらないことも

わかる. したがって, $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-module としての同型

$\Phi_{2}:=\varphi_{3}\circ\Phi_{1}$ : $0_{k_{\mathfrak{p}}}\otimes_{\mathit{0}_{k}}0_{K}\cong \mathrm{o}_{F_{P}}G\otimes_{\mathit{0}}pPH0_{K\backslash }p$

を得る.

(iii) $\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ . $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-module としての同型 $\Phi_{2}$ を使えばよい.
$(\mathrm{i}\mathrm{v})\Rightarrow(\mathrm{i})$ . $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-module としての同型 $\Phi_{1}$ を使うと, Map $H(G, 0_{K_{\mathfrak{P}}})$ は $\mathrm{o}_{F_{P}}G-$

free である . $m:=[k_{\mathfrak{p}} : F_{P}]$ とおくと, その $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-free basis $\{f_{1}$ , $\cdot$ . . , $f_{m}\}$ がとれ

る. よって, $1= \sum_{i=}^{m_{1}}f_{i}^{\lambda}:,$ $\lambda_{i}\in 0_{F_{P}}G(1\leq i\leq m)$ と –意的にかける. $g\in G$ につ

いて, $1=1^{g}= \sum_{i=1}^{m}f^{g}i\lambda:$ . したがって, $\lambda_{i}=g\lambda_{i}(\forall g\in G)$ . よって, $N:= \sum_{g\in G}g$

とおくと, $\exists a_{i}\in 0_{F_{P}}\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\lambda_{i}=a_{i}N$ . ゆえに, $F:= \sum_{i=1}^{m}a_{i},f_{i}.\in$ Map$H(G, 0_{K\mathfrak{p}}.)$

とすると, $1=F^{N}$ を得る. よって, . .

$1=F^{N}(1)= \sum_{g\in G}F(g)=\sum\delta\in\Delta h\sum_{\in H}F(h\delta)=\sum_{\in\delta\Delta h}\sum\in HF(\delta)^{h}$
.

したがって, ある $\delta\in\Delta$ について, $\sum_{h\in H}F(\delta)^{h}=\mathrm{T}\mathrm{r}K,\mathrm{r}/k_{\mathfrak{p}}(F(\delta))\in \mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}^{\cross}$ .

. $\cdot$ . $\mathrm{T}\mathrm{r}_{K_{\beta}/k}\backslash \mathfrak{p}(\mathit{0}_{Kp}‘)=\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}$ . Lemma 1.1, $(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\epsilon \mathrm{k}\text{り},$ $\mathit{0}_{K_{\mathfrak{P}}}l\mathrm{h}o_{k_{\mathfrak{p}}}H$ -projective $-\epsilon$

$\text{あ}\xi)$ . $\square$

Definition 12. $R$ を Dedekind 環, $G$ を有限群とし, $\Lambda:=RG$ とおく. . $M$ を

A-lattice, すなわち, 有限生成 A-module かつ $R$-projective(これは $R$ が Dedekind
環だから $\dot{R}$-torsion free を意味する) とする. $R$ の $0$ でない prime ideal 全体を $P_{R}$

で表わし, $P\in \mathcal{P}_{R}$ に対して, $R_{P}$ で $R$ の $P$ による完備化とし, $M_{P}:=R_{P}\otimes_{R}M$

とお $\text{く}(\Lambda_{P}\cong R_{P}G)$ . このとき, $M$ は rank $n$ の locally free A-module であると
は, $M_{P}\cong(\Lambda_{P})^{(n})(\forall P\in P_{R})$ が成り立つことで定義する. ここで, $(\Lambda_{P})^{(n)}$

.
は $n$

個の $\Lambda_{P}$ の直和である.

Theorem 1.3. $S\subset \mathcal{P}_{k}$ とする. $F$ を $k$ の部分体とし, So $:=\{\mathfrak{p}\cap F|\mathfrak{p}\in S\}$

とおき, 先と同じように $o_{F}(s_{0)}$ を定義する. $S$ は $S_{0}$ の上にある $0_{k}$ の prime ideal
全体の集合と –致すると仮定する (つまり $f\mathit{0}_{F}(S0)\subset \mathit{0}_{k}(S)$ が成り立つ). したがっ
て, $o_{K}(S)$ は $o_{F}(S_{0})[G]$ -module となる. このとき, 次はすべて同値である.

(i) $S$ は $K/k$ において wildly ramified するすべての $\mathit{0}_{k}$ の prime ideals を含
んでいる.

(ii) $\mathrm{T}\mathrm{r}_{K}/k(\mathit{0}_{K())}s=\mathit{0}_{k}(S)$ .
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(iii)
(iv)

$\mathit{0}\kappa(S)$ は projective $o_{k}(S)[G]$ -module である.
$\mathit{0}_{K}(S)$ は rank $[k : F]$ の locally free $op(s_{0})[G]$ -module である.

PROOF. (i) 9 $(\mathrm{i}\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ . Lemma 1.1による.
$(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ . まず, 次のことに注意する.

$(\mathrm{i})\Leftrightarrow\forall \mathfrak{p}\in P_{k}-S$ : $\mathfrak{p}$ は $K/k$ において tamely ramified する.

$\Leftrightarrow\forall \mathfrak{p}\in \mathcal{P}_{k}-S\forall \mathfrak{P}\in P_{K}$ : $\mathfrak{P}|\mathfrak{p}$ かつ $\mathfrak{p}$ は $K_{\mathfrak{P}}/k_{\mathfrak{p}}$ において

tamely ramified $\text{する}$ .
$\Leftrightarrow\forall \mathfrak{p}\in P_{k}-s\forall \mathfrak{P}\in P_{K}$ : $\mathfrak{P}|\mathfrak{p}$ かつ

$\mathit{0}_{K_{\phi}}$. は $0_{k_{\mathfrak{p}}}[Gal(K_{\mathfrak{P}}/k_{\mathfrak{p}})]$

-projective である . ( $\cdot.\cdot$ Lemma 1.1, (i) $\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ )
$\Leftrightarrow\forall P\in \mathcal{P}_{F}-S_{0}\forall \mathfrak{p}\in \mathcal{P}_{k}$ : $\mathfrak{p}|P$ かっ

$\mathit{0}_{k_{p}}$
$\otimes_{\mathit{0}_{k}}0_{K}$ は $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-free である.

( $\cdot.\cdot S_{0}$ に関する仮定と Proposition 12, (i) $\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ )

$M:= \mathit{0}_{F}-\bigcup_{P\mathcal{P}s_{0}}\in p-P$ とおくと $S_{0}$ に関する仮定から, $o_{F}(S0)=M^{-1}\mathrm{o}_{F},$ $\mathit{0}_{K}(S)=$

$M^{-1}\mathrm{o}_{K}$ が成り立つ. $P\in P_{F}-s_{0}$ とする. そのとき, $\mathit{0}_{F_{P}}\otimes \mathit{0}_{F}0F(S0)=0_{F}P\otimes_{\mathit{0}p}0_{F}=$

$0_{F_{P}}$ より, $o_{F}(S0)$ の $P$ による完備化は $0_{F_{P}}$ になる. したがって, $-$

$\mathit{0}p_{P}\otimes_{\mathit{0}_{F(s_{0})}}\mathit{0}_{K}(S)=(\mathit{0}_{F_{P}}\otimes_{\mathit{0}p}0_{F}(S_{0}))\otimes_{\mathit{0}_{F}(s_{0)}}0_{K}(S)=0_{F_{P}}\otimes_{\mathit{0}p}0_{K}(S)$

$=0_{F_{P}}\otimes_{\mathit{0}_{F}}0_{K}=(\mathit{0}_{F_{P}}\otimes_{\mathit{0}p}0_{k})\otimes_{\mathit{0}_{k}}-0_{K}$

$=(\oplus_{\mathfrak{p}|P}\mathit{0}k)p\otimes o_{k}0_{K}=\oplus_{\mathfrak{p}|P}(_{\mathit{0}_{k_{\mathfrak{p}}}}\otimes_{\text{。_{}k}}\mathit{0}_{K})$.

これらのことと仮定より, $0_{F_{P}}\otimes_{\mathit{0}_{F}(s_{)^{\mathit{0}_{K}}}}(0)S$ は $\mathrm{o}_{F_{P}}G$-free である. よって, $\mathit{0}_{K}(S)$

は $o_{F}(S0)[G]$ -locally free である.
$(\mathrm{i}\mathrm{v})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ . 仮定と $[\mathrm{C}\mathrm{R}, (31.3), (\mathrm{i}\mathrm{i})]$ より, $o_{K}(S)$ Gは projective $o_{F}(S_{0})[G]-$

module である. よって, (tensor 積 $o_{k}(s)\otimes \mathit{0}p(S\mathrm{o})$ をとることにより) $\mathrm{o}_{K}(S)$ は

$0_{k}(S)[G]$-projective となる 口

Remark 11. $K/k$ を有限次 Abel 拡大とし, $\mathfrak{m}$ で $K/k$ の conductor を表わす.

そのとき類体論より, Theorem 13, (i) は $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{p}}(\mathfrak{m})\geq 2$ をみたす $\mathfrak{p}\in \mathcal{P}_{k}$ はすべて $S$

の元であることを意味する ( $[\mathrm{I}\mathrm{w}$ , Lemma 7.14]).

したがって, $o_{K}(S)/o_{k}(S)$ が normal basis をもつならば Theorem 13, (iii) が成り
立ち, よって他のすべての条件も成り立つ. それで, $S$ は (i) をみたすと始めに仮定
しておいたのである. また, $F=k$ ととり, Proposition 12, (iv) を用いると, ある

$U\subset \mathcal{P}_{k},$ $|U|<\infty$ が存在して, $o_{K}(U\cup S)/o_{k}(U\cup S)$ は normal basis をもつこと
が示せる ([Ka6, Proposltion 11]). これは鈴木浩志さんが注意された.

Remark 12 簡単なことだが次の注意をする. $o_{K}(S)/\mathrm{o}_{k}(S)$ が normal basis を
もち, . $S\subset T$ ならば (tensor 積 $o_{k}(T)\otimes o_{k()}s$ をとると) $\mathrm{o}_{K}(T)/\mathit{0}_{k(T)}$ も normal
basis をもつ.

2. $S=\phi$ の場合

この Section において, $K/k$ は tamely ra而 fied であると仮定する (cf. Example
11). よって, Theorem 13より, $0_{K}$ は rank 1の locally free $o_{k}G$-module である.

さらに, $F=\mathbb{Q},$ $S=\emptyset$ として Theorem 13, (iv) を使うと, $0_{K}$ は rank $[k : \mathbb{Q}]$ の

locally free $\mathbb{Z}G$-module でもある.
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21. $k=\mathbb{Q}$ の場合 (Taylor の定理). $R$ をその母体 $F$ が有限次代数体である

Dedekind 環とし, $G$ を有限群とする (したがって, $FG$ は半単純環である). locally
free $RG$-modules 全体の作る圏と Grothendieck 群を各々 $C,$ $K_{0}(RG)$ で表わす.

$K_{0}(RG)$ の元は $[X]-[RG^{(n)}](X\in C, n\geq 0)$ の形にかける ( $Rc_{-}1\mathrm{o}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ free なら
ば $RG$-projective である). $[\mathrm{C}\mathrm{R}$ , (31.14) $]$ より, $M\in C$ に対して, $RG$ の locally
free 左 ideal $I(\in C)$ があって,

(2.1) $M\cong RG^{(1)}m-\oplus I$, $m:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}M$

とかける. $K_{0}(RG)arrow \mathbb{N}$ , [Y] $-\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$ $\mathrm{Y}$ から群準同型写像 $K_{0}(Rc)arrow \mathbb{Z}$ が定

義される. この kernel を $RG$ の locally free class group と呼び, $\mathrm{C}1(RG)$ で表わす.

よって, $\mathrm{C}1(RG)$ の元は [ $M\overline{]-[RG^{()}m]\text{の形であり},(2.1)^{\text{よ}}}$ り, これは $[I]-[Rc]$ に等し
い (cf. $[\mathrm{C}\mathrm{R}$, (39.12)]). それで, { $[I]\in K_{0}(RG$

.
$)|I$ は $RG$ の locally free 左 ideal }

により, $\mathrm{C}1(RG)$ を定義する場合もある $([\mathrm{C}\mathrm{R}, \S 49])$ . $\mathrm{C}1(RG)$ は Jordan-Zassenhaus
の定理より有限 Abel 群になる $([\mathrm{C}\mathrm{R}$ , (39.13)] $)$ . ところで, $[M]-[RG^{(m)}]=0\Leftrightarrow M$

と $RG^{(m)}$ は $RG$-stably isomorphic ( $M$ は $RG$-stably free であるという), i.e.,
$M\oplus RG^{(k)}\cong RG^{(m+k)}(\exists. k\geq 0)$ . これは $M\oplus RG$ が $RG$-free にな-ることと同値で
ある $([\mathrm{C}\mathrm{R}$ , (41.20)] $)$ .

$FG$ が Eichler 条件 ( $[\mathrm{C}\mathrm{R},$ \S 51A]) をみたすとき, $RG$-stably free と $RG$-free は
同意語になる $([\mathrm{C}\mathrm{R}$ , (49.29), (51.24)] $)$ . $G$ は奇数位数または Abel 群ならば $FG$ は

Eichler 条件をみたす $([\mathrm{C}\mathrm{R}, (51.2), (51.3)])$ .
Fr\"ohlich は $\mathrm{C}1(RG)$ を “$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$-description” の言葉で表現することにより扱いやす

いものにしている ([ $\mathrm{F}\mathrm{r}2$ , Ch. I, Theorem 1], $[\mathrm{C}\mathrm{R}$ , (52.11) $]$ , [T4, Ch. 1, Theorem
35], [Snl, 4228] $)$ .

$G$ の各複素既約指標 $\chi$ に対して, 拡張された Artin $L$-関数 $\Lambda(s, \chi)$ が定義され, そ
れは $\mathbb{C}$ 上の有理型関数であり, 関数等式 $\Lambda(s, \chi)=W(\chi)\Lambda(1-s, \overline{\chi})$ をみたす. $W(\chi)$

は $\chi$ の Artin root number と呼ばれ, symplectic 既約指標 $\chi$ (つまり, その値は実数
であるが, その対応する表現は $\mathbb{R}$ 上実現可能でない既約指標のこと ([Se, $\mathrm{P}$ . 131]) $)$

に対しては $W(\chi)$ の値は $\pm 1$ をとる. この $W(\chi)$ たちと $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$-description を使って,
Cassou-Nogu\‘es は $\mathrm{C}1(\mathbb{Z}c)$ の元 $t(W)$ を定義した. その定義より 2 $\cdot t(W)=0$ をみ

たす. Taylor は次のことを示した: ’

Theorem 2.1. ([Tl, Theorem 1]) $K/k$ を Galois 群 $G$ をもつ有限次 tamely

ramified Galois 拡大とし, $m:=[k : \mathbb{Q}]$ とおく.

(i) $[0_{K}]-[\mathbb{Z}G^{(m)}]=t(W)$ が成り立つ. とくに, $[\mathit{0}_{K}\oplus \mathit{0}_{K}]=[\mathbb{Z}c^{(2m})]$ とな

り, $\mathit{0}_{K}\oplus 0_{K}$ は $\mathbb{Z}G$ -stably free である. また, $[0_{K}]=[\mathbb{Z}G^{(m)}]$ となるため

の障害は $G$ の symplectic 既約指標の Artin root number たちの符号のみで
あることがわかる.

$\sim$

(ii) $G$ は奇数位数または Abel 群ならば $0_{K}$ は free $\mathbb{Z}G$ -module である. とく

に, このとき, $k=\mathbb{Q}$ ととると, $K/k$ は normal integral basis をもつ.

PROOF. (ii). $G$ の仮定より, $G$ は symplectic 既約指標をもたないので ([Se, $\mathrm{p}$ .
133, 練習問題 1)]), $t(W)=0$ である. よって, $0_{K}$ は $\mathbb{Z}G$-stably free である. さら

に, $\mathbb{Q}G$ は Eichler 条件をみたすので, $\mathit{0}_{K}$ は $\mathbb{Z}G$-free となる. 口

Remark 21 (ii) は古典的結果且 ilbert-Speiser の定理 ([ $\mathrm{L}$ , Ch. 9, Theorem 3.4],
[ $\mathrm{C}\mathrm{T}$ , Ch. I, Theorem 38] $)$ を含んでいる.

Taylor の定理の解説として, 整数表現の専門家である宮田武彦氏の論説 “整数環

のガロワ加群としての構造” がある. 私はそのコピーを持っているが, 掲載されてい
る研究集会の報告集を確認できなかった.
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22. $k\neq \mathbb{Q}$ かつ不分岐拡大の場合. 群環の torsion 元を使うことにより, Brinkhuis
は次のことを示した (cf. Proposition 52).

Theorem 22. (i) $([\mathrm{B}7, (1.6)])$ $k$ を CM-体または総実代数体とし, $K/k$

を normal integral basis をもつ有限次 (すべての有限素点において) 不分岐
Abel 拡大とする. このとき, $K/k^{+}arrow$ は Galois 拡大であり, かつ $\rho s\rho$ $=$

$s^{-1}(\forall s\in Gal(K/k))$ をみたす. ここで $k^{+}:=k\cap \mathbb{R}$ とおき, $\rho$ は $\mathbb{C}$ の複

素共役の $K$ への制限を表わす.
(ii) ([B6, Corollary 210] または [B7, Corollary 21]) $k$ を総実代数体とし,

$K/k$ を normal integral basis をもつ有限次不分岐 Abel 拡大とする. このと

き, $Ga\iota(K/k)$ は (2, $\cdot$ . . , 2) 型である. つまり, $K$ は $k$ の 2次拡大たち
の合成体になっている.

(iii) ([B7, Corollary 23]) $k$ を CM-体とし, $K/k$ を normal integral basis を
もつ有限玉盃分岐 Abel 拡大とする. Artin 写像により $K$ に対応する $Cl_{k}$ の

部分群を $N$ とする. また, 自然な写像 $f$ : $Cl_{k+}arrow Cl_{k}$ , $c(\mathfrak{a})-C(\mathfrak{a}\mathit{0}_{k})$

を考える. このとき, ${\rm Im} f\subset N$ .
(iv) ([B7, Corollary 24]) $k$ を CM一体とし, $\overline{k}$ を $k$ の Hdbert 類体とする, こ

のとき, $\overline{k}/k$ が normal integral basis をもつならば $h_{k+}=1$ または 2(円
分体 $k=\mathbb{Q}(\zeta_{n})$ のときは $h_{k+}=1$ である).

上の (ii) において, normal integral basis をもつ $(2, \cdots, 2)$ 型拡大 $K/k$ の例も,
そうでない例もある. この結果 (ii) のもっと詳しい内容を [B6, Corollary 210] にお
いて与えている: $K$ を Galois 群 $G$ をもつ総実代数体 $k$ 上の有限次子分岐 Abel 拡
大とする. そのとき, $[\mathit{0}_{K}]-[o_{k}G]$ は $\mathrm{C}1(o_{k}c)$ の元であり, その位数を $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\mathit{0}_{K})$ で

表わす. $e$ を $G$ の exponent とする. このとき, $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\mathit{0}_{K})=e$ または $e/2$ . とくに,
$[K : k]$ が奇数ならば $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\mathit{0}_{K})=e$ となる.

次の結果は基礎体として, もっとも代表的な CM-体である虚 2次体をとって, さ
らに詳しく調べている.

Theorem 2.3. ([B8, Theorem]) $k:=\mathbb{Q}(\sqrt{-d})$ とし, $d>0,$ $d\in \mathbb{Z}$ は square-free
かつ $d\neq 3$ とする.

(i) $k$ の上の normal integral basis をもつ不分岐 3次巡回拡大は存在したと
しても –つのみである.

(ii) $m\in \mathbb{Z}$ は “ $\forall n\in \mathbb{Z}$ : $m\neq n^{3}-n^{2}$ ” をみたすとする. $K$ を $f(X)$ $:=$

$x^{3}-X^{2}-m$ の $\mathbb{Q}$ 上の最小分解体とすると, $K/\mathbb{Q}(\sqrt{-27m^{2}-4m})$ は不分岐

3次巡回拡大かつ normal integraI basis をもつ. ここで $\mathbb{Q}(\sqrt{-27m^{2}-4m})$

は虚 2次体で, $\mathbb{Q}(\sqrt{-3})$ とは異なる. normal integral basis は $f$ の根たちで

与えられる.

(iii) normal integral basis をもつ不分岐 3次巡回拡大 $K/k$ は (ii) で与えられ
たものに限る. つまり, ある $m\in \mathbb{Z}$ が存在して, $K$ は $X^{3}-X^{2}-m$ の $\mathbb{Q}$

上の最小分解体であり, $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-27m^{2}-4m})$ となる.

(iv) $\zeta_{3}$ を 1の原始 3乗根とする. このとき,

normal integral basis をもつ不分岐 3次巡回拡大 $K/k$ が存在する

$\Leftrightarrow\exists\epsilon\in 0^{\cross}\mathbb{Q}(\sqrt{3d})s$ . $t$ . $\epsilon\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\zeta_{3}-1)^{3}$ かつ $\epsilon\not\in \mathbb{Q}(^{\sqrt{3d}})^{\mathrm{x}}3$ .

彼の初期の仕事には次の結果もある.
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Theorem 2.4. ( $[\mathrm{B}2$ , Theorem 4.1]) $k$ は CM一体または総実代数体とし, $k$ は

その部分体 $F$ 上の Galois 拡大であるとする . $K/k$ は有限次 Abel 拡大であり,
かつ $K$ は $F$ 上の Galois 拡大である. Galois 群の群拡大 $1arrow Gal(K/k)arrow$

$Gal(K/F)arrow Gal(k/p)arrow 1$ は split せず, 拡大次数 $[K : k]$ または $[k : F]$ が

奇数になっていると仮定する. このとき, $K/k$ は normal integral basis をもたない.

この証明は normal integral basis の存在条件付き埋め込み問題を考えることによ
りなされている (cf. [B1], [B3]). なお, [B2], [B3] について, 竹内光弘氏の論説 “ガロ

ワ加階と埋め込み問題について, 数理解析研究所講究録 549 (1985) がある. また, こ
の Brinkhuis のアプローチに沿う, 2次拡大を扱った結果として, [M1], [M2] もある.

$p$ を奇素数とし, $k:=\mathbb{Q}(\zeta_{\mathrm{P}})$ とする. [T3, Theorem 2] において, $k$ 上の $p$ 次不分

岐巡回拡大の normal integral basis の存在と $p$ 進 L-関数の $s=1$ における値との関

係が principal homogeneous space の言葉を用いて与えられている (cf. [T5]). [Icl],
[Ic2] においては同様の拡張された結果が得られている. ここは市村さん自身の講演
を聞くのが–番であるから, これ以上述べない. ただ, 彼は次の Childs の定理を出発
点にしていることを注意する. この結果は環論的手法を使っているが, その証明を読
むと代数体の言葉だけで書き直すことができる.

Proposition 2.5. ([Ch, Theorem $\mathrm{B}]$ ) $p$ を素数, $k$ を有限次代数体とし, $\zeta_{p}\in k$

と仮定する. $K/k$ は $p$ 次不分岐巡回 Kummer 拡大とする. このとき,

$K/k$ は normal integral basis をもつ.

$\Leftrightarrow\exists\epsilon\in 0_{k}^{\cross}$ $s$ . $t$ . $K=k(\epsilon^{1/p})$ , $\epsilon\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\zeta_{p}-1)p$ .

さらにこれが成り立つとき, $\eta:=\epsilon^{1/p}$ とおくと, $(1./p) \sum\eta^{i}p-1$ は $K/k$ の normal
$i=0$ .

integral basis の生成元になる.

素数次 Kummer 拡大が normal integral basis をもっための (不分岐拡大に限定
しない) 必要十分条件は [Ka4, Theorem 6] において与えた (cf. [Go]). その方法は,
奥津さんによって定義された divisor polynomial ([Oku] (cf. [Ka5])) を用いて, まず

integral basis の形を決め, 次に Fr\"ohlich による “
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$-description” を使って計算

により決定した. それが有効であることを示す例は [Kal], [Ka2], [Ka4, Ch. IV] に
ある.

$p$ を素数とし, $\mathcal{G}$ を $(p$ , $\cdot$ . . , $p)$ 型 Abel 群とする. 基礎体 $k$ を固定して,

$K/k$ : 有限次 tamely ramified Abel 拡大, $Gal(K/k)\cong \mathcal{G}$

をみたす $K$ を動かして, $[\mathit{0}_{K}]$ からなる $\mathrm{C}1(o_{k}G)$ の部分集合を $R(o_{k}G)$ で表わす

( $\mathrm{C}1(o_{k}c)$ は $o_{k}G$ の locally free 左 ideal たちで定義している). [Mc] においては
$R(\mathrm{o}_{k}G)$ を解析している (cf. [So]). とくに $R(o_{k}G)$ は $\mathrm{C}1(o_{k}c)$ の部分群をなす. ま

た, “宮本雅彦, クンマー拡大の Galois module structure, 数理解析研究所講究録 549
(1985) も参照のこと.

23. $k\neq \mathbb{Q}$ かつ分岐拡大の場合. $\mathbb{Q}$ 上の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\infty$ の ray class field $\mathbb{Q}(\zeta_{p})$ の中の

normal integral basis は [Col], [Co2], [B4, Theorem 2] において扱われた. それは次

のように拡張できる. $\mathbb{Q}$ 上の Abel 拡大 $K$ を扱うとき, resolvent と Gauss sum が

結びつくことを示し, Stickelberger の定理と [KK, Theorem 210, Remark 211] を
用いて証明された.
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Theorem 26. ([Ka6, Theorem 53]) $p$ を奇素数とし, $k\subset K\subset \mathbb{Q}(\zeta_{p})$ とする.

$n:=[K : k]>1,$ $m:=[k : \mathbb{Q}]>1$ と仮定する. このとき,

(I) 次の 3つの場合を除くと, $K/k$ は normal integral basis をもたない:

(i) $m$ は偶数かつ 2のべキでなく, かつ $n=2$ .
(ii) $m$ と $n$ は共に 2のべキである.
(iii) $m$ は奇数であり, かつ $n=2$ .

(II) (I-iii) の場合において, $K/k$ は normal integral basis をもつ.

Remark 22. $p\equiv 1$ mod 4 とし, $K:=\mathbb{Q}(\zeta_{p}),$ $k:=\mathbb{Q}(\zeta_{p})^{+}$ ととると, $n=2$
かつ $m$ は偶数であり, $\zeta_{p}$ は $K/k$ の normal integral basis の生成元であることは
すぐわかるので, これは (I-i, ii) の場合の 1つの例を与える. (I-ii) の場合において
$n=2$ ならば, 岩沢の定理より 2( $h_{k}$ であることに注意して, $K/k$ は normal integr$a1$

basis をもつことが示せる. 他の場合はまだ未解決である.

分岐拡大について次のような例があることを注意しておきたい ([ $\mathrm{K}\mathrm{a}6$ , Theorem
4.1]). Cf. Theorem 2.2, [GS].

Proposition 2.7. ([Ka6, Proposition 45]) $k$ を $[\overline{k} : k]$ が 2 ベキである 2次体と

し f $\mathfrak{p}$ を $k/\mathbb{Q}$ において分岐する $\mathit{0}_{k}$ の prime ideal とする. ここで, $\overline{k}$ は $k$ の Hilbert
類体であり, $k$ の mod $\mathfrak{p}$ の ray class field を $k(\mathfrak{p})$ により表わし, $w_{\mathfrak{p}}:=|(\mathit{0}_{k}^{\cross}+\mathfrak{p})/\mathfrak{p}|$

とおく, いま, 4 $|((\mathrm{N}\mathfrak{p}-1)/w_{\mathfrak{p}})$ をみたす奇素数 $\ell$ が存在すると仮定する. $\ell$ に対

して具体的に述べないが f ある 銑 $\subset P_{k}$ を定義することができる ( $k$ が実 2次体
のときには, 垣よ $k/\mathbb{Q}$ の判別式と素であり, かつ $l\equiv 1$ mod 4ととれるならば, 密
度定理より $6\ell$ は常に無限集合になる). このとき, $\forall S\subset \mathfrak{S}\ell,$ $|S|<\infty$ に対して,
$\mathit{0}_{k(\mathfrak{p})}(S)/\mathrm{o}_{k}(S)$ は normal basis をもたない. とくに, $S=\phi$ ととると, $k(\mathfrak{p})/k$ は

normal integral basis をもたない.

3. $S=\{p\}$ の場合

標題の意味は次の定義からくる (cf. Example 12).

Definition 31. $k$ を有限次代数体, $p$ を素数, $L/k$ を $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大とする. そのと

き, $L/k$ の各 $n$-layer $L_{n}$ について, $0_{L_{n}}[p^{-1}]/0_{k}[p^{-1}]$ が normal basis をもつとき,
$L/k$ は normal basis をもつという.

$\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $L/k$ において分岐する prime ideal は $p$ の上にあるものに限り, 少なく
とも 1 つは分岐し, しかも wildly ramified する. したがって, ある $n_{0}$ があって,

$\forall n\geq n_{0}$ に対して $L_{n}/k$ は normal integral basis をもたない (Theorem 13). しか

し, $p$ の上にある prime ideal を用いて整数環を少し膨らませれば, normal basis を

もつ可能性は残る. 実際, $L/k$ が cyclotomic $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大のときは normal basis をもつ
( $[\mathrm{K}\mathrm{M}1$ , Theorem 2.1], [Gr2, Ch. I, Proposition 24], [KK, Remark 34]).

31. Kersten and Michali\v{c}ek の定理. 次の結果 [KM2, Theorem 31, 33] は
大変興味深いものであった:

Theorem 31. $p$ を奇素数とし, $k:=\mathbb{Q}(\zeta_{p^{n}})$ とする. $h_{k+}$ を $k$ の最大実部分
体 $k^{+}$ の類数とし, $\lambda^{+}$ を $k^{+}$ の cyclotomic $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大の岩澤 $\lambda$ -不変量とする, この

とき,

$p\{h_{k+}$ $\Leftrightarrow\lambda^{+}=0$ かっ $k$ の任意の $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大 $L/k$ は normal basis をもつ.
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左辺は Kummer-Vandiver 予想と同値である. $(\Rightarrow)$ の証明は環論的手法が使われ
ている. 代数体の言葉を使って証明を与えることもでき, “

$k/\mathbb{Q}$ は Abel 拡大, $\zeta_{p}\in k$ ,
$p$ は $k^{+}/\mathbb{Q}$ で不分解” という仮定の下でも $(\Rightarrow)$ は成り立つ ([KK, Theorem 46]).

$F$ を虚 2団体とし, $k:=F(\zeta_{p})$ とおく. normal basis をもつ $F$ の $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大の存
在と $k^{+}$ の cyclotomic $\mathbb{Z}_{p}$-拡大の岩澤 $\lambda$ -隅変量との関連については [FK] を見よ.
これは Theorem 31, $(\Leftarrow)$ の証明を参考にしている. とくに, 3は $F/\mathbb{Q}$ において惰
性し, 3 $|h_{k+}$ と仮定すると, もし $F$ のすべての $\mathbb{Z}_{3}$-拡大が normal basis をもつなら
ば, $k^{+}$ の cyclotomic $\mathbb{Z}_{3}$-拡大の岩澤 $\lambda$-不変量が消えないことが従う (独立に [FN]
においても示されている). これは Greenberg 予想: “任意の総実代数体 $N$ と任意
の素数 $p$ に対して, $N$ の cyclotomic $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大の岩澤 $\lambda$-丁変量 $\lambda_{p}(N)$ は $0$ になる”
を否定する命題である. しかし, $F$ のすべての $\mathbb{Z}_{3}$ -拡大が normal basis をもつか否
かはわかっていない.

3.2. Modular construction. 虚数乗法論を用いて normal basis の生成元を具
体的に保型関数の特殊値として与えることにより, 次のことが証明されている:

Theorem 3.2. $([\mathrm{K}\mathrm{o}1])$ $F$ を虚 2次体とし f $p$ は奇素数であり, $F/\mathbb{Q}$ におい
て完全分解する . $\mathfrak{p}$ を $p$ の上の $\mathit{0}_{F}$ の prime ideal とする . $m\in \mathbb{N}$ とし f
$K:=F(\mathfrak{p}^{[5m/})2],$ $k:=F(\mathfrak{p}^{m})$ とおく. ここで $[]$ は Gauss 記号である. このと

き, $0_{K}[p^{-1}]/0_{k}[p^{-1}]$ は normal basis をもつ.

上は [T2, Corollary 4] の結果 ( $K:=F(\mathfrak{p}^{2}m)$ とする) の拡張になっている.

Theorem 33. $([\mathrm{K}\mathrm{o}2])$ $F$ を虚 2次体, $p$ を奇素数とし, $k:=^{p}(p)(F$ の mod
$p\text{の}$ ray class field) とする,

(i) $m\in \mathbb{N}$ とし, $K:=F(p^{m})$ とおくと, $\mathit{0}_{K}[p^{-1}]/\mathit{0}_{k}[p^{-1}]$ は normal basis
をもつ.

(ii) $L$ を $F$ の任意の $\mathbb{Z}_{p}$ -拡大とすると, $\mathbb{Z}_{p}-$ 拡大 $Lk/k$ は normal basis を
もつ.

Remark 31 3は $F/\mathbb{Q}$ において惰性するとし, $L/F$ を $F$ の任意の $\mathbb{Z}_{3}-$ 拡大
とする. いま, 3{ $[F(3) : F]$ と仮定する. そのとき, Theorem 33, (ii) と Lemma
53, (iii) より, $L/F$ は normal basis をもつ. –方, 仮定より, . 3( $h_{F}$ . よって,
Reflection theorem より 3( $h_{F(}(\mathrm{s})+$ を得る. したがって, Theorem 33は $F$ の $\mathbb{Z}_{p}-$

拡大の normal basis を調べる試みとしてはまだ不充分である.

4. あとがき

以上が現在知られている normal basis 問題に関する結果である. 基礎体が $\mathbb{Q}$ とは

異なるとき, まだまだ充分に結果がないのが実状である. もっともっと結果が出てく
れば, Taylor の定理のように, 背後に系統的なものが現れてくることもありうると思
う. ですから, 興味のある方はこの問題に参加して頂ければ幸いです.

原稿を書く段階で, 相羽さん, 市村さん, 小松さんから助言を頂きました. どうも
ありがとうございました.
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5. おまけ

normal basis 問題を考えるとき, 簡単だが注意すべき事柄について述べる. $k$ を

有限次代数体, $K/k$ を Galois 群 $G$ をもつ有限次 Galois 拡大とし, $S\subset P_{k}$ とする.

Lemma 51. $M/k$ は Galois 拡大であり, $k\subset M\subset K$ をみたすとする. このと

き, $\alpha\in 0_{K}(S)$ は $o_{K}(S)/o_{k}(S)$ の normal basis の生成元であるならば, $\mathrm{T}\mathrm{r}_{K/M}(\alpha)$

は $\mathrm{o}_{M}(S)/o_{k}(S)$ の normal basis の生成元になる.

$G$ は環 $KG$ に次のし方で作用する: $\forall s\in G,$ $\forall x=\sum t\in G$ at$t\in KG$ に対して,

$x^{s}:= \sum_{t\in G}a_{i}^{s}t\in KG$
.

また, $\hat{x}:=\sum_{\mathrm{t}\in G}att-1$ とおく. $\beta\in K$ に対して, $R(\beta)=R_{G}(\beta)$ $:= \sum_{t\in G}\alpha^{i}t^{-1}$

(resolvent) と定義し, $\hat{R}(\beta):=\overline{R(\beta)}$ と略記する. 次のことはすぐわかる.

(5.1) $x^{s}=x\cdot s(\forall s\in G)\Leftrightarrow\exists\alpha\in K\mathrm{s}$. $\mathrm{t}$ . $x=R(\alpha)$ .

次の命題は Theorem 22, 23の証明の出発点である. それは $S=\phi$ のときに述べら

れているが, 証明は同じである.

Proposition 52. ([B4, Proposition 11]) $\alpha\in 0_{K}(S)$ とする. このとき, 次は同
値である:

(i) $\mathrm{o}_{K}(S)/\mathrm{o}_{k}(S)$ は不分岐か $\vee\supset\alpha$ は normal basis の生成元である.

(ii) $\exists\beta\in \mathit{0}_{K}(S)s$ . $t$ . $R(\alpha)\hat{R}(\beta)=1$ .

Remark 51. $G$ が Abel 群のとき, 条件 (ii) は $R(\alpha)\in \mathit{0}_{K}(s)[G]^{\mathrm{X}}$ と同値である.

Lemma 53. $K_{i}/k$ $(i=1,2)$ を Galois 群 $G_{i}$ をもつ $n_{i}$ 次 Galois 拡大とし,
$K_{1}\cap K_{2}=k$ と仮定する.

(i) $\mathit{0}_{K}\dot{.}(S)/o_{k}(S)$ は不分岐かつ $\alpha_{i}\in 0_{K_{i}}(S)$ は normal basis の生成元であ
るとする $(i=1,2)$ , このとき, $\alpha_{1}\alpha_{2}$ は $\mathrm{o}_{K_{1}K_{2}}(s)/o_{k}(S)$ の normal basis
の生成元である.

(ii) $o_{K_{1}}(S)/o_{k}(S)$ は不分岐かつ $\alpha_{1}\in \mathit{0}_{K_{1}}(S)$ は normal basis の生成元であ
るとする. このとき, $\alpha_{1}$ は $o_{K_{1}K_{2}}(S)/o_{K_{2}}(S)$ の normal basis の生成元で
もある.

(iii) $G_{1}$ は Abel 群であり, $(n_{1}, n_{2})=1$ と仮定する. このとき, $o_{K_{1}K_{2}}(S)$

$/\mathit{0}_{K_{2}}(S)$ は不分岐かつ normal basis をもつならば $o_{K_{1}}(S)/o_{k}(S)$ も不分岐

かつ normal basis をもつ.

PROOF. $\mathcal{G}:=Ga\iota(K_{1}K_{2}/k)$ とおく. いま, 群 $\mathcal{G}$ は係数への作用により環 $(K_{1}K_{2})$

$[\mathcal{G}]$ へ作用している. 自然な同型 $\mathcal{G}\cong G_{1}\cross G_{2}$ により両辺を同 –視する. そのとき,
$G_{1}$ と $G_{2}$ の元は可換であり, $G_{1}=Gal(K1K_{2}/K_{2}),$ $G_{2}=Gal(K1K_{2}/K_{1})$ となる.

(i), (ii) はすぐわかるので, (iii) のみ示す. $\alpha$ を $o_{K_{1}K_{2}}(S)/o_{K_{2}}(S)$ の normal basis
の生成元とする. $u:=R(\alpha)$ とおくと, $G_{1}$ は可換だから, Proposition 52 より,
$u\in \mathit{0}_{K_{1}K_{2}}(s)[c_{1}]^{\cross}$ . $(n_{1}, n_{2})=1$ より, $n_{1}a_{1}+n_{2}a_{2}=1$ をみたす $a_{i}\in \mathbb{Z}$ がとれる.

$v:=u^{a_{2}}$ とおくと, $G_{1}$ は可換だから, (5.1) より, $v^{s}=v\cdot s^{\alpha_{2}}(\forall s\in G_{1})$ . $\mathrm{N}v$ $:=$
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$\prod_{t\in G_{2}}v^{t}$
( $v$ のノ)\nuム) とすると, $(\mathrm{N}v)^{t}=\mathrm{N}v(\forall t\in G_{2})$ . よって, $\mathrm{N}v\in \mathit{0}_{K_{1}}(S)[G1]$ .

同様に, $(\mathrm{N}v)^{-1}\in 0_{K_{1}}(S)[G_{1}]$ . したがって, $\mathrm{N}v\in \mathit{0}_{K_{1}}(S)[G_{1}]^{\mathrm{X}}$ . $\forall s\in G_{1}$ に対して,

$( \mathrm{N}v)^{S}=\prod v^{S}=t\in G_{2}t\prod_{i\in G2}v^{ts}=\prod_{Gt\in 2}(v^{S})k=\prod(v\cdot s)^{t}t\in G2a2$

$= \prod_{2t\in G}(v^{\mathrm{r}}\cdot S^{a})2\mathrm{N}v=\cdot Sa_{22}n=\mathrm{N}v\cdot s$
.

よって, (5.1) より, $\exists\beta\in \mathit{0}_{K_{1}}(S)\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{N}v=R_{G_{1}}(\beta)$ . $R_{G_{1}}(\beta)\in 0_{K_{1}}(s)[c_{1}]^{\cross}$ だか

ら Proposition 52より, $o_{K_{1}}(S)/o_{k}(S)$ は不分岐かつ $\beta$ は normal basis の生成元と
なる. 口

Remark 5.2. 分岐拡大については例えば [Kal, Lemma 3] を参照せよ.
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