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概要 使用できる NOT ゲートの個数を制限した組み合わせ論理回路を、否定数限定
回路という。 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash i\triangleright$関数の否定数限定回路計算量を評価する際には、否定数が限定さ
れた反転回路 (すべての入力変数の否定を計算する回路) の複雑さが重要となる。本
稿では、この否定数限定反転回路のサイズの上界と下界に関する、筆者らによる最近
の研究結果 $[3, 8]$ を要約して述べる。

1 回路計算量理論

Shannon は 1949年の論文で、関数の複雑さを、その関数を計算する最小フ “ $-$ )$\triangleright$回路
の素子数で測ることを提案した。当時はまだ計算機のハードウェアが非常に高価であ
り、 Shannon の動機は、計算に必要なハードウェアの量を最小化することであった。
一般に、 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash l\triangleright$回路を用いて関数の複雑さを解析する分野を、回路計算量理論という。
値として $0$ または 1を取る変数を $\not\supset$ -/変数という。$B=\{0,1\}$ とする。関数

$f$ : $B^{n}arrow B^{m}$ を $n$ 入力 $m$ 出力のフ “ $-$ j関数という。以下では、 $n$ 入力 1出力のフ “-
ル関数のことを、単に $n$ 変数フ “ $-[]\triangleright$関数と呼ぶ。 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash l\triangleright$関数の値はフ\theta -j回路によっ
て計算できる。 $\grave{\text{フ}}$ -/回路は非循環有向グラフで表される。入次数が $0$ の頂点は入力
と呼ばれ、変数 $x_{i}$ または定数 ( $0$ または 1) でラベル付けされる。入次数 $k>0$ の

頂点はゲートと呼ばれ、 $k$ 変数フ “-j関数でラベル付けされる。頂点の入次数をファ
ンインと言い、出次数をファンアウトと言う。特に断らないかぎり、 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash j\triangleright$関数とし
ては AND, OR, NOT のみを考える。回路内の 1つの頂点が出力頂点として指定さ
れる。回路のサイズとは、その回路に含まれるゲートの個数のことであり、回路の深
さとは、入力から出力への回路内の最長経路長のことをいう。

$\mathrm{N}$ を自然数の集合とし、 $\{0,1\}^{n}$ を長さ $n$ の 2進列の集合とする。さらに、 $\{0,1\}^{*}$

で長さが有限のすべての 2進列の集合を表す。 $f$ : $\{0,1\}^{n}arrow\{0,1\}$ としよう。このと
き、 $f$ の値を計算する最小回路のサイズを $C(f)$ で表す。 また、 $g:\{0,1\}^{*}arrow\{0,1\}$

とし、 $h$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ としよう。 $g$ の回路計算量が $h$ であるとは、すべての $n$ に対し
て $C(g_{n})=h(n)$ となるときをいう。ただし、 $g_{n}.\text{は}g$ を $\{0,’ 1\}^{n}$ 上に制限した関数で
ある。 ’

また、 $\{0,1\}^{*}$ の部分集合を言語という。つまり、言語とは 2進列の集合である。
言語の回路計算量とは、その言語の特性関数の回路計算量のことをいう。 ここで、言
語 $L$ の特性関数んとは、 $x\in L$ に対しては九 (x) $=1$ となり、 $x\not\in L$ に対しては
$f_{L}(x)=0$ となる関数のことをいう。
回路計算量と Turing 機械上の計算量との関係は、Savage によって初めて明かに

された。次の定理は、Pippenger と Fischer によって示された (証明は [6] 参照)。

定理 1 言語 $A$ が TIME$(T(n))$ に属するならば、$A$ の回路計算量は $O(T(n)\log(\tau(n)))$

である。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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したがって、 $\mathrm{P}$ に属する言語は多項式サイズのフ “-)回路によって認識できる (し
かし、 この逆は成り立たない [6] $)$。定理 1からもわかるように、 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash []\triangleright$回路は、計算
能力に関して Turing 機械と密接な関係を持っており、回路サイズに対する十分大き
な下界は、Turing 機械の時間計算量に対する下界をただちに与える。
定理 1より、 $\mathrm{P}\subset 7$ NP であることを示すには、例えば、NP に属するある具体的

な関数について、その関数の回路計算量の超多項式 (多項式を超える) 下界を示せれ
ばよいが、一般に、具体的な関数に対する、回路計算量の強い下界を求めることは非
常に難しい。
具体的な関数の回路計算量の下界が示せれば、それは特定の関数の本質的な難し

さを示したことになる。その意味でこのような下界を求めることは大変重要であるに
もかかわらず、現在までに知られている最良の下界は、Blum があるフ “-関数に対
して示した $3n$ の下界に過ぎない。つまり、現在我々は、一般の回路サイズに関して
は、非常に弱い下界しか示すことができない。
ある問題が実際に難しいことを証明するための 1つのアプローチは、「計算モデ

ルに制限を加え、可能なアルゴリズムのクラスを制限する」 ことである。実際、 1980
年代に入り、回路の形状に制約を課すことにより、回路計算量のいくつかの強い下界
が示された。特に、Razborov は、「n 変数クリーク関数を計算する単調回路は、 $n$ に

関する指数オーダの個数のゲート (AND, OR ゲート) を必要とする」ことを示した。
次節では、 この結果について紹介する。回路計算量理論の詳細については、 $[4, 6]$ 等
を参照されたい。

2 単調回路

単調回路とは、AND ゲートと OR ゲートから成り、NOT ケ ‘- }, は含まない回路の
ことをいう。ここで、各ゲートのファンインは 2であり、ファンアウトは無制限であ
るとする。 $\text{フ^{}\backslash }-\backslash []\triangleright$関数 $f$ が単調であるとは、通常の\check フ ‘‘-順序の下で、 $x\leq y$ ならば
$f(x)\leq f(y)$ となるときをいう。単調回路で計算可能な関数だけが単調関数である。
単調関数の単調回路計算量とは、その関数を計算する最小の単調回路のサイズのこと
とする。
計算量理論において重要な多くの関数は単調である。例えば、次のようなクリ一

ク関数を考えてみよう。クリーク関数 ( $\mathrm{C}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{Q}\mathrm{U}\mathrm{E}_{k,n}$ と記す) は、
ち、各変数は $n$ 頂点から成るグラフの可能な各辺に対応する。 $\mathrm{C}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{Q}\mathrm{U}\mathrm{E}_{k},n$ は、入力
されたグラフ中に、ある $k$ 頂点から成るクリーク (完全グラフ) が含まれるときに値
1を取り、 さもなければ値 $0$ を取る。 クリーク関数は単調である。なぜならば、入力
グラフに新たに辺を付け加えても、入カグラフ中にそれ以前に存在したクリークが消
えることはないからである。
単調回路に対しては、強力な下界が知られている。Razborov は、 クリーク関数の

単調回路計算量に関するサイズ $n^{\Omega(\mathrm{l}n)}\mathrm{o}\mathrm{g}$ の超多項式下界を得た。すなわち、Razborov
は以下の定理を証明した。

定理 2 $k\leq n^{1/4}$ に対し、 関数 $\mathrm{C}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{Q}\mathrm{U}\mathrm{E}_{k},n$ の単調回路計算量は $n^{\Omega(\sqrt{k})}$ である。 口

この結果以前に知られていた、具体的な単調関数の単調回路計算量に関する最良の下
界は、Tiekenheinrich による $4n$ にすぎなかった。その直後に Andreev は、Razborov
と類似の手法を用いて、NP に属するある単調問題に対する (ただの超多項式ではな
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く) 指数下界を示した。このことは、 クリ $-$ ク関数に対する指数下界の存在を意味し
ている。というのは、 クリーク関数は「単調 $\mathrm{N}\mathrm{P}$」 において (多項式単調射影に関し
て) 完全だからである。Alon と Boppana は、Razborov が用いた組合せ論の議論を
強め、 $\mathrm{C}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{Q}\mathrm{U}\mathrm{E}_{k},n$ (ただし $k=n^{2/3}$ ) の単調回路計算量の $2^{\Omega((n}/\log n\rangle$

$1/3$ ) 下界を示
した。 .
もし単調関数を計算する (NOT ゲートを含む) 一般の回路を、サイズを多項式

倍に増やすだけで等価な単調回路に変換できることが示せれば、上の Razborov の下
界は–般の回路計算量に対しても適用でき、 したがって、 $\mathrm{P}\subset 7$ NP が示されることに
なる。 しかし、Razborov 自身がこの可能性を否定した。すなわち彼は、タリ一 $\nearrow$関

数の下界のときと同様の手法を用いて、 $\mathrm{P}$ に属することが知られている 2部グラフ
のマッチング問題が、超多項式サイズの単調回路を必要とすることを証明した。さら
に Tardos は、 $\mathrm{P}$ に属する他の単調関数に関して、このギャップを真に指数にまで広
げた。
単調回路計算量と –般回路—p-t算量のあいだに指数的ギャップがあるにもかかわら

ず、 2つの計算量が多項式的に関係しているような特殊な関数のクラスが存在する。
これは Berkowitz によって提案されたスライス関数のクラスである。関数 $f$ は、ある

整数 $k$ に対し、 $x$ 中の 1の個数が $k$ より少ないときは $f(x)$ の値が $0$ であり、 1の個
数が $k$ より多いときは $f(x)$ の値が 1である (しかし 1の個数がちょうど $k$ のとき

は $f(.x)$ の値は任意でよい) ときスライス関数と呼ばれる。スライス関数は制限され
ているように見えるけれども、 $\mathrm{N}\mathrm{P}$ 完全なスライス関数が実際に存在する。Berkowitz
は、スライス関数を計算する –般回路は、多項式個のゲートを付け加えるだけで単調
回路に変換できることを示した。したがって、明示的なスライス関数に対する単調回
路計算量の超多項式下界は、 $\mathrm{P}\neq \mathrm{N}\mathrm{P}$ を意味する。

3 否定数限定回路計算量について

上で見たように、使用できる NOT ゲートの個数に何の制限もない
$-\text{般}\Phi \text{伺}r\triangleleft \text{路の場}\cdot\cdot\cdot$

$-=i$

合には、具体的な関数の回路計算量については線形下界しか知られておらず、 -方、

NOT ゲートを 1個も使用できない単調回路の場合には、クリ一ク関数の単調回路計
算量の指数下界が知られている。しかし、一般の回路計算量と単調回路計算量の問に
は指数的なギャップが存在する場合がある。それでは、使用できる NOT $r-$ }$,$ の個
数を次第に少なくしていったら、回路計算量はどのように変化するだろうか ?以下で
は、 この問題に対する、筆者らの最近の結果について紹介する。本節の内容の詳細に

J-

ついては、 $[3, 8]$ を参照されたい。
$F$ を、 $\{0,1\}^{n}$ 上で定義されたフ’ $-j\triangleright$関数系 $f1,$ $...,$ $f_{n}$ とする。 $r$ 個以下の NOT

$1_{\backslash ,>}$

’

ゲートを含む回路を、 r-回路と呼ぶ。 $C^{r}(F)$ で、 $F$ を計算する最小の r-回路のサイ
ズを表す。 もし $F$ が、 $r$ 個だけの NOT ゲートでは計算できない場合には、 $C^{r}(F)$

は未定義とする。反転回路 $I_{n}$ とは、フ’ $-$ ]$\triangleright$関数系 $f1,$
$\ldots,$

$f_{n}$ のこととする。ただし、
各 $1\leq i\leq n$ に対し、 $f_{i}(x_{1,\ldots,n}X)=\neg X_{i}$ とする。

$F$ を $n$ 変数フ “-関数系とする。フ “-束 $\{0,1\}^{n}$ 内の鎖 $C$ とは、増加列 $a^{1}<$

.. . $<a^{k}\in\{0,1\}^{n}$ のことをいう。$C$ 上の $F$ の減少量とは、ある \sim に対して、$F_{j}(a^{i1}-)>$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(a^{i})$ となるような $i\leq k$ の個数である。 $d(F)$ を、任意の鎖 $C$ 上の $F$ の最大減少
量のことと定義する。 $d(F.)\leq n$ であり、かつ、 $d(F..\cdot.).=n$

:
となるのは $F=I_{n}$ のとき

であることに注意せよ。
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$b(n)=\lceil\log_{2}(n+1)\rceil$ とする。Markov は、フ “-関数系 $F$ を計算するには、$b(d(F))$

個の NOT ゲートが必要かつ十分であることを示した。 したがって、 $r\geq b(n)$ に対し
ては、 $C^{r}(F)$ は常に定義される。以下では、 $C^{b\langle d\langle)}F$ ) $(F)$ を関数系 $F$ の否定数限定回
路計算量と呼ぶ。
筆者らは、 [3] において、以下の関係式を示した。

$C^{b\langle n)}(F)\leq 2C(F)+O(n\log n)$

上でも述べたが、現在、具体的なフ\theta -関数 $f$ に対する、C(のの超線形下界は知られ
ていない。上の関係式から、ある具体的なフ’ $-[]\triangleright$関数 $f$ に対する $C^{b\langle n)}(f)$ の\mbox{\boldmath $\omega$}(n $\log n$ )
下界が得られれば、 $C(f)$ の $\omega(n\log n)$ 下界も得られることになる。上の関係式の右
辺に現れる $O(n\log n)$ の項は、実は、 $C^{b\mathrm{t}^{n})}(I_{n})$ の値に対応している。 $C^{b\mathrm{t}^{n})}(I_{n})$ の上

界の変遷については聖節で述べる。
否定数限定回路計算量は、単調回路計算量とは異なり、すべての関数に対して定

義できる。また、使用できる NOT ゲートの個数は、一般の回路では無制限だが、否
定数限定回路においては、$b(d(F))$ 個である。さらに、C(のと $c^{b\langle n)}(f)$ は、上で示し
た関係式から非常に密接な関係にあることがわかる。回路計算量の下界を示す場合に
は、NOT ゲートの個数が制限されていた方が取扱い易いであろうから、具体的な関
数について、否定数限定回路計算量の下界を求めることが興味深い研究課題となる。
筆者らは、すでに $n$ 変数パリティ関数 (入力中の 1の個数の奇偶を判定する関数)

の否定数限定回路計算量の $4n+3\log(n+1)-c$ 下界など、いくつかの下界を示して
いる [3]。しかし、具体的な関数について、否定数限定回路計算量の強い下界を示す
ことは、今後の課題である。このような方針で、 もし NP に属する具体的な関数の否
定数限定回路計算量の超多項式下界が得られれば、上で述べた関係式から、 $\mathrm{P}\neq \mathrm{N}\mathrm{P}$

が示されたことになる。

4 否定数限定反転回路のサイズ

1958年に Markov [7] は、単調関数と $b(n)$ 個の否定を用いて反転回路を構成した。
しかし、彼は使用した単調関数の複雑さを考慮しなかった。Akers [2] は 1968年に、
否定数限定反転回路の明示的な構成法を初めて与えた。彼の回路は、 $b(n)$ 個の NOT
ゲートと正の重みを持つしきい値ゲートを用いており、サイズは $O(n)$ で、深さは
$O(\log n)$ である。
以下では、AND, OR, NOT ゲートから成る回路に話を限定する。1974年に Fischer

は、 $b(n)$ 個の NOT ゲートを用いて、サイズ $O$ ( $n^{2}\log 2$ n)、深さ $O(\log^{2}n)$ の回路 $I_{n}$

を構成した。

定理 3 (Fischer [5]) $C^{b\langle n)}(In)=O(n\mathrm{l}2)\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}n$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Fischer の構成法 (とそれに続くすべての構成法) では、 ソーティング回路が重要
な役割を果たす。Ajtai, Koml\’os&Szemer\’edi [1] は、 $n$ ビットをソートするサイズ
$O$ ( $n\log$ n)、深さ $O(\log n)$ の単調回路を構成した。 もし、Fischer の構成法において、
$\mathrm{A}\mathrm{j}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}- \mathrm{K}_{0}\mathrm{m}1_{\acute{\mathrm{O}}}\mathrm{s}$-Szemer\’edi ソーティング回路を用いれば、サイズは $O(n^{2}\log n)$ に、深
さは $O(\log n)$ に、それぞれ減少する。

1994年に Tanaka と Nishino [8] は、反転回路の複雑さについて研究し、深さが
$\theta(\log^{2}n)$ となる構成法を用いて、サイズの $O(n\log^{2}n)$ 上界を与えた。
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定理 4 (Tanaka & Nishino [8]) $C^{b(n)}(I_{n})=O(n\log^{2}n)$ ロ

Fischer と Tanaka-Nishino の両構成法では、まず $n$ 個の入カビット $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$ を
ソートする。そして、 ソーティング回路の出力 $y_{1},.,$$y_{n}\sim.$. は、以下の性質を持つ部分
回路 $M_{n}$ (Fischer [5] による) に与えられる。

1. $M_{n}$ は $n$ 個の 2進入力 $y_{1},$ $\ldots$ ,施と、 $n$ 個の 2進出力 $z_{1},$ $\ldots,$
$z_{n}$ を持つ。

2. $M_{n}$ はサイズ O(n)、深さ $O(1o\mathrm{g}n)$ であり、 $b(n)$ 個の NOT ゲートを含む。

3. $y_{1}\geq y_{2}\geq\ldots\geq y_{n}$ ならば、 $1\leq i\leq n$ なるすべての $i$ に対し、 $z_{i}=\neg y_{i}$ となる。

$x_{i}$ の否定は、 $x_{i},$ $y_{i},$ $z_{i}$ の単調関数として計算することができる。Fischer はこの計算
を、 $O(n)$ 個のソーティング回路を並列に用いることにより行った。 したがって、 も
し $\mathrm{A}\mathrm{j}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}- \mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{m}1\acute{\mathrm{o}}\mathrm{S}-\mathrm{s}_{\mathrm{Z}}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\acute{\mathrm{e}}\mathrm{d}\mathrm{i}$ ソーティング回路を用いれば、 Fischer の構成法によ疫、
サイズ $O$ ( $n^{2}\log$ n)、深さ $O(\log n)$ の回路が得られる。-方、Tanaka と Nishino は、
Valiant [9] の単調 $(n, 2n)$-反転回路を用いた。この回路は、 $2n$ 個の入力を、それらの
うちのちょうど $n$ 個が 1のときに反転する。この条件は、例えば $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n},$ $\mathcal{Z}_{1},$ $\ldots$ , zユ

に対して成り立つ。Valiant の回路は、サイズ $O$ ($..n\log^{2}$ n)、深さ $O(\log^{2}. n)$ の単調回
路である。

Fischer および Tanaka-Nishino のどちらの構成法においても、回路は次の 3つの
段階に分かれている。ソーティング回路、部分回路 $M_{n}$ と、出力を計算する最終段階で
ある。上でも述べたように、ソーティング回路はサイズ $O$ ( $n\log$ n)、深さ $O(\log n)$ の

単調回路で実現でき、$M_{n}$ はサイズ O(n)、深さ $O(\log n)$ で実現できる。また、Fischer
および Tanaka-Nishino のどちらの構成法においても、最終段階への入力は $x_{i},$ $y_{i},$ $z_{i}$

のみである。
1995年に Beals, Nishino&Tanaka が構成した否定数限定反転回路は、サイズが

$O$ ( $n\log$ n)、深さが $O(\log n)$ であり、それ以前の盃に対する否定数限定回路のサイ
ズを、少なくとも $\log n$ 分の 1に改善した [3]。

定理 5 (Beals, Nishino &Tanaka [3]) $C^{b(n)}(I)nO=(n\log n)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

以前の深さ $O(\log n)$ の唯–の構成法では、サイズが $O(n^{2})$ よりも真に大きかったこ
とに注意せよ。

Beals-Nishino-Tanaka の否定数限定反転回路も 3段階から成り、最初の 2段階は
やはりソーティング回路と Fischer の $M_{n}$ であるが、最終段階において新たな工夫が
なされた。すなわち、最終段階の計算においてソーティング回路の中間結果を用いる
ことで、最終段階がサイズ $O$ ( $n\log$ n)、深さ $O(\log n)$ の回路で構成できることを示
した。そのときの最終段階は、上下逆の $\mathrm{A}\mathrm{j}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}- \mathrm{K}_{0}\mathrm{m}1\acute{\mathrm{o}}\mathrm{s}$-Szemer\’edi ソーティング回路
と考えることができる。
上の 3つの構或法の違いは、 $M_{n}$ 部分回路の出力のとらえ方の違いに起因してい

る。 もちろん、3つの構成法すべてにおいて、 $M_{n}$ の出力はまったく同–の $n$ 個の関
数になっている。 しかし、 3つのアプローチそれぞれにおいて、これらの出力はまっ
たく異なる扱い方をされている。Fischer の最初の否定数限定反転回路においては、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の入力と出力は、それぞれ ( $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ の) しきい値関数とその否定と考えられ

た。Fischer はこれらのビットを、入力中の 1の個数 $k$ にしたがって、適当な部分回
路の出力を選択するのに用いた。このような部分回路は、 $0\leq k$

.
$\leq$

.
$n$ なる各 $k$ に対し

て $n+1$ 個存在する。
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Tanaka と Nishino は、 $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$ と $M_{n}$ の出力を合わせると、ちょうど $n$ 個の 1
を含む $2n$ ビットの列が得られることに注目して、$n+1$ 個の異なる場合を並列に考え
ることを避けた (このような $2n$ ビットの列は、Valiant の単調 ( $n$ , 2n)-反転回路を用
いて反転することができる)。彼らの構成法では、 $M_{n}$ の出力は、入力 $x_{1},$ $\ldots,$

$x_{n}$ の

釣り合いを保つために使われている。Beals-Nishino-Tanaka の反転回路では、 $M_{n}$ の

出力は $x_{i}$ の否定の順列であると考えられた。 したがって、 これらのビットを適当な
位置に並べ変えることが、最終段階の仕事となった。この並べ変えは、第 1段階で行
われたソーティングによる並べ変えを、順次もとに戻していくことに対応している。
筆者は、Beals-Nishino-Tanaka否定数限定反転回路のサイズの $O(n\log n)$ 上界は、

おそらく最適であろうと予想している。 -方、$c^{b(n)}(I_{n})$ の下界として知られている
のは、筆者らによる $5n+3\log(n+1)-c$ のみである $[8]_{0}$
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