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1 序

二次元平面 $\mathrm{R}^{2}$ 内に $C^{\infty}$ 級のパラメータ表示を持つ自分自身とは交わらない曲線 $\Sigma$ を

考える. 領域 $\Omega_{\Sigma}:=\mathrm{R}^{2}\backslash \overline{arrow\Gamma}$ を等方で均質な弾性体, 曲線 $\Sigma$ を亀裂面として, 亀裂の両面
$rightarrow\nabla+,\underline{\backslash ,\urcorner}-$ に対称な表面力 $g=(g_{1},g_{2})^{\tau}$ を与えるトラクション問題を考える.

$L\cdot(u)=\lambda\triangle u+(\lambda+\mu)\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u=0$ in $\Omega_{\Sigma}$ , (1.1)

$\mathit{1}^{\ulcorner\urcorner}(u)^{\pm}=(\sigma 1j(u)^{\pm}nj, \sigma 2i(u)^{\pm}?l_{j})T=g$ on $\Sigma$ . (1.2)

ここで, $u=(u_{1}, u_{2})T$ は変位, $\sigma_{ij}(u)=\lambda\partial u_{k}/\partial x_{k}\delta ij+\mu(\partial u_{i}/\partial x_{j}+\partial \mathrm{z}\iota_{j}/\partial x_{i})$ は応力, $\lambda,$
$\mu$

は Lam\’e 定数である. また $7?$. $=(n_{1}, n_{2})^{\tau}$ は $\Sigma^{-}$ 側に立つ単位法線ベクトルとする.
一般にこのような亀裂問題の解は亀裂先端で特異性を持つとされている. 亀裂先端から
の距離を $r$ とすると変位場は $r^{1/2}$ の項を含み, 応力場が $r^{-1/2}$ で発散する. この応力場の
発散項の係数が応力拡大係数と呼ばれていて破壊力学において重要なパラメータの一っ
である. この特異性についての数学的た厳密な議論は直線亀裂の場合にしかなされていな
かった (Grisvard [1]). 本稿では項数の都合で結果を述べるだけにとどめざるを得ない
が, 以下に定義する弾性ポテンシャルを用いると曲線亀裂の場合にも直線亀裂と同様の変
位場の表示式を得ることができる.

亀裂 $\Sigma$ 上で定義された関数 $\varphi=(\varphi_{1}, \varphi_{2})^{T}$ を密度関数とする重層弾性ポテンシャル

$\mathrm{T}/V(\varphi)=-\int_{arrow}\nabla(\tau_{y}E(y, x))^{\tau}\varphi(y)ds_{y}$, $x\in\Omega_{\Sigma}$ (1.3)

で表されるトラクション問題の解を求めることを考える. $E(x,y)$ は線形弾性方程式の基
本解行列で, その成分は

$E_{ij}’(x, y)= \frac{1}{4\pi(\lambda+\underline{9}\mu)ll}\{(\lambda+3\mu)\log\frac{1}{|X-?j|}\delta ij+(\lambda+\mu)\frac{(x_{i}-yi)(Xj-yj)}{|_{X-/}\mathrm{t}|^{2}}\}$

である. $T_{y}E(y, x)$ は $E(y, x)$ の第 $j$ 列べクトルを $E_{j}(y, x)$ と表すときトラクション作用
素 $T_{y}$ を $E_{j}(y, x)$ に作用させたものを第 $j$ 列として作られる行列である. すなわち

$F_{\lrcorner}(y, x)=(E_{1}(y, X),$ $E_{2}(y, X))$

$T_{y}E(y, x)=(T_{y}E_{1}’(y, x),$ $\tau_{y}E_{2}(y, X))$
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重層弾性ポテンシャルに関して次の性質が重要である [2].

補題 1 $\varphi\in C^{0}(\Sigma)^{2}$ に対して $\mathrm{T}\prime V(\varphi)$ は以下の条件を満たす.

$L(W(\varphi))=0$ in $\Omega_{\Sigma}$ , (1.4)

$W(\varphi)^{+}-W(\varphi)^{-}=\varphi$ , (1.5)

$T(\mathrm{T}\psi(\varphi))+T=(W(\varphi))^{-}$ . (1.6)

補題 1の (1.6) 式が成り立つので以後 $TW(\varphi)^{\pm}$ が亀裂両面での値であることを示す上

付き添字士は省略する.

補題 (1) を考慮すると次の問題が解ければ, その解 $\varphi$ を密度とする重層弾性ポテンシャ

ル $W(\varphi)$ によってトラクション問題の解が与えられることになる.

問題 1与えられた $g$ に対して

$TW(\varphi)=g$ on $\Sigma$

を満たす $\varphi$ を求める.

次節でこの方程式に対して Nedelec [3] に準ずる方法で解析を行って得られた結果とし

て表面力 $g$ を与える空間および解 $\varphi$ を探す空間を適当に設定することでこの問題が–意
的な解を持つこと, 表面力 $g$ に対する仮定を強めることで解 $\varphi$ の亀裂先端での漸近形が

得られることについて述べる.

これに続いて密度関数 $\varphi$ の漸近形から $W(\varphi)$ で与えられる変位場の亀裂先端での表示

式を求めた結果を示し, 密度関数の係数と応力拡大係数の関係を示す.

最後に $W(\varphi)$ を用いて定義される双–次形式に対して有限要素解析を行った結果を示
す. そこでは Strang-Fix [4] で使われた特異要素を用いて数値解の誤差評価を行い, 密度

関数と応力拡大係数に対して $||\varphi^{h}-\varphi||_{1/}2,00\leq C|\varphi_{R}|1h^{1/}2,$ $|I\iota_{i,j}^{\prime h}-I_{1}\prime i,j|\leq C|\varphi_{R}|_{1}h^{1}/2$ と

いう誤差評価を得た.

重層弾性ポテンシャル $|/|_{(\mathrm{I}}^{\gamma},\varphi$ を用いることのメリットは

1. 密度 $\varphi$ が亀裂開口 $u^{+}-u^{-}$ に相当するという物理的な意味を持つ (補題 1(1.5)).

$\varphi$ の特異項の係数と応力拡大係数が非常に単純な関係式を満たし\mbox{\boldmath $\varphi$} に対する数値計

算で応力拡大係数の近似値が得られる.

2. $|/V(\varphi)$ からからつくられる双–次形式に対し有限要素法を適用すれば誤差評価の処

方箋どおりに数値解の誤差評価が得られる.
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ことである.

実際の計算を行うとき, と \langle に特異要素を用いる場合は行列要素を求めることが非常に

煩わしいが, 一度有限要素法の枠組にあてはめてしまえば理論的に誤差を評価できる点を

メリットとして強調してよいと考えられる. その理由は, 通常の有限要素法を亀裂を含ん

だ領域の問題に適用すると, そのような領域で定義されたソボレフ空間の性質が良くない

ために誤差解析が困難だからである.

2 亀裂開口変位

問題 1の解の存在, -意性と解の亀裂先端での漸近形について述べる. 次の双–次形式

を用いて解の存在と –意性を示すことができる.

$<T\mathrm{T}\cdot\cdot V(\varphi),$ $\psi/>:=-\int_{\underline{\nabla}}\tau \mathfrak{s}:|\text{ノ}(\varphi r)\psi d_{S_{y}}$ , $\varphi,$
$\psi\in C_{\mathit{0}}^{\infty}(\Sigma)^{2}$ . (21)

亀裂 $\Sigma$ の両端点を $\partial\Sigma=\{\gamma_{1}, \gamma_{2}\}$ とし, $x\in\Sigma$ に対して $d(x, \partial\Sigma):=\min(d(X,\gamma 1),$ $d(x,\gamma_{2}))$

$(d(x, y)$ は $\mathrm{R}^{2}$ における二点 $x,$ $y$ 問の距離) とするとき, 次のように定義される空間
$H_{00^{2}}^{1/}(\Sigma)^{2}$ で問題 1の解を求めることができる.

$H_{0}^{1/\underline{\nabla}}0^{2}()= \{\psi\in H^{1}/2(.\frac{\nabla}{});\int_{\Sigma}d(x, \partial^{\nabla}arrow)-1|\tau l,(\prime x)|^{2}ds<x+\infty\}$ ,

$H_{00^{2}}(/)^{2}1/\Sigma=H0^{1}0^{2}(\Sigma)\cross \mathcal{F}I_{00^{/}}^{1}2(rightarrow)\nabla$ .
$\psi\in H_{00}^{1/2}(\Sigma)$ に対するノルムを $||\psi||_{1/00}^{2}2,=||?l$) $||^{2}H1/2( \Sigma)+\int_{\underline{\nabla}}d(x., \partial\Sigma)^{-1}|\psi(x)|^{2}ds_{x}$で定義し,

$\varphi=(\varphi_{1}, \varphi_{2})^{T}\in H_{00^{2}}^{1/2}(^{\underline{\nabla}})$ に対するノルムを $|| \varphi||_{1/}2=2,00\sum_{=i1}2||\varphi_{i}(X)||_{1/2}^{2},00\text{定義すでる}.[5],$ $[6]$

$\psi\in H_{\mathit{0}0^{2}}^{1}/(_{a}\nabla)$ は連続性を持たないが,

$\int_{\Sigma}d(x, \partial\Sigma)-1|\psi(_{X})|2dSx<\infty$

により $\Sigma$ の端点で弱い意味で $0$ になっていると解釈できる. この空間で解を求めること

は, 亀裂の開口が亀裂端点では閉じているという物理的な要請に対応している.

解の存在証明には次の定理が本質的である.

定理 1双–次形式 (2.1) は $Ff_{00}^{1/}2(\Sigma)^{2}\cross\backslash H_{00}^{1/2}(^{\underline{\nabla}})^{2}$ 上の双–次形式に拡張され, 次の不等

式が成り立つ.

定数 $\alpha,$
$\beta$ が存在して, 任意の $\varphi,$

$\psi\in H_{00}^{1/2}(arrow\nabla)$ に対して

$|<T_{x}\mathrm{T}/V(\varphi),$ $\psi_{>}|$ $\leq$ $\alpha||\varphi||_{1/}2,00||\psi||_{1/}2,00$ , (2.2)

$<T_{x}W(\varphi),$ $\varphi>$ $\geq$ $/\mathit{3}||\varphi||_{1}2/2,00$ . (2.3)
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すなわち, 双–次形式 $<T\mathrm{T}/|’(\cdot),$ $\cdot>$ は $H_{00}^{1/2}(_{rightarrow}\nabla)^{2}$ において連続かつ強圧的となる. この事

実と Lax-Mffigranm の補題から解の存在と–意性が導かれる.

定理 2任意の $g\in\{H_{0}^{1/2}0(Jarrow\nabla)2\}’$ に対して

$<T\mathrm{T}\cdot\eta,r(\varphi),$ $\psi>=<g,$ $\psi>$ , $\forall\psi_{\in}H^{1}00^{/2}(2\Sigma)$ (2.4)

を満たす $\varphi\in H_{00}^{1/2}(\Sigma)^{2}$ が–意的に存在する.

さらに, 表面力 $g$ をより狭い空間に限定すると, 疑微分作用素を用いた解析により $\varphi$ の

亀裂端点での漸近形が得られる.

定理 3 $\Sigma$ の両端を $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ とする. $\gamma j$ からの亀裂上の点への距離を $r_{j}$ と表し, $\eta j$ を $\gamma_{j}$

の近傍で 1, もう –方の亀裂先端の近傍で $0$ となる $C^{\infty}$ 級の関数とする. $g\in H^{1/2}(\Sigma)^{2}$

のとき

$\varphi(x)=\sum_{m=1}2\sqrt{\uparrow m}\eta_{m}(r_{m})+\varphi R(x)$ , $\varphi_{R}\in H_{0}(32\Sigma)0^{/2}$

$H_{\mathit{0}0^{2}}^{3/}(_{arrow}^{\nabla})$ は–階導関数が $H_{00^{/2}}^{1}(^{\underline{\nabla}})$ に属す関数の全体であり, ソボレフの埋蔵定理より連続

性を持つ. したがって補題 1より (, が亀裂開口変位 $u^{+}-u^{-}=W(\varphi)^{+}-W(\varphi)^{-}$ に対応

するものであることが保証される.

3 応力拡大係数

直線亀裂の場合の亀裂先端近傍での変位の表示式は数学的に厳密な論法のもとで次のよ

うになることが示されている. [1]

定理 4亀裂 $\Sigma$ が線分のとき, 注目する亀裂先端を原点, 亀裂か\sim 1軸の負の部分に含まれ
るように座標軸をとり, $x_{1}$ 器の正の方向が $\theta=0$ となるように極座標 $(r, \theta),$ $-\pi<\theta<\pi$

をとる. このとき, 原点近傍での変位の表示式は

$=. \cdot\frac{Ii_{1}\prime}{\underline{)}C_{7}}\sqrt{\frac{\uparrow}{\underline{)}_{\pi}}}’+\frac{I\iota_{2}’}{\underline{9}C\tau}\sqrt{\frac{r}{2\pi}}+u_{R}(3.1)$

となる. $u_{R}$ は定数項と顕より高次の項から成る.

曲線亀裂の場合は $W(\varphi)$ の亀裂先端近傍での漸近形を計算することで同様の表示式が得

られる.
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定理 5亀裂先端 $\gamma_{1}$ に注目して, 亀裂 $\nabla \mathrm{r}$ は $x_{1}$ 軸の負の部分に接するように\mbox{\boldmath $\gamma$}1での亀裂

の接線方向に $x_{1}$ 立をとる. この座標系で $\varphi$ が

$\varphi=\sum_{m=1}^{2}\sqrt{r_{m}}\eta_{m}(_{\Gamma_{m}})+\varphi_{R}(x)$ , $\varphi_{R}\in H_{00}^{3}/2(\Sigma)2$ .

と表されているとき, $I\iota’i(i=1,2)$ を瓦 $=k_{i,1}\cross G\sqrt{2\pi}/(\kappa+1)$ と定めると $W(\varphi)$ は $\gamma_{1}$

の近傍で式 (3.1) の右辺と同じ漸近形を持つ. $\gamma_{2}$ に注目する場合も同様である.

4 数値解の収束証明

Strang-Fix [4] による特異性の取り扱いに則って, 問題 2の有限要素解析による近似誤

差の解析を行う. 解の表示で用いた cutoff 関数 $\eta_{j}(j=1,2)$ を用いて特異要素を導入す

ると有限要素法の誤差解析の処方箋に従って誤差評価を行うことができる. 曲線亀裂の

場合も直線の場合と本質的な違いはないので, ここでは簡単のため直線亀裂の場合を考

える. 以下, 亀裂 $. \frac{\nabla}{}$ は $x_{1}$ 軸上の区間 $(-a, a)$ とする. 区間 $\nablarightarrow$ を $n$ 個に分割し両端点

$x\mathit{0}=\gamma_{1}=(-a, 0),$ $X_{n}=\gamma_{2}=(c\iota, 0)$ を含め $n+1$ 個の分点 $\{p_{k}\}_{k}^{n}=0$ をとり, 最大分割幅

$\mathrm{n}’1\delta\cdot\lambda_{k=1,\ldots,n}’|p_{k}-p_{k}-1|$ を /1とおく. cutoff 関数を

$\eta_{1}(x_{1})=\{$
1,

$-a<x_{1}<-3a/4,7\mathfrak{j}_{2}(X_{1})=\{$
$0$ , $-a/\underline{‘)}<x_{1}<a$ .

1, $3a/4<x_{1}<a$ ,
$0$ , $-a<x_{1}<a/\underline{9}$ .

とし, 以下のように近似空間を構成する.

$\varphi_{l}(p_{k})=\delta_{k,\iota}$ , $k=0,$ $\ldots,$ $\eta.,$ $l=1,$ $\ldots,$ $n-1$

満たす–次要素の空間を

$V_{R}^{h}:= \{^{n-1}\sum_{\iota_{=}1}a_{l}\varphi_{l}(_{X})\}$

とし,

$\mathrm{T}/_{S}^{\mathit{7}}:=\{a_{0\eta_{1}(r)\sqrt{r_{1}}}1+a_{n}\eta_{2}(r_{2})\sqrt{7’ 2}\}$

を特異要素の空間とする. $\iota_{h}^{r}/:=V_{5}.\neg\cup \mathrm{t}/^{r_{R,h}}$ とおき, 近似解を $(V^{h})^{2}$ で求める.

問題 2与えられた $g\in H^{1/2}(^{\underline{\nabla}})^{2}$ に対して

$<TW(\varphi^{h}),$ $\psi’ h<>=g,$ $\psi^{h}>$ , $\forall\psi^{h}\in(V^{h})2$
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を満足する $\varphi^{h}\in(V^{h})^{2}$ を求める.

定理 6 $\varphi,$
$\varphi^{h}$ と $h$ に依存しない定数 $C$が存在して,

$||\varphi^{h}-\varphi||_{1/2,0}0\leq c|\varphi_{R}|_{1}h^{1}/2$ (4.1)

$|I\iota_{i,ji}^{\prime h}-Ii’,j|\underline{<}c|\varphi_{R}|1h^{1/}.2$ (4.2)

が成立する. $|\psi|_{1}$ は $| \psi|_{1}^{2}=\int_{-a}^{a}|\psi’(X)|^{2}dX$ で定義されるセミノルムである.

証明:

1. $||\varphi^{h}-\varphi||_{1/}2,00$ の評価.

$(4.1),(4.2)$ と Cea の補題から

$||\varphi^{h,h}-\varphi||_{1/2,0}0\leq C_{\inf_{\prime\psi\in\ddagger_{h}2}||-},\psi l\varphi||_{1/}2,00$
(4.3)

が成り立つ. 特に $\psi^{h}$ の特異項を $\varphi s$ 自身にとると

$\inf_{\psi\in V_{h}2}||\psi^{h}-\varphi||_{1}/2,00\leq\inf_{hV_{R}h)^{2}}|u’ h+\cdot\psi_{R}=\varphi S,\psi_{R}^{h}\epsilon(|\psi h-\varphi||1/2,00=\inf_{h}||\psi_{R}\in\langle V_{R}^{h})^{2}\psi hR^{-}\varphi R||_{1/}2,00$

.

である. ここで, –次要素による補間作用素を

$\Pi^{h}$ : $H_{00}^{3/\nabla}2(_{arrow)}.$
$arrow$ $V_{R}^{h}$

$\varphi_{R}$
$\mapsto$ $\sum_{=j1}^{n-1}\varphi R(p_{i})\varphi_{i}(X)$

と表すと

$\inf_{\psi_{R}^{h}\in V_{R}h}||\psi^{h}R^{-}\varphi R||1/2,00\leq||\Pi^{h}\varphi_{R}-\varphi_{R}||_{1/}2,00$

となり, $(V_{R}^{h})^{2}$ の元による臼 $\in H_{00}^{3/2}(\Sigma)^{2}$ の補間の誤差評価のみを行なえばよい. まず
$\psi\in H_{00}/2(3,\frac{\nabla}{})2\subset H^{1}(_{\mathrm{A}}^{\nabla})2$ に対して\psi に依存しない定数 $C_{1}$ が存在して

$||\square ^{h}\psi-\psi||_{H}k.(\Sigma)\leq C_{1}’|\cdot\sqrt,|1h^{1-}k$ , $k=0,1$

が成り立つので, ソボレフ空間の補間不等式から

$||\Pi^{h}\varphi_{R}-\varphi_{R}||H^{1/2}\{\Sigma)$ $\leq$ $C_{2}||\Pi^{h}\varphi R-\varphi_{R}||^{1/_{2}2}L\mathrm{t}\Sigma)||\Pi^{h}\varphi R-\varphi R||^{1}H^{/}1(2\Sigma)$

$\leq$ $C_{3}’|\varphi_{R}|1h^{1/}.2$ (4.4)

が得られる. 次に

$||d(x, \partial\Sigma)^{-}1/2(\square h(\varphi_{R}x)-\varphi R(x))||L^{2}(\Sigma)=\int_{-a}^{a_{d(X,\partial^{\underline{\nabla}}}})-1|\Pi^{h}\varphi R(X)-\varphi_{R(}x)|^{2}d_{X}(4.5)$
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を評価する.

$|\Pi^{h}\varphi_{R}(x)-\varphi R(X)|^{2}$ $=$ $| \int_{-a}^{x}(\Pi h\varphi_{R}-\varphi_{R})’(t)\mathrm{d}t|2$

$\leq$ $\int_{-a}^{x}1^{2}\mathrm{d}t\int_{-a}^{x}|(\square ^{h}\varphi_{R}-\varphi_{R})’(t)|^{2}\mathrm{d}t$

$\leq$ $|\varphi_{R}-\square _{h}\varphi_{R}|2$ .$(1x+a)$

$\leq$ $C_{1}|\varphi_{R}|1h\cdot(_{X}+a)$

となることに注意する. (4.5) を $(-a, -a+h),$ $(-a+h, a-h),$ $(a-h, a)$ に分けて評価す

る. まず

$\int_{-a}^{-a+h}d(X, \partial_{\mathrm{A}}^{\nabla})-1|\Pi h(_{X)}\varphi R-\varphi_{R}(x)|21\mathrm{C}x$

$\leq|\Pi^{h}\varphi_{R}-\varphi R|^{2}1^{\underline{\nabla}},\int_{-a}^{-a+h}d(X, \partial^{\nabla}\underline, )-1(x+a)^{2}\mathrm{d}x\leq C_{4}|\varphi_{R}|_{1}^{2}h$ .

同様にして

$\int_{a-h}^{a}d(X, \partial\underline{.\nabla})^{-1}|\Pi^{h}\varphi_{R}(X)-\varphi R(X)|^{2}\mathrm{d}x\leq C_{5}|\varphi_{R}|_{1}^{2}h$.

そして

$\int_{-a+h}^{a-}hd(x, \partial\underline{\nabla})^{-1}|\Pi^{h}\varphi_{R}(X)-\varphi_{R}(X)|^{2}\mathrm{d}x$

$\leq-a+’\leq x^{\backslash }.\leq a\max_{\mathrm{t}}\prime d-h(x, \partial^{\underline{\nabla}})\int_{-\mathit{0}+/\iota}^{a-h}|\Pi^{h}\varphi R(x)-\varphi R(X)|^{2}\mathrm{d}x$

$\leq C_{6}h^{-1}||\Pi h-\varphi_{R}\varphi R||^{2}L2(\Sigma)\leq C_{7}|\varphi_{R}|_{1}^{2}h$

となるので,

$||d(_{X,\partial}\Sigma)^{-}1/2(\Pi^{h_{(\cap}}rR-([mathring]_{r}R)||L2(\Sigma)\leq c_{8}|\varphi_{R}|1h^{1/}2$ (4.6)

という評価が得られる. $(4 .4),(4.6)$ と $H_{00^{2}}^{1/}(\Sigma)^{2}$ のノルムの定義より臓に対する誤差評価
が得られる.

2. $|I\mathrm{f}_{1,1}^{h}-I_{i}\prime 1,1|$ の評価

区間 $(-a, -3_{\mathit{0}}/4)$ で

$\varphi_{h}-\varphi=\varphi h,S-\varphi s+\varphi h,R-\varphi_{R}$

の第二成分には

$(I1_{1}’h,1^{-I}\mathrm{f}_{1,1})\sqrt{r_{1}}=\varphi 2(hx)-\varphi_{2}(x)+\varphi R,2(x)-\varphi_{R,2}(hx)$
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の関係がある. 両辺の絶対値を区間 $(-a, -3a/4)$ で積分し Schwarz の不等式を用いると

$|Ii_{1,1}^{\prime h}-Ii’1,1| \int_{-a}^{-3a}/4d\sqrt{r_{1}}x$

$\leq$ $\int_{-a}^{-3a/4}|\varphi_{2}^{h}(x)-\varphi 2(X)|clx+\int_{-a}^{-3a/4}|\varphi_{R,2}(x)-\varphi^{h}R,2(x)|dX$

$\leq$ $( \int_{-a}^{-3a/4}12dx\mathrm{I}1/2[(\int_{-a}^{-3a/4}|\varphi_{2}(_{X)\varphi}h-2(X)|2dX)+(\int_{-a}^{-3/4}a|^{2}|\varphi R,2(_{X})-\varphi_{R}^{h},2(X)dX)]$

従って

$|Ii_{1,1}^{r}-I_{1_{1}|}h’,1$ $\leq$ $C(||\varphi-h\varphi||_{L^{2}}+||\varphi hR-\varphi R||_{L}2)$

$\leq$ $2C||\varphi^{h}-\varphi||_{1/}2,00$

他の $\mathrm{A}_{i,j}^{\prime h}$ の誤差評価も全く同様である.
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