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序。 $G$ を非離散局所コンパクト abel 群とし、 $\hat{G}$でその双対群を表す。 $1\leq p<\infty$ な

る $P$ に対して If $(G)$ は $G$ 上の Harr 測度に関して絶対値が $P$肝胆積分であるような可測関

数全体からなる Banach 空間とする。 $L^{p}(G)$ 上の有界線形作用素で平行移動不変なものを

$L^{p_{-\mathrm{m}\mathrm{u}}}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ と呼ぶ。 その全体 $M_{p}(G)$ は単位元を持つ半単純可換 Banach 環になる。特

に $M_{1}(G)$ は測度環と同–視できる [22]。 $T\in M_{p}(G)\text{に対して}\hat{\tau}\in L^{\infty}(\hat{G})$ ($=\hat{G}$上の本質

的有界可測関数全体) が–意に存在し、 $\overline{TF}=\hat{T}\hat{F}\text{が}G$ 上のすべての単関数 $F$に対して成

卒する。 ここで、 $\hat{F}_{\text{、}}\overline{TF}$はそれぞれ $F_{\text{、}}TF$の Fourier 変換を表す。 $\hat{T}$ も Tの Fourier 変換

と呼ぶ。 $T\in M_{1}(G)\text{に対して}\hat{\tau}\text{は}$ Tを測度と同–視したときの Fourier-Stieltjes 変換であ

る。 任意の有界正則 Borel 測度\mu $\text{のスペクトルは}\hat{\mu}(\hat{G})$ の閉包を部分集合として含むが、 両

者が–致しない測度の存在が Wiener-Pitt により $G=\mathbb{R}$ の場合に示されたのは 60年以

上前のことである。その後Williamson [23] が任意の非離散局所コンパクト abel 群 $G$ に対

してこの Wiener-Pitt 現象が起こっていることを示した。つまり $T\in M_{1}(G)$ の作用素と

してのスペクトルと Tの Fourier 変換の値域の閉包が–致しない Tが存在することを示し

た。 また、 $1<p<2$ なる $M_{p}(G)$ の中でも Wiener-Pitt 現象を起こす作用素、特に測度が

あることを示したのは Igari [9] である。 さらにあ、 Rudin $[18]_{\text{、}}$ Varopoulos [20] [21] によ

り、 Fourier-Stieltjes 変換が無限遠点で $0$ になるような測度にも Wiener-Pitt 現象を起こす

ものがあることが示された。 Fourier 変換が G^上で連続で無限遠点で $0$ になる $T\in M_{p}(G)$
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全体を $C_{0}M_{p}(G)$ で表すと、 $C_{0}M_{p}(c)$ は $M_{p}(G)$ の単位元を含まない閉部分環である。 測

度の Fourier-Stieltjes 変換は G上で連続なので $C_{0}M_{1}(c)$ は Fourier-Stieltjes変換が無限遠点

で $0$ になる測度全体と同–視できる。だから Rudin と Varopoulos の結果より、 $c_{0}M_{p}(G)$

でも Wiener-Pitt 現象が起きているのではないかと考えられる。実際、 Zafran [25] [26] は

$G=\mathbb{R}^{n_{\text{、}}}\mathbb{T}^{n_{\text{、}}}$ と離散群 $\mathbb{Z}^{n}$の場合には正しいことを示した。Wiener-Pitt 現象を起こす測

度や作用素の構成方法はいろいろと知られてはいるが、そのような作用素の全体像はよく

分かっていない。 だから次が問題になる。

問題 1 スペクトルと Fourier変換の本質的値域が–致する $L^{\mathrm{p}}$ -multiplier をすべて求めよ。

この問題に対する組織的な研究は Zafran によるところが大きいが、 もともとは Fourier

解析学において古くから扱われてきた問題である。

H\"ormander [8] や Igari [9] の研究により $M_{p}(G)$ と $C_{0}M(PG)$ ではスペクトルの性質が大

きく異なることが知られている。 $M_{p}(G)$ に含まれる測度で $M_{p}(G)$ の中でWiener-Pitt 現象

を起こすものがあるが、 $C0^{M_{p}}(G’)$ に含まれる測度はWiener-Pitt 現象を起こさない等のこ

とが知られている。 また、 $C_{0}M_{p}(G)$ の Fourier変換は無限遠点での振る舞いが単純なので

作用素に内在する性質が浮き彫りにされていると考えられる。 だから $C_{0}M_{p}(c)$ は $M_{p}(G)$

の扱いやすそうな閉部分環であるというだけでなく、それ自身興味深い可換 Banach環で

ある。 このようなことから、 $C_{0}M(\mathrm{P}G)$ を調べることは自然であり大切でもある。そこでこ

の小論では上の問題を $C_{0}M(pG)$ において考える。

$T\in C_{0}M_{\mathrm{p}}(G)$ に対して Tの $L^{p}(G)$ 上の作用素としてのスペクトル\mbox{\boldmath $\sigma$}(T) が定義でき、可

換 Banach環 $c_{0^{M_{p}}()}G$ や $M_{p}(G)$ の要素としてのスペクトル sp(T, $C_{0}M_{p}(c)$ ) $\text{、}\mathrm{s}\mathrm{p}(T, M_{p}(G))$
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も定義されるが、 これらはすべて–致している。

定義 1 $T\in c_{0}M_{p}(G)\mathrm{B}\grave{\grave{\mathrm{a}}}\sigma(\tau’)=\overline{\hat{T}(\hat{G})}$をみたすとき、Tは自然なスペクトルを持つという。

自然なスペクトルを持つ $T\in C_{0}M_{p}(G)^{\text{全}体を}\mathrm{N}\mathrm{s}(c0M_{p}(c))$ であらわす。

$\text{よ_{っ}て我々の問題は}\mathrm{N}\mathrm{s}(c0^{M_{p}}(G))$ を求めよと言うことになる。 $G$ がコンパクトの場合

Zafran [24] は $T\in C_{0p}M(G)$ が自然なスペクトルを持つことと Tの Gelfand $\text{変換が}\hat{c}$の外側

で $0$ になることが同値であることを示した。特に、 $p=1$ なら Tのスペクトルが可算集合で

あることとも同値であることを示したのが Izuch-Shimizu [13] である (cf. $[11]_{\text{、}}[12]$ )
。

2。 $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}_{\text{、}}$ Neumann等は可換 Banach環とその乗作用素のスペクトルについて論じ

て、 得られた結果を $C_{0}M_{1}(G’)$ の場合に応用した。

定義 2Banach空間 X上の有界線形作用素 Sが以下の条件を満たすとき、 $S$は decomposable

であるといわれる : 複素数平面 $\mathbb{C}$ の任意の開被覆 $\{U, V\}$ に対して、 Xの S-不変閉部分空

間玲、 $Y_{V}$で $X=Y_{U}+Y_{V}$なるものが存在して、 $\sigma(S|Y_{U})\subset U_{\text{、}}\sigma(S|Y_{V})\subset V$となる。

定義 3 $B$を可換 Banach環とする。 Reg $B$により $B$の最大正則閉部分環、 Dec $B$により de-

composable積作用素になる b\in B全体、 つまり、 $T_{b}a=ba$ により定義した $T_{b}$が $B$上の有界

作用素として decomposable な b\in B全体を表す。

最大正則閉部分環の存在については、Albrecht [1] の単位的半単純可換 Banach 環に対

する結果が最初のものと思われる。その後、 Inoue-Takahasi [10] と Neumann [17] により

独立に任意の可換 Banach 環に対する結果として拡張された。 また Apostol [2, Theorem

36] の古典的な結果により $B$が単位元を持つとき Dec $B$は Bの閉部分環となることが知ら
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れている。。Neumann [171は半単純可換 Banach 環 $A$ において、 $a\in A$ の Gelfand 変換が

hull-kernel 位相に関して連続であることと $T_{a}$.が decomposable であることが同値であるこ

とを示した。 このことから次が分かる。

定理 $\mathrm{N}$ (M. M. Neumann) $A$ を (単位的とは限らない) 半単純可換Banach環とする。 こ

のとき、 Dec $A$ は $A$ の閉部分環であり、Reg $A\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $A$ となる。

定義 4 $A$ を半単純可換 Banach環とする。 $A$ 上の有界線形作用素Tで任意の $a,$ $b\in A$ に対

して、 $Tab=aTb$ を満たすものを乗作用素といいその全体を $M(A)$ であらわす。

$M(A)$ は $A$ 上の有界線形作用素全体からなる Banach環の可換な閉部分環であり、 $a\in A$

と対応する積作用素を同–視することにより、 $A$ は $M(A)$ の (閉とは限らない) イデアルで

ある。 だから $M(A)$ の Gelfand 空間\Phi M(A)は $A$ の Gelfand 空間\Phi Aを開集合として自然に含

む。 $M_{0}(A)$ (resp. $M0\mathrm{o}(A)$ ) により Gelfand 変換が\Phi Aの無限遠点 (resp. $\Phi_{M(A)}\backslash \Phi_{A}$) で $0$

になる $T\in M(A)$ 全体とする。 また、 $T\in M(A)$ の Gelfand 変換を Tにより表すことにし、

$\mathrm{N}\mathrm{S}(M(A))=\{T\in M(A) : \check{\tau}(\Phi M(A))=\overline{\check{T}(\Phi_{A})}\}$

と定める。 さらに、 $\mathrm{D}M(A)$ (resp. $\mathrm{D}M\mathrm{o}(A)$ ) は $A$ 上の作用素として decomposable な $T\in$

$M(A)$ (resp. $M_{0}(A)$ ) 全体を表す。すると、Neumann [16, Theorem 1] により $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}(M(A))\subset$

$\mathrm{D}M(A)$ (resp. $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}(M0(A))\subset \mathrm{D}M_{0}(A)$ ) である。 $A$や $M(A)$ を考えるモチベーションは

群環や測度環にある。実際、 $A=L^{1}(G)$ とすると $M(A)=M_{1}(G)$ となり、 $M(A)$ は測度環

$M(G)$ と同–視できる。 $\Phi_{L^{1}(G)}=\hat{G}$なので、 $M_{0}(A)$ は Fourier-Stieltjes変換が無限遠点で $0$

になる測度全体と同–視でき、 $M_{00}(A)$ は $L^{1}(G)$-radical と同–視できる。 可換 Banach 環

の–般論から $T\in M(A)$ に対して\mbox{\boldmath $\sigma$}(T) $=\check{T}(\Phi M(A))$ だから $\mathrm{N}\mathrm{S}(M(A))$ は自然なスペクトル
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を持つ測度全体のことである。 $T\in M_{0}(A)$ に対して Tの $M_{0}(A)$ での Gelfnad 変換を T-で表

す。 $\Phi_{A}$は $M_{0}(A)$ の Gelfand $\text{空間}\Phi_{M(}oA$ ) の開集合で\Phi A上 T\check $=\overline{T}\text{である}$。また、

$\mathrm{N}\mathrm{S}(M_{0}(A))=\{T\in M_{0}(A) : \sigma(T)=\overline{\check{T}(\Phi_{A})}\}$

とおくと

$\overline{T}(\Phi_{M_{0}(A}))=\check{\tau}(\Phi_{M})(A)=\sigma(T)$

なので

$\mathrm{N}\mathrm{S}(M_{0}(A))=\mathrm{N}\mathrm{S}(M(A))\cap M_{0}(A)$

である。 Laursen-Neumann [15] は次を示した。

定理 L-N (Laursen-Neumann) $A$ を正則な半単純可換 Banach環とする。 このとき、

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}(M_{0(A))}=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}(M_{0}(A))=\mathrm{D}M_{0}(A)=M_{00}(A)$

であり、 これらは NS(M0 $(\mathrm{A})$ ) の部分集合で和について閉じたものの中で極大な集合である。

特に、 $\Phi_{A^{i}}\delta^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}$ scatteredのときはこれらは NS $(M_{0}(A))$ と –致して、スペクトルが可算集合で

あるような $T\in M_{0}(A)$ 全体とも–致する。

上の定理を $A=L^{1}(G)$ の場合に適用すれば

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}(c_{0}M1(G))=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}(c0M1(G))=\mathrm{D}C_{0}M_{1}(G))=c_{00^{M}}1(G)$

であり、 これらは NS(C0M1 $(G)$ ) の部分集合で和について閉じたものの中で極大であること

が分かる。 また、 $G$ がコンパクトであれば NS(C0M1 $(G)$ ) と–致し、スペクトルが可算集合

であるような $T\in C_{0}M_{1}(G)$ 全体と–致することも分かる。また、 $G$ がコンパクトの時は任

意の $1\leq P<\infty$ なる $P$ について $L^{p}(G)$ は正則な半単純可換 Banach環で可換Banach環とし
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ての乗作用素と $L^{p}$-multiplier とは–致しているので $C_{0}M_{p}(G)$ についても同様のことがいえ

る。よって定理 L-N は、 前述のコンパクト abel群に対する Zafran の定理、 Izuchi-Shi而 Zu

の定理の拡張を与えていることが分かる。

3 。 $G$ がコンパクトでないと $1<p<\infty,$ $p\neq 2$ なる任意の $p$ について $L^{p}(G)$ は可

換 Banach環でないため $C_{0}M_{p}(G)$ 等の解析に Laursenや Neumann の方法を適用すること

はできない。 $C_{0}M_{1}(G)$ や $G$ がコンパクトのときの $C_{0}M_{p}(G)$ の場合と同様な結果も期待

できそうにみえる。 Zafran [26] により $\mathrm{N}\mathrm{S}(C_{0}M_{p}(G))$ は $C0^{M_{p}}(G)$ の真部分集合であるこ

とが知られていて、 $\hat{G’}=$ Tnがコンパクトであるため $C_{00}M_{p}(G)=C_{0}M_{p}(G)$ であるから

$C_{0}M_{1}(G)$ の場合とは様子が違っている。 この節では、 $C_{0}M_{p}(G)$ の Fourier変換にモチベ一

トされた、 局所コンパクト Hausdorff空間上で定義された無限遠点で $0$ になる複素数値連

続関数からなる可換Banach環のスペクトラリティーを調べる。その結果を $C_{0}M_{p}(G)$ に適

用して Reg $C0^{M_{p}}(G)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}c_{0}M(pc)=\mathrm{D}C_{0^{M_{p}}}(G’)$ を示す。 ここで

$\mathrm{D}c_{0}M_{p}(G)=$ { $T\in C_{0}M_{p}(G)$ : Tは $L^{p}(G)$ 上の作用素として decomposable}

とする。以後、Yで局所コンパクト Hausdorff空間を表し、 $M$により Y上で定義された複素

数値連続関数で無限遠点で $0$ になるもの (その全体を $C_{0}(Y)$ で表す) からなる可換 Banach

環で、共通 $0$ 点が空集合であるものを表す。 さらに、 $Y$がコンパクトの時は $1\in M$を仮定す

る。 Rは Mの部分集合とする。 $\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}\text{、}$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{e}-\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{i}_{\text{、}}$ Neumann の定理より Mには

最大正則閉部分環 Reg Mが存在する。 $m\in M$に対してm\checkは $m$ の Gelfand変換とする。 $\Phi_{M}$

で Mの Gelfand 空間を表す。
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定義 5 $y\in Y$に対して、

$K_{v^{=}} \bigcap_{m\in R}\check{m}^{-}(1(my))$

$K_{\infty}= \bigcap_{m\in R}\check{m}-1(0)$

と定める。

$M’=$ {$m\in M$ : 任意の $y\in$ についてm\checkは殉上定数で、 $K_{\infty}$で $0$}

とする。

Yがコンパクトであれば $K_{\infty}=\emptyset$ である。 Y上の $\sup$ ノルム $||\cdot||_{\infty}$ と Mのノルム $||\cdot||_{M}$

では $||\cdot||_{\infty}\leq||\cdot||_{M}$が成立しているため M’はMの閉部分環である。

定義 6 $\mathrm{N}\mathrm{s}(M)=\{m\in M:\overline{\check{m}(\Phi_{M})}=\overline{m(Y)}\}$ と定める。

$\mathrm{N}\mathrm{s}(M)$ はMのなかで自然なスペクトルを持つ関数全体とみてよい。実際、Mが $o_{0^{M_{p}}}(c)$

の Fourier 変換の場合を考えれば $T\in C_{\mathit{0}}M(\mathrm{P}G)$ に対して\mbox{\boldmath $\sigma$} $\langle$ T) $=\overline{\check{T}(\Phi_{M})}$であり、 Fourier

変換が同型写像を与えるため Tの Fourier 変換を C0Mp(G)で Gelfand 変換したものは T\check $($

$=T$を $C0^{M_{p}}(G)$ の中で Gelfand変換したもの) と –致する。 よって、 $(\mathrm{N}\mathrm{S}(C_{0}M_{p}(G)))^{\wedge}=$

Ns $(C_{0}\overline{M_{p}(}G))$ である。

定理 1Rが $C_{\mathit{0}}(Y)$ で稠密でそれ自身正則な半単純可換Banach環であるとする。 このとき、

Reg $M=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}M=M’$

である。 $R\subset L\subset \mathrm{N}\mathrm{s}(M)$ なる $L$ が和について閉じている $(i.e.\rangle L+L\subset L)$ ならば

$L\subset \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}$ Mである。
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注) 定理 1では Reg $M=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ M=M’が Ns(M) の和について閉じた部分集合の中で極

大になっていること、特に Reg $M=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}M=M^{J}$より真に大きくしかも和について閉じた

部分集合はないことを示している。 $\mathrm{N}\mathrm{s}(M)$ が和について閉じていないような $M$はたくさん

あるので、 上の結果はある意味で best である。

注) Reg Mが $C\mathit{0}^{(Y)}$ で稠密でなくとも Yの点を分離し、共通零点を持たなければ十分

であるが、証明は煩雑さをさけるため他で述べることにする。一般に、 半単純可換Banach

環 $B$については Reg $B\subset$ Dec $B$であることが Neumann [16, Theorem 5] により示されてい

るが、 Reg $B\neq \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}B$である例を著者は知らない。

この定理に類似な結果とその証明は平成 6年の関数環論研究集会の報告集でも述べた

[7] ことを注意しておく。

補題 2各 $x\in Y\cup\{\infty\}$ に対して $K_{x}$ は\Phi Mの閉集合である。また、 $x,$ $y\in Y\cup\{\infty\}$ が異なっ

ているときは $F_{x}$ ロ $F_{y}=\emptyset$ である。 さらに Reg Mが\v{S}ilOv環のとき、 即ち、 $Y$ 自身が Reg $M$

の極大イデアル空間であるときは、

$\cup$ $K_{x}=\Phi_{M}$

$x\in Y\cup\{\infty\}$

である。

証明. f\in Rの Mでの Gelfand 変換 flは\Phi Mで (Gelfand位相に関して) 連続である。 よって、

$\check{f}^{-1}(0)$ は\Phi Mの閉集合であるから $K_{\infty}$は閉集合である。 同様に任意の $x\in Y$に対して $K_{x}$は

$\Phi_{M}$の閉集合である。Rが $Y$の点を分離し、共通零点を持たないので、異なる $x,$ $y\in Y\cup\{\infty\}$

に対して $K_{x}\cap K_{y}=\emptyset$ となる。
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次に $\cup K_{x}=\Phi_{M}$を示す。 $P\in\Phi_{M}\backslash \cup K_{x}$があったとする。すると $\check{f}_{\infty}(p)\neq 0$ なる $f_{\infty}\in R$

が存在する。 また任意の $x\in Y$に対して $\check{f}_{x}(p)$ $\neq f_{x}(x)$ となる $f\in$ Rが存在する。 そこで

$B=$ { $f\in$ Reg $M$ : $\check{f}(p)=0$} とおく。 すると $\check{f}_{\infty}(p)\neq 0$ であることから $B$は Rの正則な

proper ideal である。 よって極大な proper ideal $\tilde{B}\supset$ Bが存在する。 Regが\v{S}iloV環なので

$x_{B}\in$ Yが存在し B $=$ { $f\in$ Reg $M$ : $f(x_{m})=0$} となる。 -方 $0=\check{g}(p)\neq g(x_{B})$ となる

g\in Rが存在することがわかるので $g\in B$であるが $g(x_{B})\neq 0$ より $g\not\in\tilde{B}$ となり矛盾が起き

た。 QED.

定理 1の証明. まず Rが\v{S}iloV 環であることが分かるので $R\subset NS(B)$ であることがわか

る。 また $f\in M$とすると補題 1より $\mathrm{s}\mathrm{p}(f, M)=\overline{\check{f}(\Phi_{M})}=\overline{\check{f}(\cup K_{x})}$であり、 $x\in Y$なら

$\check{f}|K_{x}=f(X)$ で$\check{f}|K_{\infty}=0\text{だから}\overline{\check{f}(\cup K_{x})}=\overline{f(Y)}$ となる。 よって $f\in \mathrm{N}\mathrm{S}(M)$ である。 つま

り $M’\subset NS(B)$ である。 つぎに、 $R\subset L\subset N\mathrm{S}(B)$ なる $L$ が和について閉じているとする

と L\subset M’であることを示す。 そこでもし f\in L\M’があったとすると $\check{f}|K_{x}$が定数となら

ない $x\in Y\cup\{\infty\}$ が存在する。 -方 Rが $C_{0}(Y)$ で稠密であるため任意の\epsilon $>0$ に対して

$\sup_{y\in Y}|f(y)-f\xi j(y)|<\mathcal{E}$

なるみ \in Rが存在する。 すると $\check{f}_{\epsilon}|F_{x}$は定数であるが $\check{f}|$盈が定数でないため $\sup_{p\in F_{x}}|\check{f}(p)-$

$\check{f}_{\epsilon}(p)|$ はある正数より小さくならない。 よって $f-f_{\epsilon}\not\in N\mathrm{S}(M)$ である。 –方 $R\subset L$ で $L$

は和について閉じているので $f-f_{\epsilon}\in L$ であるが $L\subset \mathrm{N}\mathrm{S}(M)$ なので矛盾を起こしている。

よって L\subset M’がわかる。

ところで Rが正則環であることから定理 $\mathrm{N}$ より

$R\subset \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}$ $M\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}M\subset \mathrm{N}\mathrm{S}(M)$
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である。DecMは和について閉じているので上より DecM\subset M’である。 また Rが $C_{0}(Y)$ で

稠密であるから $M’$ も $C_{0}(Y)$ で稠密であり、 $M’\subset \mathrm{N}\mathrm{S}(M)$ で $M’\subset M$なので $M’=\mathrm{N}\mathrm{S}(M’)$

である。 このことから\Phi M7=Yであることがわかる。すると Rが正則な\v{S}iloV 環だから $M’$

も正則であることになり、 Reg M\subset M’なので Reg $M=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ M=M’が成立する。 $\mathrm{Q}.\mathrm{E}$ .D.

系 3.

Reg $C0^{M_{p}()\mathrm{c}}G=\mathrm{D}\mathrm{e}o_{0M_{\mathrm{P}}(}G$ ) $=\mathrm{D}C0M_{\mathrm{P}}(G)$

である。

証明. $p=1$ の場合はAlbrecht [1, Corollary 33] と Neumann [16] の結果である。$p>1$ とす

る。 定理 1より Reg $c_{0}M_{p}(c)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}C\mathit{0}Mp(c)$ がわかるので Dec $c_{0}M_{\mathrm{P}}(G)=\mathrm{D}C\mathit{0}Mp(G)$ を

示す。Neumann [16, Theorem 1] より Dec $C_{0}M(\mathrm{P}G)\subset \mathrm{D}C_{0^{M_{p}(c)}}$ なので逆向きの inclusion

を示せば十分である。 そこで $T\in \mathrm{D}c_{\mathit{0}}M_{p}(G)$ とする。 $C0\overline{0M1(}G$)は $C_{0}(\hat{G})$ で稠密なので

$C_{0\mathit{0}}M_{1}(G)$ の列 $\{T_{n}\}$ で $narrow\infty$ としたとき $||\overline{T_{n}}-\hat{\tau}||_{\infty}(\hat{G})arrow 0$ なるものがとれる。 また、

Neumann [16, Theorem 8] $\text{と}\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}[\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}1\mathrm{r}}\mathrm{a}\mathrm{y}3.3]2$ \ddagger $\text{り}$

Dec $C_{0}M_{1}(G)=C_{00}M_{1}(G)=\mathrm{D}C_{\mathit{0}}M1(G)$

であり、さらに $T-Tn\in \mathrm{D}c0M(pG)$ である。また、Albrecht [1, Lemma 3.2] より Dec $C_{0}M_{p}(G)\subset$

$N\mathrm{S}(c_{0^{M}}(pG))$ なので、 $\text{任意_{の}}\phi\in\Phi_{CM}0p(c)$に対して $narrow\infty$ とすると

$|\phi(T - T_{n})|\leq||(\tau-T_{n})\vee||_{\infty(\Phi_{C_{\mathrm{O}^{M_{\mathrm{p}^{(}}}}}}G\rangle)=||\overline{T-t_{n}}||\infty(\hat{c})arrow 0$

となる。 また、

$c_{00}M1(G)=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}C_{0^{M}}1(G)\subset \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}C0M_{p}(G)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}c_{0}M(\mathrm{P}G)$
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なので Tは Dec $c_{0^{M_{p}}()}G$ による $\Phi_{C\mathrm{o}M_{p(c)}}$の level set それぞれの上で定数になる。 さらに、

これらの level set は $L^{1}(G)$ のそれと –致するので、定理 1より $T\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}c0M_{p}(G)$ となる。

4 。 Zafran の結果 [25] [26] より $1<P<\infty,$ $P\neq 2$ で $G=\mathbb{Z}^{n},$ $\mathbb{R}^{n},$
$\mathbb{T}^{n}$の場合には

$N\mathrm{S}(C_{\mathit{0}}M(\mathrm{P}G))$ は $C_{\mathit{0}}M_{p}(G)$ の真部分集合である。 さらに、 系 1より

Reg $C_{0}M(\mathrm{P}G)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}C_{\mathit{0}}M_{p}(c)=\mathrm{D}c_{0}M(pc)$

である。 -方定理 L-N により

Reg $C_{0}M_{p}(\mathbb{T}^{n})=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}c_{0}M_{p}(\mathbb{T}n)=\mathrm{D}c_{0}M(p\mathbb{T})n$

$=C_{0}0M(p\mathbb{T}n)=$ { $T\in C_{0p}M(\mathbb{T}^{n})$ : $\sigma(T)$ は高々可算集合}

であるが $C_{00}M_{\mathrm{P}}(\mathbb{Z}n)=o_{0}M_{\mathrm{P}}(\mathbb{Z}^{n})$ であるため

Reg $\mathit{0}_{0^{M_{p}(}}\mathbb{Z}n$ ) $=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}c0M(p\mathbb{T}n)=\mathrm{D}C_{\mathit{0}}M(\mathrm{P}\mathbb{T})\neq C_{00}M(\mathrm{P}\mathbb{Z}^{n})$

となる。 以下で $\mathbb{R}^{n}$の場合を考える。

定義 7 $\mathbb{R}$ の dyadic decomposition $(\triangle_{j})_{j\in \mathbb{Z}}$を

$\triangle_{j}=\{$

$[2^{j-1},2^{j})$ , $j>0$
$(-1,1)$ , $j=0$

$(-2^{-}j, -2^{-}j-1]$ , $j<0$

により定める。 $f\in C0(\mathbb{R})$ に対して $Var_{\triangle_{j}}f$ で\triangle j上での $f$の全変動を表す。

定義 8

$C_{c}(\mathbb{R}^{n})=$ { $f\in C_{0}(\mathbb{R}^{n})$ : $f$はコンパクト台を持つ},

$C_{v}(\mathbb{R})=$ { $f\in C_{0}(\mathbb{R}):f$は $\mathbb{R}$ の任意の有界閉集合上有界変動}
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とし、

$C_{0}^{v}M(p\mathbb{R})=\{\tau\in C0Mp(\mathbb{R}) : \hat{T}\in c_{v}(\mathbb{R})\}$

とする。

補題 4任意の $1<p<\infty$ に対して

$C_{c}(\mathbb{R})\mathrm{n}c_{v}(\mathbb{R})\subset$ Dec $\overline{C_{0}M}(\mathrm{P}\mathbb{R})$

である。

証明. $f\in C_{C}(\mathbb{R})\cap Cv(\mathbb{R})$ とすると $\sup.jVar_{\triangle}fj<\infty$ である。すると strong Marcinkiewicz

multiplier theorem [4, Theorem 8.3.1] により $1<q<\infty$ なる任意の $q$に対して $f\in C_{0}\overline{M_{q}(}\mathbb{R}$)

である。 また、 H\"ormander [8, Theorem 1.16] により $|1/p-1/2|<|1/q-1/2|$ なるとき

$C_{0}M_{q}(\mathbb{R})\subset m_{p}(\mathbb{R})$ である。ここで $m_{p}(\mathbb{R})$ は $L^{1}(\mathbb{R})$ の $C_{0}M(\mathrm{P}\mathbb{R})$ での閉包である。 (この包含

関係は任意の局所コンパクト abel群に対して成立することが Zafran により [27] の Theorem

3.1の証明の中で実質的に示されている。)

$m_{p}(\mathbb{R})\subset \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}$ $C_{0}M(\mathrm{P}\mathbb{R})=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C0^{M_{p}}(\mathbb{R})$

であるから $C_{0}M_{q}(\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $C_{0}M_{p}(\mathbb{R})\text{である_{。}}$ よって、 $f\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c0M_{\mathrm{P}}}(\mathbb{R})$ となる。

定理 5 $1<p<\infty$ なる任意の $P$ に対して

Dec $C_{0}M_{p}(\mathbb{R})C_{0}vM_{p}(\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $C_{0}M_{p}(\mathbb{R})$

が成立する。
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証明. 補題 2より

$(C_{C}(\mathbb{R})\cap C_{v}(\mathbb{R}))C_{0\mathrm{P}}\overline{vM(}\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{c_{0}M_{\mathrm{p}}}(\mathbb{R})$

である。 $\Phi c\mathrm{o}M_{\mathrm{p}}(\mathbb{R})$ を $C0^{M_{p}}(\mathbb{R})$ の Gelfand 空間とする。 $c_{C}(\mathbb{R})\cap Cv(\mathbb{R})$ が $C_{\mathit{0}}(\mathbb{R})$ で稠密で

$C_{c}(\mathbb{R})\mathrm{n}c_{v}(\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C0^{M_{p}}}(\mathbb{R})\subset C_{0}(\mathbb{R})$

であることから、 $c_{C}(\mathbb{R})\cap Cv(\mathbb{R})$ の $C_{0}M_{p}(\mathbb{R})$ における Gelfand 変換による $\Phi c\mathit{0}M_{p}(\mathbb{R})$の分割

と、 Dec $C_{0}M_{P}(\mathbb{R})$ によるそれとが–致することが分かる。 よって、任意の $x\in \mathbb{R}$ について

$C_{c}(\mathbb{R})\cap Cv(\mathbb{R})$ の $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R})$ における Gelfand 変換による level set で $x$ を含むものの上で、

Dec $C_{0}M_{p}(\mathbb{R})$ の Gelfand 変換は定数値をとる。 また、 定理 1より

Dec $C0M_{\mathrm{P}}(\mathbb{R})=$ { $T\in C0M_{p}(\mathbb{R})$ : $\check{T}|K_{x}$は定数 $(\forall x\in \mathbb{R}),\check{T}|K_{\infty}=0$}

である。 よって結論が得られた。

$C_{0}^{v}M(p)\mathbb{R}$ は $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}c_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R})$ の部分集合ではないことを注意しておく。実際 Zafran [25] に

より Fourier変換が C\infty 級であるような $T\in C0M(p)\mathbb{R}$ でWiener-Pitt現象を起こすものが知

られている。 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{0^{M_{p}}}(\mathbb{R})$ に含まれる任意の作用素はWiener-Pitt 現象を起こさないので、

Zafran によるこの例が $C_{0}^{v}M(p)\mathbb{R}$ に含まれ $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{0}M_{P}(\mathbb{R})$ に含まれないものの例を与える。

研究集会の後で $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{0}M_{p}(\mathbb{R})$ は $C0^{M_{p}}(\mathbb{R})$ のイデアルにはならないことが分かった。 さ

らに、 $C00^{M}p(P\mathbb{R})=\{0\}$ であることも分かった。 これらは「第 4回関数空間セミナー」 にお

いて報告したが、 ここで詳しい証明を与える。 $C0^{M_{p}}(\mathbb{R})$ の Gelfand $\text{空間}\Phi C_{0}M(\mathrm{p})\mathbb{R}$の $L^{1}(\mathbb{R})$

による level set 分解を考える。即ち、 $x\in \mathbb{R}$ に対して

$L_{x}=\{p\in\Phi c0M(\mathrm{p}\mathbb{R}) : \check{f}(p)=\hat{f}(X)\forall f\in L^{1}(\mathbb{R})\}$ ,
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$L_{\infty}=\{_{P}\in\Phi c\mathrm{o}M_{\mathrm{p}(}\mathbb{R}\rangle : \check{f}(p)=0\forall f\in L^{1}(\mathbb{R})\}$

とする。 補題 1より

$\Phi_{C_{0}M_{\mathrm{p}}}(\mathbb{R})=$ $\cup$ $L_{y}$

$y\in \mathbb{R}\cup\{\infty\}$

となる。 ここで右辺は disjoint union である。

補題 6

$\hat{T}\in C_{c}(\mathbb{R})\backslash \mathrm{N}\mathrm{S}(\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{R}))$

なる $T\in C_{0}M_{p}(\mathbb{R})$ が存在する。

証明. まず

$c_{\overline{0^{M_{p}}(})}\mathbb{R}\cap c_{c}(\mathbb{R})\not\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{c_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R})$

を示す。 そこで、

$C_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{R})\cap c_{C}(\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{c_{0p}M}(\mathbb{R})$

と仮定して矛盾を示す。

$f\in C_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{Z})$ とする。 $\hat{\mathbb{Z}}=\mathbb{T}$ なので $f$は区間 $[0,2\pi]$ 上の連続関数で $f(\mathrm{O})=f(2\pi)$ なるも

のとみることができる。 $f-f(0)$ を改めて $f$ とおく。 fの $\mathbb{R}$ への periodic extension を $F$ と

すると de Leeuw の定理 [3, Theorem 45] より $F\in\overline{M_{p}(\mathbb{R})}$ である。次に区間 $(0,2\pi)$ の特性

関\not\in X;$x_{(0},2\pi$)を考える。 $1\in \mathbb{T}$ に対する Dirac 測度\mbox{\boldmath $\delta$}oの Fourier 変換\mbox{\boldmath $\delta$}o $\text{は}M_{p}(\mathbb{T})$の要素である。

ここで、

$\hat{\delta}_{\mathit{0}}=\{$

1, $z=0$
$0$ , $z\neq 0$

である。すると Jodeit の multiplier extension theorem [14, Theorem 37] より $x_{(0},2\pi$ ) $\in$

$\overline{M_{p}(\mathbb{R})}$ である。 $F(0)=F(2\pi)=0$ でありさらに $F$は連続なので $F\chi_{(0},2\pi$)
$\in C_{0}\overline{M(p}$ )$\mathbb{R}$ とな
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る。 すると最初の仮定より $Fx_{(0},2\pi$)
$\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{0}M}(p)\mathbb{R}$ となり $Fx_{(0},2\pi$ )

$\in \mathrm{N}\mathrm{s}(\overline{c_{0^{M}(\mathbb{R})}p})$ であ

る。 よって、 $\lambda\in \mathbb{C}\backslash f(\pi)$ に対して

$(\lambda-F\chi_{(0,2}\pi))-1-\lambda^{-1}\in C_{0}\overline{M(p}\mathbb{R})$

となるから Jodeit の multiplier restriction theorem [14, Theorem 2.3] より

$(\lambda-f)-1-\lambda^{-1}\in C_{0}\overline{M(p})\mathbb{Z}$

となることが分かる。即ち $f\in N\mathrm{S}(c_{0}M_{p}(\mathbb{Z}))$ となる。 このことは NS $(C_{0}M_{p}(\mathbb{Z}))$ が $C_{0}M_{p}(\mathbb{Z})$

の真部分集合であることに矛盾する。 よって

$C_{\mathit{0}}\overline{M_{p}(}\mathbb{R})\cap c_{c}(\mathbb{R})\not\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{R})$

が示された。 $\hat{T}\in c_{c}(\mathbb{R})\backslash \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{0}M}(p)\mathbb{R}$ なる $T\in C0M(p)\mathbb{R}$ を考える。 $L^{1}(\mathbb{R})$ が regular なの

$\text{で}\hat{T}\text{の台で}1$ をとる g\in L1(R)が存在する。 すると $\hat{T}=\hat{T}\hat{g}=\overline{Tg}$ であって

Dec $c_{0^{M}(\mathbb{R})=}p$ { $T\in C_{0}M(\mathrm{P}\mathbb{R})$ : $\check{T}|L_{x}$は定数 $(\forall x\in \mathbb{R}),\check{T}|L\infty=0$}

であるから $\check{T}|L_{\infty}$ である。従ってある $x\in \mathbb{R}$ に対して T|Lxは定数ではない。 $L^{1}(\mathbb{R})\subset$

Dec $C0^{M_{p}}(\mathbb{R})$ なので、必要であればコンパクト台を持つ適当な Ll $(\mathbb{R})\text{を}\hat{T}$に足すことに\ddagger り、

$\hat{T}\in C_{c}(\mathbb{R})\backslash \mathrm{N}\mathrm{S}(\overline{c_{0^{M}(\mathbb{R})}p})$

としてよい。

補題 7

$\hat{T}\in C_{c}(\mathbb{R}^{n})\backslash N\mathrm{S}(c_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{R}n))$

なる $T\in C0Mp(\mathbb{R}^{n})$ が存在する。
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証明. $n=1$ の場合は補題 4で示したので $n>1$ の場合を考える。 まず

$C_{0}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n})\cap C_{c}(\mathbb{R}^{n})\not\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})$

を示す。 $\text{そこで}C\mathit{0}\overline{M(p\mathbb{R}}^{n}$ ) $\cap C_{C}(\mathbb{R}n)\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$
$\overline{C_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})$ と仮定して矛盾を示す。 写像

$L$ : $C_{\mathit{0}}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n}$) $arrow C_{0}(\mathbb{R})$

を $L(f)=f(\cdot, 0, \cdots, 0)$ により定めると

$L(C_{\mathit{0}}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}n)\cap^{c_{C}(}\mathbb{R}^{n}))=C_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{R})\cap^{c_{C}(}\mathbb{R})$

となる。 実際 de Leeuw [3, Proposition 32] の定理から $\subset$がわかる。逆向きの包含関係を調

べる。 Saeki [19, Lemma 3.1] の定理を $G=\mathbb{R}^{n},$ $H=\{(x, 0, \cdots, 0)\in \mathbb{R}^{n} : x\in \mathbb{R}\}$の場合に

適用すると $f\circ\pi\in C_{0}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ となる。 ここで\mbox{\boldmath $\pi$} : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}$ は\mbox{\boldmath $\pi$}(Xl,) . .. , $x_{n}$ ) $=x_{1}$により定め

る。 $X=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}f\cross[-1,1]^{n-1}$ とし Uは $X$のコンパクト近傍とする。 $L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ が regular である

ことから

$G=\{$
1, on $X$

$0$ , on $\mathrm{R}^{n}\backslash U$

なる $G\in L^{\overline{1}}(\mathbb{R}^{n})$が存在する。 すると

$G\cdot f\circ\pi\in C0\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n})\cap C_{C}(\mathbb{R}^{n})$

で、 $L(G\cdot f\mathrm{o}\pi)=f$ となる。 よって $\supset$が示された。

–方

$L|\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{0}M}(p\mathbb{R}n)$ : Dec $\overline{C_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})arrow C_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{R})$
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は準同型写像で $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{0}Mp(\mathbb{R}^{n})=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}c_{\mathit{0}p}M(\mathbb{R}n)$ なので Laursen-Neumann [15, Proposition

1.1] より

$L(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R}n))\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{\mathit{0}}M_{p}}(\mathbb{R})$

となる。 よって最初の仮定より

$C_{0}\overline{M_{p}(}\mathbb{R})\cap c_{C}(\mathbb{R})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{\mathit{0}p}M}(\mathbb{R})$

となるが、 これは補題 4と矛盾する。 よって

$C_{0}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n})\cap C_{c}(\mathbb{R}^{n})\not\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})$

が示された。 あとは補題 4の証明の最後の部分と同様にして結論が得られる。

Zafran [25] $\text{は}\hat{T}\in C^{\infty}(\mathbb{R}n)$ である $T\in C0M_{p}(\mathbb{R}^{n})\backslash N\mathrm{S}(c_{0}M_{p}(\mathbb{R}n))$の存在を示している。

補題 5で得られる $T\text{は}\hat{T}\text{が^{コ}ンパ_{ク}ト台を持つ作用素_{である}}$。特に $n=1\text{のときこの}\hat{\tau}$は、

strong Marcinkiewicz theorem より、局所有界変動にならないことが分かる。よってこの $T$

は Zafran のものとは異なることを注意する。また、 この Tは $C_{0}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ でWiener-Pitt現象

を起こすので、 Fourier変換がコンパクト台を持つような測度は $C_{0}M_{1}(\mathbb{R}n)$ でWiener-Pitt

現象を起こさない (実際、 Dec $C_{0}M_{1}(\mathbb{R}n)$ が $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ のイデアルであるから

$C_{c}(\mathbb{R}^{n})\cap^{o_{\mathit{0}}M_{1}}\overline{(\mathbb{R}}n)\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $\overline{C_{\mathit{0}}M_{1}}(\mathbb{R}n)$

となり、 Fourier 変換がコンパクト台を持つような測度はWiener-Pitt 現象を起こさない)

のとは様子が違う。

補題 8任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$に対して $L_{x}\neq\{x\}$ である。

94



証明. $n=1$ の場合は補題 4の最後の部分で、実質的に、$L_{x}\neq\{x_{\mathit{0}}\}$ となる $x_{0}\in \mathbb{R}$ の存在が示

されている。 $n>1$ の場合も同様に証明される。つまり $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ と $f\in c_{0}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n}$ ) $\cap C_{c}(\mathbb{R}n)\backslash$

Dec $\overline{C_{0}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})$が存在して $f$は Lx。で定数でない。 そこで、任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$にたいして $f_{x}$を

$f_{x}(t)=f(t-X+x_{0})$

と定めれば

$f_{x}\in C0\overline{M_{p}(\mathbb{R}}n)\mathrm{n}C_{C}(\mathbb{R}^{n})\backslash \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{C\mathit{0}M}(\mathrm{p}\mathbb{R}n)$

であり、んは $L_{x}$で定数ではない。

以上の定理、補題等より次が分かる。

定理 $91<p<\infty_{2}p\neq 2$ とする。

Reg $C_{0}M_{p}(\mathbb{R}n)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{\mathit{0}}M(p\mathbb{R}n)=\mathrm{D}C_{0}M(\mathrm{P}\mathbb{R}^{n})\subset N\mathrm{S}(c_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R}^{n}))$

であり、左辺は $NS(c_{0}M_{\mathrm{P}}(\mathbb{R}^{n})$ の部分集合で和について閉じているものの中で極大である。

また、 Dec $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ は $C_{0}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ のイデアルではない。そして、

$C_{\mathit{0}0}M_{\mathrm{P}}(\mathbb{R}n)=\{0\}$

である。

次に $m_{p}(\mathbb{R}^{n})$ と Dec $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ の関係を調べる。任意の局所コンパクト abel群 $G$ につい

て、 $\overline{L^{1}(G)}\text{は}\hat{G}$は $C_{\mathit{0}}(\hat{G})$ で稠密であることから、$m_{p}(G)$ による $\Phi c_{0}M_{\mathrm{p}(c)}$の分解と $C_{0}M(\mathrm{P}G)$ に

よるそれとは–致することが分かる。 さらに、$p=1$ で $G$ が非離散の場合は $m_{1}(G)=L^{1}(c)$

は Dec $C_{\mathit{0}}M_{1}(G)$ の真部分集合であることがが古典的に知られている。 $1<p<\infty,$ $p\neq 2$ の
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場合、 Zafran [24, Proposition 2.9] は Fig\‘a-Talamanca and Gaudry [6] の Theorem $\mathrm{B}$ の証

明の中にでてくる関数\mbox{\boldmath $\varphi$}\in Dec $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{T})$ は $m_{p}(\mathbb{T})$ には属さないが、 $\varphi^{2}\in m_{p}(\mathbb{T})$ であるこ

とを示した。 このことから、 $\varphi\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C0M}(p)\mathbb{T}$であることが分かる。 さらに、 $n\geq 1$ なる

$\mathbb{T}^{n}$ においても\mbox{\boldmath $\varphi$} を $\mathbb{Z}^{n}$に適当に拡張した関数が同様の性質を有していることが分かる。

定理 10 $\varphi$ を上で述べた $Fig\grave{a}- Ta\iota amanca$の関数とする。 Zn上の関数\Phiを

$\Phi(z_{1}, , . . , z_{n})=\{$

$\varphi(z_{1})$ , if $z_{2}=..$ . $=z_{n}=0$

$0$ , otherwise

と定める。 このとき、

$\Phi\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{T}^{n})\backslash m_{p}\overline{(\mathbb{T}^{n}})$ , $\Phi^{2}\in\overline{m_{p}(\mathbb{T}^{n}})$

である。

証明. Tn上 1をとる恒等関数の Fourier 変換を\triangle は positieve definite で

$\triangle(\mathcal{Z}_{1\cdot\cdot n},., \mathcal{Z})=\{$

1, $z_{1}=.$ . . $z_{n}=0$

$0$ , otherwise

であるから、

$\Phi(z_{1,\ldots,n}Z)=x_{1\in}\sum\varphi(X1)\triangle^{2}((_{\mathcal{Z}_{1},\ldots Z_{n})},-(X_{1},0, \ldots, 0)\mathbb{Z})$

である。すると、 Figa-Talamanca and Gaudry [5, Theorem 1] より $\Phi\in C_{0}\overline{M_{p}(\mathbb{T}}^{n}$)がわ

かる。 また、 1 $<q<\infty$ なる任意の $q$ に対して\mbox{\boldmath $\varphi$}2 $\in c_{\overline{0^{M_{q}}(})}\mathbb{T}$だから、 上と同様にして

$\Phi^{2}\in C_{0}\overline{M_{q}(\mathbb{T}}^{n})$である。 Zafran [27] の Theorem 3.1の証明の中で本質的に述べられている

ように、 $|1/2-1/p|<|1/2-1/q|$ のとき $C_{\mathit{0}}M_{q}(\mathbb{T}^{n})\subset m_{p}(\mathbb{T}^{n})$ である。 よって、 $\Phi^{2}\in\overline{m_{p}(\mathbb{T}^{n}}$)

である。
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また、 $\mathbb{T}^{n}$がコンパクトなので $IJ(\mathbb{T}^{n})$ が可換Banach 環となり、 $M_{p}(Tn)$ は If $(T^{n})$ の可

換 Banach環としての multiplier である。 また、 $L^{p}(\mathbb{T}^{n})$ の極大イデアル空間 $\mathbb{Z}^{n}$は離散空間

なので Laursen and’Neumann [15, Theorem 3.1] より

$m_{p}(\mathbb{T}^{n})\subset \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{g}$ $C_{\mathit{0}}M(\mathrm{P}\mathbb{T}^{n})=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C_{0^{M_{p}(}}\mathbb{T}^{n})$

$=NS(C_{0}M_{p}(Tn))=$ { $T\in C_{0}M_{p}(\mathbb{T}^{n})$ : Tのスペクトルは可算集合}

であるから、 $\Phi^{2}$のスペクトルは可算集合である。 よって、 $\Phi$のスペクトルも可算集合であ

るので\Phi $\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{T}^{n})$ となる。

最後に\Phi $\not\in\overline{m_{p}(T^{n}}$)を示す。そこで、 $\Phi\in\overline{m_{p}(\mathbb{T}^{n}}$) と仮定する。すると Zn上の有限台をも

つ関数の列 $\{f_{n}\}$ が存在して、 $narrow\infty$ のとき $||\Phi-f_{n}||_{M}\mathrm{p}(\mathrm{T}^{n})arrow 0$ とできる。 -方 de Leeuw

の定理 [3, Lemma 3.1] と閉グラフ定理より、正数 Kが存在して

$||\Phi|\mathbb{Z}-fn|\mathbb{Z}||_{M}p(T)\leq K||\Phi-f_{n}||M(p\mathrm{T}n$

がすべての自然数 $n$ について成立する。 ここで $\mathbb{Z}$ と $\{(z, 0, \ldots, \mathrm{o})\in \mathbb{Z}^{n} : z\in \mathbb{Z}\}$ を同–視

している。 $\Phi|\mathbb{Z}=\varphi$ である。 また、 $f_{n}|\mathbb{Z}$ は有限台を持つから剤 Z\in Ll $(\mathbb{T})$である。従って

$\varphi\in\overline{m_{p}(T)}$ となるが、 これは矛盾を起こしている。以上より $\Phi\not\in\overline{m_{p}(\mathbb{T}^{n}}$)が示された。

注) strong Marcinkiewicz theorem [4, Theorem 82.1] より $1<q<\infty$ なる任意の $q$に

対して\mbox{\boldmath $\varphi$}2 $\in C_{0}\overline{M_{q}(}\tau$ )であるから\Phi 2\in C0Mq(Tn) である。

この定理の\Phiを、Fig\‘a-Talamanca and Gaudry [5, Theorem 1] を用いて Rn上のmultiplier

に拡張したものが\Phi と類似な性質を有していることが分かる。

定理 11

$f\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})\backslash m_{p}\overline{(\mathbb{R}^{n}})$ , $f^{2}\in\overline{m_{p}(\mathbb{R}^{n}})$
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なる fが存在する。

証明. $\Phi$を定理 10のものとする。 $\triangle$を台が $\{(x_{1}, \ldots , x_{n})\in \mathbb{R}^{n} : |x_{j}|\leq 110\}$ に含まれる

positive definite $\text{な}L^{11}\overline{(\mathbb{R}^{n}}$) の関数で\triangle (0) $=1$ なるものとする。 $\mathbb{R}^{n}$上の関数 $f$を

$f(x)= \sum_{z\in \mathbb{Z}^{n}}\Phi(z)\triangle \mathit{2}(x-Z)$

と定める。ただし $x=(X_{1}, \ldots, X_{n}),$ $\mathcal{Z}=(z_{1}, \ldots, z_{n})$ とする。Fig\‘a-Talamanca and Gaudry [5]

の Theorem 1を $X=\mathbb{R}^{n},$ $X_{0}=\mathbb{Z}^{n},$ $U=\{x\in \mathbb{R}^{n} : |x_{j}|\leq 1/10\},$ $p=q$の場合に適用し

て $f\in C_{0}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ が分かる。 Fig\‘a-Talamanca and Gaudry [6] の Proof of Theorem A の

p.486の部分と同様に $f\not\in m_{p}(\mathbb{R}^{n})$ が分かる。 また、 $f^{2}(x)=\Sigma\Phi^{\mathit{2}}(m)\triangle^{4}(X-m)$ であり、

$1<q<\infty$ なる任意の $q$に対して\Phi 2 $\in C_{\mathit{0}}\overline{M_{q}(\mathbb{T}}^{n}$ )であるから $f^{2}\in C_{0}\overline{M_{q}(\mathbb{R}}^{n}$)である。 する

と H\"ormander [8, Theorem 1.16] より $f^{2}\in m_{p}\overline{(\mathbb{R}^{n}}$) となり、 $m_{p}(\mathbb{R}^{n})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $C_{0}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ なの

で定理 1を $Y=\mathbb{R}^{n},$
$M=C_{0}\overline{M_{p}(\mathbb{R}}^{n}$ ), $R=L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ の場合に適用すると、 $\check{f}^{\mathit{2}}|L_{\infty}=0$ であ

る。 よって $\check{f}|L_{\infty}=0$ でもある。 ここで、

$L_{\infty}= \bigcap_{\in gL^{1}(\mathbb{R}^{n})}\check{g}-1(0)$

である。 ただし gは gの $C_{\mathit{0}}M_{p}(\mathbb{R}^{n})$ における Gelfand 変換をあらわす。 また、 $x\in \mathbb{R}^{n}$に対

して

$L_{x}= \mathit{9}\bigcap_{\in L1(\mathbb{R}^{n})}\check{g}^{-}(\hat{g}(x)1)$

とする。任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$に対して $\check{f}|L_{x}$が定数であることが分かれば、定理 1より $f\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0(\mathbb{R}^{n})}M_{p}}$

が分かる。そこで、$\check{f}|$ Lx。が定数でないような $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$が存在したとする。$\check{f}^{2}\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{c0M}(p\mathbb{R}^{n})$

なので、 $\check{f}^{2}|L_{x\text{。^{は定}。}数である従_{っ}て}\check{f}|L_{x\text{。}が定数でないので異なる_{}2}$つの値を持つことに
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なる。 それらが 1と $-1$ だと仮定して–般性を失わないのでそうする。すると $\hat{f}^{\mathit{2}}(X_{\mathit{0}})=1$ で

ある。 よって $z_{\mathit{0}}\in \mathbb{Z}^{n}$が存在して\triangle (xo--zo)\neq O となる。 $g$を有限台を持ち、 $g(z_{0})=1$ なる

Zn上の関数とする。 r上の関数 $G$ を

$G(x)= \sum_{\mathbb{Z}^{n}z\in}g(Z)\triangle^{2}(X-z)$

と定めると有限個の $\mathcal{Z}$を除いて $g(\mathcal{Z})=0\text{で}\triangle\in L^{l1}\overline{(\mathbb{R}^{n}})$なので、 $G\in L^{1}\overline{(\mathbb{R}n}_{)}$であり、$G(x_{0})=$

$\triangle^{\mathit{2}}(x_{\mathit{0}}-z_{0})>0$ となる。 strong Marcinkiewicz theorem [4, Theorem 82.1] より $1<q<\infty$

なる任意の $q$に対して $(\Phi+g)^{\mathit{2}}\in C_{\mathit{0}}\overline{M_{q}(\mathbb{T}}^{n})$ となる。 \triangle の台が小さいことに注意すれば、

$(f+G)^{\mathit{2}}\in c_{0}\overline{M_{q}(\mathbb{R}}^{n})$ であることが分かる。従って $(f+G)^{\mathit{2}}\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\overline{C_{\mathit{0}}M}(\mathrm{P}\mathbb{R}^{n})$ となるから

(f\check +G\check )2|Lx。は定数である。 -方、 $G\in\overline{L^{1}(\mathbb{R}^{n}}$)で $L^{1}(\mathbb{R}^{n})\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}C0^{M_{p}(}\mathbb{R}^{n})$ だから $\check{G}|L_{x_{\text{。}}}=$

$G(x_{\mathit{0}})>0$ である。 また、 f|Lx。は 1と $-1$ と両方の値をとるので、 (f+G)2|Lx。は定数にな

らない。即ち、矛盾が起きた。以上から任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$について $f|L_{x}$は定数であることがい

え、 従って $f\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{C}\overline{c_{0}M_{p}}(\mathbb{R}^{n})$が示された
$\circ$

5。 $N\mathrm{S}(c_{0}M(pc))$ の中身については大きな部分が可換Banach環の言葉で記述できたが、

$\mathrm{N}\mathrm{S}(M_{p}(G))$ については $p=1$ の場合を含めて不明な点が多い。 Albrecht の結果 [1, Lemma

32] から $\mathrm{D}M_{p}(G’)\subset N\mathrm{S}(M_{p}(G))$ や Neumannや Laursen の結果から

Reg $M_{p}(G)\subset \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $M_{p}(G)\subset \mathrm{D}M_{p}(G)$

等が知られている程度である。

また $C0^{M_{p}}(G)$ の最大正則部分環、Apostol環を Fourier変換の言葉で記述するという大

きな問題が $p=1$ の場合も含めて残っている。
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