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1. Wを $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{S}[8]$ の意味の end (末端) とする: 即ち, $W$は零境界の開 Riemann面の相対
compactでない部分領域で, 相対境界�W $(\neq\emptyset)$ は有限個の互いに素な解析閉曲線からなり,
Wの理想境界成分は唯 1つである. W上の非負値調和函数で\partial Wで境界値 $0$ をもつものの族
を $\mathcal{P}(W)$ とする:

$\mathcal{P}(W)=\{u\in C(\overline{W}) : \triangle u=0, u\geq 0, u|\partial W=0\}$ .

$h\in P(W)-\{0\}$がminimalであるとは, $0\leq u\leq h$をみたす任意の $u\in P(W)$ に対し

て $u=ch$ となる定数 $c\geq 0$が存在することである. $a\in$ Wに対して, $Q(W;a)=\{h\in$

$P(W)$ : んは minimal, $\cdot h(a)=1\}$ とおく. $Q(W,. a)$ の濃度#Q(W; $a$ ) を Wの調和次元と呼
び, $\dim P(W)$ と表すことにする:

$\dim \mathcal{P}(W)=\neq Q(W;a)$ .

明らかに, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathcal{P}(W)$ は $a$ の取り方に依らない. 最も簡単な endの例は, $W=\{0<|z|<$
$1\}(\partial.W=\{|z|=1\})$ である. このとき, $P(W)=\{.c\log(1/|z.|). : c\geq 0\}$ , 即ち $\dim P(W)=1$

である.

Wの Martin境界のうち相対境界�Wに対応する部分は $\partial W$と同–視できる. したがって,
Wの Martin境界のうち理想境界に対応する部分を\Delta $=\triangle^{W}$とすると, Wの Martin compact
化 $W^{*}$は $W^{*}=W\cup\partial W\cup\triangle.\text{と表される}$ . さらに\Delta の minimal点全体を $\triangle_{1}=\triangle_{1}^{W}.$

.
とおくと

き, Martin理論に依れば

(1) $\dim P(W)=\neq\triangle_{1}$

である ([3, CN-CR] 参照). これより, $1\leq\dim \mathcal{P}(W)\leq\aleph$である. $\dim P(W)=n(n\in$

N), $\dim P(W)=\aleph_{0}$および $\dim \mathcal{P}(W)=\aleph$のそれぞれをみたすWの例が存在する ([8,HE],
$[9,\mathrm{K}\mathrm{R}],$ $[15,\mathrm{S}\mathrm{E}],$ [ $14,\mathrm{N}\mathrm{K}- \mathrm{s}_{\mathrm{A}]},$ $[7,\mathrm{C}\mathrm{N}- \mathrm{c}_{\mathrm{R}}]$ 参照).

2. $D=\{0<|z|<1\}$ とする. 上で見たように, $D$は, $\partial D=\{|z|=1\}$ を相対境界とみな
して, 最も単純な endであり, その調和次元は 1である. 以下では, $D$ の $m$葉非有界被覆面
である end $\text{の調和次元について調べる}$ . $.\{0<|z|\leq. \infty\}$ の $m$葉非有界被覆面 $(1 <m<\infty)$

で理想境界成分が唯 1つである Riemann面を $R$とする. この $R$と Rから $\{0<|z|\leq\infty\}$ へ
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の射影\mbox{\boldmath $\pi$}に対し, $W=\pi^{-1}(D)$ とおくと, $W$は end である. このような end $W$の全体を $\mathcal{E}_{m}$ と
表す. 任意の $W\in \mathcal{E}_{m}$に対して

(2) $1\leq\dim P(W)\leq m$

が成立する ([8,HE]).

$0<b_{n+1}<a_{n}<b_{n}<1,$ $\lim_{narrow\infty}a_{n}=0$をみたす数列 $\{a_{n}\},$ $\{b_{n}\}$ に対して

$G=D-\cup^{\infty}[n=1n]a_{n},b$

とおく. $G$ の copy $G_{1},$
$\cdots,$

$G_{m}$に対し, Gi上の $\bigcup_{n=1}^{\infty}[a_{n},$ $bn|$ の上岸と $G_{i+1}$上の $\bigcup_{n=1}^{\infty}[a_{n}, b_{n}]$ の

下岸を貼り合わせて $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}. m)$ 得られる $D$の $m$葉非有沖津覆面を $V$とすると, $V\in \mathcal{E}_{m}$であ
る. この Vの調和次元は次のように決定される ([15, $\mathrm{s}\mathrm{E}]$ , [12,M-SE], $[11,\mathrm{M}]$ ).

定理 1. (i) $z=0$ が $G$の非正則境界点のとき, $\dim \mathcal{P}(V)=m$ .
(ii) $z=0$ が $G$の正則境界点のとき, $\dim P(V)=1$ .

これの $[15],[12],[11]$ における証明では, $G$が動軸に関して対称であることと $V$の被覆変
換群が $\{G_{1}, \cdots, G_{m}\}$ に transitive に作用していることが本質的に使われている. しかしな
がら, $G$ のこのような性質が定理 1を成立せしめるための本質的条件ではないことは直感
的に明らかであろう. 本論の主目的は, この直感が正当であることを示すことである. 実際,

$\mathcal{E}_{m}$ に属する end に対して細位相の言葉を使った調和次元の特徴付け (定理 2) を与え, さらに
それから定理 1を含む形の具体的な結果 (定理 3,4および 5) を導く.

3. 定理 2を述べるための準備から入る. 開 Riemann面 $F$ , F上の正値優調和函数 $s$ と $F$

の部分集合 $E$に対して, balayage $F\hat{R}_{S}E$は

$F \hat{R}_{s}E(Z)=\lim_{(arrow z}\inf\inf$ { $u(\zeta)$ : $u$ は Fで正値優調内かつ Eで $u\geq s$ }

で定義される (balayageの基本性質については, [1,BL-HA], $[2,\mathrm{B}\mathrm{R}],$ $[5,\mathrm{H}\mathrm{L}]$ 参照). 被覆面に
おいては, 次の事実は基本的ではあるが有用である ([12,M-SE] 参照).

補題 1. $\tilde{F}$を開 Riemann面 $F$の非有界被覆面, \mbox{\boldmath $\pi$}を $\tilde{F}$から $F$ への射影とする. このとき, Fの

部分集合 $E$ と F上の正値優調和関数 $s$ に対して,

(3) $\overline{F}\hat{R}_{s}^{\pi_{\mathrm{O}\pi}^{-}}(1E)=^{F}\hat{R}_{s}^{E}0\pi$ .

次に, thinness と minimal thinness の定義を述べる ([2, $\mathrm{B}\mathrm{R}]$ 参照).

定義 1. $\mathrm{C}$ の部分集合 Eが $a(\in \mathrm{C})$ で thin $\text{であるとは}F\hat{R}_{g_{a}}E\neq g_{a}$が成立することとする, こ

こで, $F=\{|z-a|<1\},g_{a}(z)=\log(1/|z-a\vee|)$である. さらに, $N(\subset. \mathrm{C})$ が $a$ の細近傍であ
るとは a\in Nかっ $\mathrm{C}$

. –Nが $a$ で thinであることとする.

Rを正境界の Riemann面とし, Rの Martin境界の minimal点全体を $\triangle_{1}(R)$ と表す. Rの
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Martin compact化 $R^{*}$の各点 $p$ に対して, $p$ に極をもつ R上の Mar.tin核を $k_{p}$とする.

定義 2. Rの部分集合 $E\text{が}p\in(\triangle_{1}(R))$でminimally thin $\text{であるとは}R\hat{R}_{kP}^{E}\neq$ k,が成立す
ることとする. さらに, Rの部分集合 $N$に対して, $N\cup\{p\}$ が $P$ の minimal細近傍であると
は R–Nが $P$ でminimally thinであることとする.

次の補題は thinness または minimal thinness について調べる際に重要な役割を果たす

( $[6,\mathrm{N}\mathrm{A}]$ 参照).

補題 2. 定義 1(または 2) において, 閉集合 Eが $a$ (または $p$ ) で thin (または minimally thin)

ならば, $F-E$ (または $R-E$) の唯 1つの component において $F\hat{R}_{\mathit{9}a}E<g$

.。 $(\text{または}R\hat{R}^{E}k_{p}..<k_{p})$

が成立する. .

各 $W(\in \mathcal{E}_{m})$ に対し, Wから Dへの射影を $\pi_{W}$で表す. $M\cup\{0\}$ が $z=0$ の細近傍となるよ

うな $D$の領域 $M$の族を $\mathcal{M}$ とする. $W(\in \mathcal{E}_{m})$ と $M(\in \mathcal{M})$ に対し, $\pi_{W}^{-1}(M)$ の component の

個数を $n_{W}(M)$ で表す. このとき, Wの調和次元 $\dim \mathcal{P}(W)$ は次のように決定される:

定理 2. 任意の $W\in \mathcal{E}_{m}$に対して, $\dim P(W)=_{M\in}\max_{\mathcal{M}}nW(M)$ .

次の系 1及び 2は, 定理 2と (2) から容易に従う.

系 1. $\grave{W}\in \mathcal{E}_{m}$ とする. $nw(M)=m$ となる $M(\in\overline{\mathcal{M}})$ が存在すれば $\dim P(W)=m$ である.

系 2. $W\in \mathcal{E}_{m}$ とする. すべての $M(\in \mathrm{A}4)$ に対して $n_{W}(M)=1$ ならば $\dim \mathcal{P}(W)=1$ で

ある.

4. 定理 2の証明のために, 次の補題 3, 4を用意する. 1で述べたように
$W\in \mathcal{E}_{m}1$

の Martin

compact化は $W\cup\partial W\cup\triangle_{1}^{W}$と表される. 簡単のために, $\pi=\pi_{W},$ $g(z)=\log\overline{|z|}$
とお $\langle$ .

補題 3. $p_{1}$を $\triangle_{1}^{W}$の 1点, Nを Wの領域で $N\cup\{p_{1}\}$ が $p_{1}$の minimal細近傍となるものとす
る. このとき, $\pi(N)\in \mathcal{M}$ となる.

証明. (1) と (2) より, $\triangle_{1}^{W}=\{p_{1}, \cdots,p_{n}\}(n\leq m)$ とおける. $p_{i}$に極をもつ W上の Martin核
を傷とおく. 補題 2より, Nで

(4) $W\hat{R}_{k_{1^{-}}}WN<k1$

が成立する. 各傷に対して, $g\circ\pi\geq ck_{i}$をみたす定数 $c>0$ が存在することは容易にわかる.
これと Martin積分表現定理から,

(5) $g \circ\pi=\sum c_{i}k_{i}i=1^{\cdot}$

をみたす正数列 $c_{1},$ $\cdots,$ $c_{n}$の存在がわかる. これと (3) と balayageの基本性質から

$D \hat{R}_{\mathit{9}}D-\pi(N)_{\circ=}W\hat{R}_{\mathit{9}}^{W(\pi(}\pi\leq 0\pi\hat{R}^{W- N}-\pi^{-}1N))Wg\circ\pi=\sum_{i=1}ci^{W}\hat{R}^{W-}N\leq\sum_{=1}^{n}k_{i}=niC_{ii}kg\mathrm{o}\pi$.
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したがって, (4) より, Nで
$D\hat{R}_{\mathit{9}^{-}}D\pi(N)_{\mathrm{O}}\pi<g\mathrm{o}\pi$ ,

即ち, $\pi(N)^{\text{て}}D\hat{R}_{g}^{D}-\pi(N)<g$ となる. D上の balayage と $\{|z|<1\}$上の balayageが等しいこ
とに注意すれば, これは\mbox{\boldmath $\pi$}(N) $\cup\{0\}$ が $z=0$の細近傍であること, 即ち $\pi(N)\in \mathrm{A}4$ を意味す
る 口

補題 4. $M\in \mathcal{M}$ とする. このとき, $\pi^{-1}(M)$ の任意の連結成分 $N$に対して, 点 $p(\in\triangle_{1}^{W})$ で
$N\cup\{p\}$ が $P$ の minimal細近傍となるものがある.

証明. 補題 3の証明と同様に, $\triangle_{1}^{W}=\mathrm{t}_{P1,Pn}\ldots,$ } および (5) をみたす正数列 $c_{1},$ $\cdots,$ $c_{n}$が存在
するとしてよい. 補題 2より, $M\text{で}\hat{R}_{\mathit{9}}D-M<g$ となる. したがって, (3),(5) 等により $\pi^{-1}(M)$

で

$\sum_{i=1}c_{i^{W}}\hat{R}_{k}^{W-}.\cdot\pi^{-1}(M)WW-\pi-1=\hat{R}_{g}(M)0\pi=^{D}\hat{R}_{g}^{DM}-0\pi<g\mathrm{o}\pi=\sum_{i=1}C_{ii}k\prime u$

となる. それ故, $N\text{で^{}W}\hat{R}_{k_{\nu}}^{W\pi^{-1}(M)}-\neq k_{\nu}$ となるような\nu $\in\{1, \cdots, n\}$ が存在する. -方,
balayageの基本性質より, $N\text{で^{}W}\hat{R}_{k_{\nu}}^{W\pi^{-1}(M)}-=W\hat{R}_{k_{\nu}}W-N$ となることがわかる. 結局, Nで
$W\hat{R}_{k_{\nu}}^{W-N}\neq k_{\nu}$ , 即ち, $N\cup\{p_{\nu}\}$ は $p_{\nu}$の minimal細近傍となる $\square$

定理 2の証明. まず, $\dim \mathcal{P}(W)=n$ とする. (1) より, $\triangle_{1}^{W}=\{p_{1}, \cdots,p_{n}\}$ とおける. 各
$p_{i}$に対し Ni $\cup\{p_{i}\}$ が p’の minimal細近傍となるような互いに素な $W$の領域列 $N_{1},$

$\cdots,$
$N_{n}$

がとれる. 補題 3より各瓦に対して $\pi(N_{i})\in \mathcal{M}$ であり, したがって口 in$=1\pi(N_{i})$ $\cup\{0\}$ は $0$

の細近傍となる. さらに $\pi(\bigcup_{i=1}^{n}\partial Ni)$ は $0$ で thin だから, 補題 2より口 in$=1\pi(N_{i})$ $- \pi(\bigcup_{i=1}^{n}\partial Ni)$

の component Mで $M\in \mathcal{M}$ となるものが存在する. このとき, 各 $i$ に対して $O_{i}\subset N_{i}$ と
なるような $\pi^{-1}(M)$ の component O,がとれる. 明らかに $O_{1},$

$\cdots,$
$O_{n}$は互いに素であるから,

$n_{W}(M)\geq n,$ $\text{したがって}\max_{J}nw(M\in \mathrm{t}rM)\geq\dim \mathcal{P}(W)$ となる.

次に, $M\in \mathcal{M}$ を任意にとり $m=nw(M)$ および\mbox{\boldmath $\pi$}-1 $(M)$ の連結成分全体を $\{N_{1}, \cdots, N_{m}\}$

とおく. 補題 4より, 各瓦に対して $N_{i}\cup\{p_{i}\}$ が乃の minimal細近傍となるような点勉 $\in\triangle_{1}^{W}$

が存在する. $N_{1},$
$\cdots,$

$N_{m}$は互いに素であるから, $p_{1},$ $\cdots,p_{m}$は互いに相異なり $\#\triangle_{1}^{W}\geq m$ , し
たがって (1) より $\dim P(W)\geq m$ となる. $M$は任意であったから $\dim P(W)\geq M\in\Lambda\max nw4(M)$

を得る 口

5. ここでは, $\mathcal{E}_{m}$に属する endで定理 1の $V$よりも–般的な具体例について, 定理 2(または
系 1および 2) を使ってその調和次元を調べる.

$\{I_{n}\}_{1}\leq n<\infty$および $\{J_{n}\}_{1}\leq n<\nu(1\leq\nu\leq\infty)$ を $D$内の互いに交わらない閉線分の列で
$z=0$ のみに集積するものとし, さらに

$I= \bigcup_{n=1}^{\infty}I_{n}$ , $J= \bigcup_{n=1}^{\nu}J_{n}$ , $S=D-I-J$

とおく. そこで, 次の 2条件をみたす $W(\in \mathcal{E}_{m})$ 全体を塩 (I, $J$ ) で表す:

(i) Wの任意の分岐点は右または $J_{n}$の端点の上にあり, 各煽の端点の上には分岐度 $m-1$ の
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Wの分岐点がある,
(ii) $W-\pi_{W}^{-1}(I\cup J)=S_{1}\cup\cdots\cup S_{m}$ (disjoint union, $S_{1}.\cdots,$ $S_{m}$ IS $S\text{の}$ copy).

以下では, $\mathcal{F}_{m}(I, J)$ に属する endの調和次元を調べる. 手始めに次を示す:

定理 3. $W\in \mathcal{F}_{m}(I, J)$ とする. $I\cup J$ が $z=0$ で thin ならば, $\dim \mathcal{P}(W)=m$である.

これは最初に [12,M-SE] において証明されたものであるが, こででは系 1を使った極めて
短い別証を与える. また, 定理 3から定理 1の (i) が直ちに導かれることを注意する.

定理 3の証明. 仮定より $S=D-I-J$は $\mathcal{M}$ に属し, 条件 (ii) より $nw(S)=m$ となる. し

たがって, 系 1より $\dim P(W)=m$である $\square$

半直線 $\{\arg z=\alpha\}$ を $l_{\alpha}$ とおく. また, thinでないことを thick と呼ぶ.

定理 4. $W\in F_{m}(I, J),$ $I\subset l_{\alpha}$とする. このとき, $I$ が $z=0$ で thickでありかつ $J$ が $z=0$

で thinならば, $\dim P(W)=1$ である.

上で $J=\emptyset,$ $\alpha=0$ として, 定理 1の (ii) が得られることを注意する. 定理 4および 5の証

明には次の事実が使われる (例えば, [5, $\mathrm{H}\mathrm{L}]$ 参照).

補題 5. $D$の閉部分集合 $E$に対して $E’=\{|z| : z\in E\}$ とおく. このとき, $E$が $z=0$ で thin
ならば $E’$ も $z=0$ で thinである.

定理 4の証明. $\alpha=0$ として–般性を失わない. 系 2より, 任意の $M\in \mathcal{M}$ に対して $nw(M)=$
$1$ , 即ち $\pi_{W}^{-1}(M)$ が連結, となることを示せばよい. $E=(D-M).\cup J$とおくと, $D-M$ も $J$

も $z=0$ で thinであるから $E$ も $z=0$ で thinである. したがって, 補題 5より E’は $z=0$ で

thinである. これと仮定から I–E’は $z=0$ で thickである. 故に, $r\in I-E’$となる rが存

在する. $C=$ {嫁 $=r$ } とおくと, これは $C\subset M,$ $C\cap J=\emptyset$ かつ C\cap Iが唯 1点のみから

なることを意味する. $C\subset M$より $\pi_{W}^{-1}(C)\subset\pi_{W}^{-1}(M)$ となる. さらに, $C\cap J=\emptyset$ , C\cap Iが

唯 1点のみからなることおよび条件 $(\mathrm{i})$ ( $I_{n}$の端点の上には $m-1$ の分岐点がある) を考え合

わせれば, $\pi_{W}^{-1}(C)$ が連結であることが証明される (cf. e.g. [13,M-SE]). $\pi_{W}^{-1}(C)\subset\pi_{W}^{-1}(M)$

および $M$ と $\pi_{W}^{-1}(C)$ の連結性から $\pi_{W}^{-1}(M)$ の連結性が容易に導かれる. 実際, Mの連結性か

ら, $\pi_{W}^{-1}(M)$ の任意の 2点 $a,$
$b$ のそれぞれと $\pi_{W}^{-1}(C’)$ を結ぶ $M$内の連続曲線が存在する. 故

に, $\pi_{W}^{-1}(C)$ の連結性から $a$ と $b$を結ぶ $M$内の連続曲線の存在がわかる $\square$

定理 5. $W\in \mathcal{F}_{m}(I, J),$ $I\subset l_{\alpha}$ , さらに $J\subset D-\{|\arg\approx-\alpha|<\epsilon\}$ をみたす正数\epsilon が存在する

とする. このとき, $I$ と $l_{\alpha}-I$ が共に $z=0$ で thickならば, $\dim P(\mathrm{I}\cdot \mathfrak{s}^{Y}-)=1$ である.

証明の前に, 上の “
$l_{\alpha}-$ $Ii^{\grave{\dot{\mathrm{a}}}}z=0$で thick” という仮定を落とせないことを注意しておく.

定理 5の証明には次の $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{y}[4,\mathrm{D}|$ の結果が必要である.

補題 6. Uを $z=0$ の細近傍とする. このとき, $\{|z|=1\}$ の polar部分集合 Zで次の条件をみ
たすものがある: $l_{\theta}\cap Z=\emptyset$ をみたす任意の $l_{\theta}$に対して, $l_{\theta}\cap\{|z|<\rho\}\subset U$となるような正

数\rho =\rho \thetaが存在する.

107



定理 5の証明. $\alpha=0$ として–般性を失わない. 前の定理の証明と同様に, 任意の $M\in$

$\mathcal{M}$ に対して $\pi_{W}^{-1}$ $(M)$ が連結であることを示せばよい. 補題 6より, $l_{\beta}\cap\{|z|<\rho\}\subset M$ ,
$l_{\gamma}\cap\{|z|<\rho\}\subset$ Mかっ-\epsilon $<\beta<0<\gamma<\in$をみたす\rho$(>0),$ $\beta$ , \mbox{\boldmath $\gamma$}が存在する. 補題 5より,
$\{|z| : z\in D-M\}$ は $z=0$ で thinである. これと仮定から, $0<t<s<\rho,$ $s\in I,$ $t\in l_{0}-I$

かっ $\{|z|=s\}\cup\{|z|=i\}\subset M$をみたす $s,$ $t$ がとれる.

$C=\{se^{i\theta} : \beta<\theta<\gamma\}\cup\{re^{i\beta} : t\leq r\leq s\}\cup\{te^{i\theta} : \beta<\theta<\gamma\}\cup\{re^{i\gamma} : t\leq r\leq s\}$

とおくと, $C$は $M$内の閉曲線であるから $\pi_{W}^{-1}(C)\subset\pi_{W}^{-1}(M)$ となる. また, $\beta,$
$\gamma,$ $s,$ $t$ の取り

方と条件 (i) から, $\pi_{W}^{-1}(C)$ が連結であることを証明できる. $\pi_{W}^{-1}(C)\subset\pi_{W}^{-1}(M)$ および $M$ と
$\pi_{W}^{-1}(C)$ の連結性から $\pi_{W}^{-1}(M)$ の連結性が結論されるのは, 定理 4の証明と同様である 口

6. 2でみたように, 任意の $W\in \mathcal{E}_{m}$に対して $1\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathcal{P}(W)\leq m$ である. また, 定理 1よ
り $\dim \mathcal{P}(W)=1$ または $m$ となる $W\in \mathcal{E}_{m}$が存在する. 最後に, 定理 2の今 1つの応用とし
て, $1<n<m$をみたす任意の自然数 $n$ に対して, $\dim \mathcal{P}(W_{n})=n$ となる end $W_{n}\in \mathcal{E}_{m}$の

具体例を与える.

便宜上, $\mathcal{E}_{1}=\{D\}$ とおく. 定理 1と $\dim \mathcal{P}(D)=1$ より, $\dim P(V_{1})=n-1$ となる

end $V_{1}\in \mathcal{E}_{n-1}$および $\dim \mathcal{P}(V_{2})=1$ となる end $V_{2}\in \mathcal{E}_{m-n+1}$ が存在する. $D$内の閉
線分の列 $\{I_{j}\}_{i=}^{\infty}1$で $I= \bigcup_{i=}^{\infty}I1j$が $z=0$ で thin $\text{でありかつ}\pi_{V}-1(1I)$ (または $\pi_{V_{2}}^{-1}(I)$ ) の上に
は $V_{1}$

.
(または $V_{2}$ ) の分岐点が無いものをとる. さらに, $V_{1}$ (または $V_{2}$ )上の閉線分 $I_{1j}$ (ま

たは $I_{2j}$ ) $\text{で}\pi \mathrm{v}_{1}$ $(I_{1j})=I_{j}$ (または $\pi\eta$ $(I_{2j})=I_{j}$ ) となるものをとり, $V_{1}$ と巧を, $\cup^{\infty}$ I$j=1$ l $j$ と
$\bigcup_{j=1}^{\infty}I_{2}j$において交差状に貼り合わせて得られる $D$の被覆面を $W_{n}$とすると, $W_{n}\in \mathcal{E}_{m}$は明
らかである. $\dim \mathcal{P}(W_{n})=n$ を示す. 定理 2より $n_{V_{1}}(M)=nn-l$ となる $M\in \mathcal{M}$ が存
在する. $It\mathrm{h}z=0$ で thinだから, M–Iの連結成分M’で $M’\in \mathcal{M}$ となるものが存在す
る. $nv_{1}(M’)=n-1$ かつ $nv_{2}(M’)=1$ であることより, $n_{W_{n}}(M’)=n$ となることがわか
る. 故に, 定理 2より dimP$(W_{n})\geq n$である. また, 定理 2より任意の $M\in \mathcal{M}$ に対して
$n_{V_{1}}(M)\leq n-1$ かつ $nv_{2}(M)=1$ であり, これより $nw_{n}(M)\leq n$ がわかる. したがって, 定
理 2より $\dim P(W_{n})\leq n$ となる.
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