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1. 緒言
$\mathrm{E}$ iemann多様体Mの理想境界 $\delta$を 2個の部分 $\delta_{0}$ と $\delta_{1}$に分割する. $\delta_{0}$を接地し $\delta_{1}$ を総エ

ネルギ $-$有丁な電荷で帯電して自明でない電界を形成し $\delta 1$上に電位 1を生ずるように出来

るとき $(\mathrm{M};\delta , \delta 01)$はコンデンサーであると言う. $\delta$をどの様に分割してもコンデンサー

が作れない条件を求める問題をコンデンサー問題と言う. 此の問題の解は, Mの 2位の
Royden調和境界 $\Delta_{2}(\mathrm{M})$が連結となることであることが知られている (例えば, [4]参

照) . 此の見地から $\Delta_{2}(\mathrm{M})$の連結性を保証する条件に興味がある. 特に, Mが d次元

Euclid空間 $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}(\mathrm{d}\geqq 2)$ の有界領域である場合に, Mの相対境界�Mの連結性からどの程度
$\Delta_{2}(\mathrm{M})$の連結性が惹起されるかを論ずる. 2位のRoyden調和境界 $\Delta_{2}(\mathrm{M})$ばかりでなく

任意の l<p<\mbox{\boldmath $\omega$}に対する p位のRoyden調和境界 $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$の場合も含めて考える. 次の結果

に注目する.

2. 定理. $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{を_{}\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\text{の}単位球とする}$ . すると $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{の}\sim \text{立}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{d}\mathrm{e}-\text{和境界}\Delta(\mathrm{M})\mathrm{p}$ は $1<\mathrm{p}<2$

のとき非連結, 2\leqq P<\mbox{\boldmath $\omega$}のとき連結となる.

此の結果は [5] により得られ, [1]が別証を与えている. $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{の特徴的性質である有界性}$

と $\text{�}\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{の連結性_{に}注目して}$ . 一般に $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\text{の部分領域}$ Mが有界で�Mが連結 (これは $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\backslash \mathrm{M}\mathrm{B}\mathrm{a}^{*}\text{連}$

結なことと同値) のとき簡単のため許容領域と呼ぶ. 上の定理 2の $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{を許容領域}$Mで置き

換えることが出来ないかと言う形に設問を具体化する. d=2なら無条件でこれが正しいこ

とがわかる (後出の定理 12参照) が, d\geqq 3ならば, 例えば許容領域

(3) $\mathrm{M}=2\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\backslash (\overline{\mathrm{B}}^{\mathrm{d}}\cup\{\lambda \mathrm{e}_{1} : 1\leqq\lambda\leqq 2\}\}$ , $\mathrm{e}_{1}=(1,0,$ . . . , $0$ }

をとると, $\Delta_{\mathrm{p}}\{^{\mathrm{k}}\mathrm{A}\iota$
)が $1<\mathrm{p}\leqq \mathrm{d}-1$ に対して非連結となって, もはや定理 2の $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{を}(3)$のMで

置き換えることが出来ない. 実際 $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{は許容領域であるばか^{}\mathrm{H}}$) でな $\langle$ , $\text{�}\mathrm{B}^{\mathrm{d}}\text{の滑^{ら}p\mathrm{a}}$さも

また特徴的なので, 許容領域Mの相対境界�Mの滑らかさが定理 2の $\mathrm{B}^{\mathrm{d}}$

をMで置き換え得る
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条件を与えるのではないかと考えられる. 此の方向の結果として�Mが $\mathrm{c}^{2}\text{級である様な許}$

容領域Mならば良いことを示した ([7]) . 一般に色々の場面に於て�Mの $\mathrm{c}^{2}\text{級であるこ}$

とと $\mathrm{c}^{1}$級であることとの間には大きな心がある. そこで�Mが $\mathrm{c}^{1}$級ではどうであるかと言

う問いに対して次のように更に–般な結果を得た.

4. 主定理. Mを Lipschitz許容領域とすると, $\Delta_{\mathrm{p}}$
(M》は 1<P<2のとき非連結となり

2\leqq p<\mbox{\boldmath $\omega$}のとき連結となる.

本論文の目的は上の主要結果がどの様にして導かれるかを説明することにある. こ

こで上に出てきた $\mathrm{L}\mathrm{i}$ PSChitz領域及び関連領域の定義を述べる. $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\text{の領域}$ Mをとる.

先ずMが連続領域であるとは, 各 \epsilon \supset \in \partial Mに対して, $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\text{の固有直交座標系に適当な}$

Euclid運動を施して得られる \xi を原点とする様な $\mathrm{R}^{\mathrm{d}_{\text{の}}}$ある新直交座標系

$\mathrm{x}=(\mathrm{x}^{1}, \ldots, \mathrm{x}^{\mathrm{d}-1}, \mathrm{x}^{\mathrm{d}_{)=(\mathrm{x}}\prime}, \mathrm{x}^{\mathrm{d}})$

と, \xi 中心半径 $\rho=\rho$ (\xi )>0の開球 $\mathrm{B}(\xi, \rho)$の超平面 $\mathrm{x}^{\mathrm{d}}=0\text{への射影}\mathrm{B}$
,

$(\xi, \rho)$上の連続関

$\text{数_{}\mathrm{x}^{\mathrm{d}}=\psi(_{\mathrm{X}}}$
,

$)$があって Mは \xi \epsilon \partial Mで局所的に

$(5 \rangle \mathrm{B}(\xi, \rho)\cap \mathrm{M}=\mathrm{B}1\xi, \rho)\cap\langle(\mathrm{X}’,$ $\mathrm{x}^{\mathrm{d}}.$

} : $\mathrm{x}^{\mathrm{d}}>\psi(\mathrm{X}’)\}$

と表され更に�川よ \xi \epsilon \partial Mで局所的に

{6) $\mathrm{B}(\xi, \rho\rangle \mathrm{n}\partial \mathrm{M}=\mathrm{B}\mathrm{t}\xi, \rho)\cap\{\mathrm{t}\mathrm{x}’, \mathrm{x}^{\mathrm{d}}) : \mathrm{x}^{\mathrm{d}_{=}}\psi(_{\mathrm{X}}’)\}$

と表されることであるとする. \psi のことを連続領域Mの局所表示関数という.

次にMが指数 $\mathrm{r}>1$の弱 LipsChitz領域であるとは, Mが連続領域であって, その局

所表示関数 \psi が先ず第 $-$に
$\psi\in \mathrm{w}^{1}$ , $\mathrm{r}$

$\langle$ $\mathrm{B}’(\xi, \rho))$ (Sobolev空間) であり, ついで

(7) $\lim\sup$ $\frac{|\psi(\lambda+\prime \mathrm{h}’)-\psi \mathrm{t}\mathrm{x})\prime|}{|\mathrm{h}’|}<\infty$

$\mathrm{d}-1$

$\mathrm{h}’\in \mathrm{R}$ , $\mathrm{h}’$ -,0

をすべての x $’$ ’
$\in \mathrm{B}$ $(\xi, \rho)$に対して満たすものとする.

最後に, MがLipschitz領域であるとは, Mが連続領域であって, その局所表示関
数\psi に対して正定数 $\mathrm{L}=\mathrm{L}(\xi)$が存在し $\text{て}$ , いわゆる $\mathrm{L}$ ipschitzの条件

(8) $|\psi(\mathrm{x})-\psi\langle\backslash ^{\tau}.\cdot)|\leqq \mathrm{L}|\mathrm{x}-\mathrm{y}|$

がすべての $\mathrm{B}$ $(\xi, \rho)$の 2点 xと yに対して成立することである. (8)から (7)は無論のこ

と, \psi がACL $\mathrm{t}-$つの座標軸に平行なその座標軸に垂直な平面測度に関して殆どすべての

直線上絶対連続 $\rangle$ で, 殆ど到るところ存在する通常の $\nabla\psi\in \mathrm{L}^{\Phi}$ $(\mathrm{B} ’ (\xi, \rho))$であるので,

すべての有限な $\mathrm{r}>1$に対して $\psi\in \mathrm{w}^{1}’ \mathrm{r}$ $( \mathrm{B}’(\xi, p)\rangle$ となる. ゆえに Lipschitz領域は,

すべての指数 $\mathrm{r}>1$の弱Li $\mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{c}\cdot \mathrm{i}\mathrm{t}$ Z領域となる. だから
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{ $\mathrm{L}$ ipschitz領域}\subset {弱 Lipschi $\mathrm{t}$ z領域}\subset {連続領域}.

さて主定理の後半部分は実は次の更に $-$般な結果から従う.

9. 定理. Mを連続許容領域とすると, 2\leqq p<\mbox{\boldmath $\omega$}のとき Mの $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\ln \text{和境界}\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$は連結

である.

此の結果は�Mの滑らかさを全く仮定しないのでかなり最終的な形に近ずいていると思わ
れる. 主定理の前半部分も又次の更に $-$般な主張から従う.

10. 定理. 任意の $1<\mathrm{p}<2$に対し, $\mathrm{r}>\max(2_{\mathrm{P}/\{}2-\mathrm{P}),$ $\mathrm{P}/(\mathrm{P}^{-1)})$となる任意の rをと

る. 肋 f何立の弱LipsChitz領域ならば, $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ は非連結である.

主定理を示す為には従って定理 9及び 10を示せば良い. その際, 指数 pは $1<\mathrm{p}\leqq \mathrm{d}$に

限定して良いこと (即ち d<p<Qの場合は実は考える必要の無いこと) , 及び空間の次元
は $\mathrm{d}\geqq 3$に限定して良いこと (即ち d=2の場合は考えなくて良いこと) , の 2点を注意して
おく. なぜならば, それは–般に次の 2 っの定理が成り立つからである.

11. 定理. $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\langle \mathrm{d}\geqq 2$ )の任意の許容領域川こたいして, 無条件に, d<P<\mbox{\boldmath $\omega$}である限り常

に $\Delta_{\mathrm{P}}\langle \mathrm{M}$ )は連結である.

12. 定理. 2次元 $\mathrm{E}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{d}\text{空間_{}\mathrm{R}^{2_{\text{の}}}任意_{の}許容領域}$ に対し $\text{て},$
$\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$は l<p<2のとき

非連結, 2\leqq p<Qのとき連結である.

以下 13節でRoyden調和境界の定義とその意義, 及びその連結性と言う幾何学的な
性質が, どの様な解析的な性質を反映しているかを説明する. 20節では上で最後に注意
した定理 11と 12に直証を与える. 21節から定理 9の証明が始まる. 完全な証明はとても
長いので紙数の制約上, 略証ときにはごく大雑把な説明しか出来ないが, とにかく 25節

で定理 9の証明を完結する. 定理 10の証明は 28節から始まる. 具体的に関数を構成する
ことに依って証明が達成されるので内容は初等的ながらやはり証明は短くないので, 此の
部分も又大体の説明で終る部分が多い.

13. RoyderJ和境界

定義だけは–般的に出来るので, ここでは\tilde b4を $\mathrm{c}^{\infty}\Re$の $\mathrm{R}$ iemann多様体で, 非完閉, 可符

号, 連結とする. 指数 1<P<Qを任意にとる. 超関数勾配 $\nabla \mathrm{f}\in \mathrm{L}\mathrm{p}\{\mathrm{M}$ ) となる局所可積分関
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数 fの全体がDirichlet空間 $\mathrm{L}^{1}’ 1^{3}(\mathrm{M})$である $(\mathrm{v}:^{1}’ 0_{\mathrm{t}\mathrm{M})} : =\mathrm{L}^{1}’ \mathrm{P}_{(\mathrm{M}})\cap \mathrm{L}^{\mathrm{P}_{\{\mathrm{M}}})$を

Sobole \mbox{\boldmath $\varphi$}間と言う) . $\mathrm{L}^{1}’ \mathrm{p}_{(\mathrm{M})}$の列 $(\mathrm{f}_{\mathrm{n}})_{\mathrm{n}\geqq 1}\text{が_{}\mathrm{f}\in}\mathrm{L}^{1}’ \mathrm{P}_{(\mathrm{M})}$ に収束することを,

{ $\nabla \mathrm{f}_{\mathrm{n}^{)}\mathrm{n}\geqq \mathrm{n}}\text{が_{}\mathrm{L}^{\mathrm{p}}}(\mathrm{M})$ 内 $\nabla \mathrm{f}$に収束し, 更に { $\mathrm{f}_{\mathrm{n}^{)}\mathrm{n}\geqq 1}$が $\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$ . に $\mathrm{f}$に収束することであると

する. 此の収束で $\mathrm{L}^{1}’ \mathrm{p}(\mathrm{M})$ に位相を与えるとき, $\mathrm{c}_{0}^{\infty}(\mathrm{M})$の
$\mathrm{L}^{1}$ ’ $\mathrm{p}_{\mathrm{t}\mathrm{M}}$ )内の閉被を

$\mathrm{L}_{0}^{1,\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ と記す ( $\mathrm{w}^{1}’ \mathrm{p}_{\langle \mathrm{M})}$ vこは Il $\mathrm{f};\mathrm{f}\backslash \tau 1,$
$\mathrm{p}_{(\mathrm{M})}||$ $:=||\mathrm{f};\mathrm{L}^{\mathrm{P}}\mathrm{t}\mathrm{M}$ ) $\mathrm{N}+\mathrm{N}\nabla \mathrm{f};\mathrm{L}^{\mathrm{P}_{1^{\mathrm{k}\{})}}\iota\#$ と定

めたノルムにより位相を与え, それに関する $\mathrm{c}_{0}^{\omega_{(\mathrm{M})}}$の $\mathrm{w}^{1}’ \mathrm{P}_{(\mathrm{M})}$内の閉被を $\mathrm{f}\overline{\mathrm{v}}_{0}^{1,\mathrm{p}_{()}}\mathrm{M}$ と

記す) .
(14)

$\forall n_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$

$:=\mathrm{L}^{1}$ ’ $\mathrm{p}$

$\langle \mathrm{M}\}\cap \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{M})\cap \mathrm{C}(\mathrm{M})$

をM上の指数 pのRoyde41と言う. これは

I $\mathrm{f}$ ; $n_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})\#$
$:=\#\mathrm{f}$ ; $\mathrm{L}^{\mathrm{w}}\{\mathrm{M}$ ) $\#+\#\nabla \mathrm{f}$ ; $\mathrm{L}^{\mathrm{P}}(\mathrm{M})1$

をノルムとするノルム環となる. また

(15) $m_{\mathrm{p},0}(\mathrm{M})$
$:=\mathrm{L}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{p}(\mathrm{M})\cap \mathrm{L}^{\infty}$

$\langle \mathrm{M})\cap \mathrm{C}(\mathrm{M})$

を $\pi_{\mathrm{p}}$

$\langle$ M)のポテンシャル部分環と言う.

さて $\mathrm{T}_{\mathrm{X}}\mathrm{M}\text{を}$ Mの $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$における接空間とし, $\mathrm{T}\mathrm{M}=\bigcup_{\mathrm{X}\in}\mathrm{T}_{\mathrm{x}}\mathrm{M}\text{を}\mathrm{M}$ Mの接バンドルとする.
. ’ ’

M上の指数 l<p<Qの強単調楕円型作用素 lを考える, 即ち, 認はTMから TMへの写像で次の

5条件を満足するものとする :
可測連続性 : 全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{M}\text{に対し^{認}}\mathrm{X}=d|\mathrm{T}_{\mathrm{X}}\mathrm{M}$は $\mathrm{T}_{\mathrm{X}}\mathrm{M}$から $\mathrm{T}_{\mathrm{X}}\mathrm{M}\text{への連続写像で}$ , また $\mathrm{M}$

上の全ての可測ベクトル場 Xに対して $\mathrm{x}\text{に認_{}\mathrm{x}}$

$\langle$ X)を対応させる写像はM上可測となる ;

正定値性 : ある正定数 \alpha があって, 殆ど全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$と全ての hに対して

$d_{\mathrm{x}^{\mathrm{h}\cdot \mathrm{h}\geqq\alpha|\mathrm{h}}}|^{\mathrm{P}}$ ;

有界性 : ある定数 \beta \geqq \alpha があって, 殆ど全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$と全ての hに対して

$|d_{\lambda},\mathrm{h}\mathrm{I}\leqq \mathcal{B}[\mathrm{h}$ I $\mathrm{p}-1_{;}$

強単調性 : 殆ど全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$と全ての $\mathrm{h}_{1}\neq \mathrm{h}_{2}$ に対して

{ $d_{\mathrm{x}}\mathrm{h}_{1\mathrm{x}2}-d\mathrm{h})\cdot\{\mathrm{h}_{1}-\mathrm{h}_{2}$ ) $>0$ ;

疑斉次性 : 殆ど全ての $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$と全ての h及び全ての $\lambda\in \mathrm{R}\backslash \{0\}$ に対して

$\dot{A}_{\backslash ,\wedge\sim r}\mathrm{t}\lambda \mathrm{h})=|$

.
$\lambda|^{\mathrm{p}2}\lambda-d_{\mathrm{x}^{\mathrm{h}}}$ .

この様な轟の全体を $\mathrm{d}_{\mathrm{p}}\mathrm{t}\mathrm{M}\rangle$ と記す . $d\in d(\mathrm{M}\mathrm{p})$ を $-$つとって準線型楕円型偏微分方程式
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(16)
$-\mathrm{d}\mathrm{i}\backslash :d_{\mathrm{x}}\{\nabla \mathrm{u})=0$

を考える. Mの開集合G上の (16 )の連続弱解 uを G上の 4調和関数 $(\text{又は}\mathrm{d}_{\chi}\mathrm{h}=|\mathrm{h}|\mathrm{p}-2_{\mathrm{h}}$

ならば p調和関数) と言いその全体を麗 H $\mathrm{t}\mathrm{G}$ ) (又は $\mathrm{p}^{\mathrm{H}(\mathrm{G}}$ ) $\}$ と記す. すると {14) と

(15}の関係が次のようになっていることが分かる. 任意の $d\in d_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$に対して次のべ間和

分解定理が成り立つ :
$\backslash /17)$

$n_{\mathrm{P}}(\mathrm{M})=\mathrm{t}\mathrm{H}(d)\cap\iota n\mathrm{p}\mathrm{M}(\mathrm{M})$ $)\oplus jf_{\mathrm{p},0}(\mathrm{M})$ .
$\mathrm{R}\mathrm{o}\backslash \gamma \mathrm{d}\sim \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\Re j\iota \mathrm{P}(\mathrm{M}$ }の極大イデアル空間を $\mathrm{M}_{\mathrm{p}}^{*}$とすると, Rは完閉空間 $\mathrm{M}_{\mathrm{p}}^{*}\text{の}$ denseな

開集合となり, $n_{\mathrm{p}}$ ( $\mathrm{M}\rangle$の各関数は $-$意的に $\mathrm{M}_{\mathrm{p}}^{*}\text{迄連続に拡張出来て}\cup u_{\mathrm{P}}(\mathrm{M})$は果 $\mathrm{M}_{\mathrm{p}}^{*}$ )の

denseな部分環となることが分かる. $\mathrm{M}_{\mathrm{p}}^{*}$を $\mathrm{M}$の位数 $\mathrm{P}$のRoyden完閉化 ’ $\Gamma \mathrm{p}$
(( さ 1 ) $=\mathrm{M}_{\mathrm{P}}^{*}\backslash \triangleright\iota$

をMの位数 pのRoyde曙界,

(18) $\Delta(\mathrm{M})=\mathrm{p}$ { $\xi\epsilon\Gamma_{\mathrm{P}}(\mathrm{M})$ :全ての $\mathrm{g}\in_{4}n_{\mathrm{p},0}$
$\langle$ M) に対し $\mathrm{g}(\xi)=0$ }

を位数 pの Roydel和境界と呼ぶ. 双対定理

$n_{\mathrm{p},\mathrm{P}}0^{(\mathrm{M})\mathrm{t}(}=\mathrm{g}\in‘ n\mathrm{M}):\mathrm{g}|\Delta_{\mathrm{P}}(\mathrm{M})=0\}$

が成り立つ.

Royder=i界は良く l調和関数に基づくポテンシャル論に整合し Royden調和境界

は際だつた意味を持つ. 即ち , $\text{任意の認}\in \mathrm{d}\mathrm{P}(\mathrm{M})$を固定する . $\Gamma \mathrm{p}(\mathrm{M})$上に有界な実関数 $\mathrm{f}$

を与える. $r_{\mathrm{p}^{(\mathrm{M})}}$の各点 $\xi$に於ける下 (又は上) 極限が $\mathrm{f}(\xi)$をくだらない (又は上回ら

ない) M上の誕優 (又は劣) 調和関数の下限 (又は上限) $\overline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}}(\text{又は_{}\underline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}}})$ はM上補関和となり

$\overline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}}\geqq\underline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}}$である. この両者が–致するとき fは可解であると言って-H $\mathrm{f}^{=\underline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}^{=}}\mathrm{H}_{\mathrm{f}}}$とおく. あ

る $\xi\in\Gamma_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ て

$\mathrm{M}\ni\backslash -\lim_{x\dot{\mathrm{c}}},\overline{\mathrm{H}}_{\mathrm{f}^{(}}\xi \mathrm{X})=\mathrm{f}(\xi)$

が, 全ての $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\Gamma_{\mathrm{P}}\{\mathrm{M}))$ で成立するとき, \xi は $\mathrm{d}-\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}$ chlet問題の正則点であると言

う. 以上がPerron-wiener-Brelotの方法による –般化 Di $\mathrm{r}$ ichlet問題の解法手
順である. さて Royden境界がポテンシャル論にとって良い境界であり, Royden調和境

界が ROyden境界の大切な部分であるとは, 次の 2 っの結果が成り立つことを意味する
(例えば [6]参照) : 全ての $\mathrm{C}(\Gamma(\mathrm{M})\mathrm{P})$ の関数は可解である ; $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})\hslash^{\mathrm{a}^{\delta}}\mathrm{T}\text{度}\Gamma \mathrm{p}^{(\mathrm{I}}\mathrm{M}$内の

正則点の全体となる.

$d\in d_{\mathrm{p}}$
$\langle$ M)を一つ取る. $\mathrm{w}\in_{d}\mathrm{H}(\mathrm{M})(\text{又は_{}\mathrm{p}}\mathrm{H}(\mathrm{M}))$ であっ $\text{て}$ , v‘’と l-wの最大 4周和
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(又は P調和) 劣関数 $7\backslash ’\wedge 11-\mathrm{w}$ ) $=0$となるとき. wをM上の 4調和測度 (又は p調和測度)

と言い , 更に $\nabla_{7\mathrm{t}^{7}}\in \mathrm{L}^{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ならば wは p-Dirichlet有限と言う. $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$の連結性の一っ

の説明としては次の結果 ([5]) がある.

19. 定理. 任意の l<p<\mbox{\boldmath $\omega$}に対して次の 4条件は互いに同値である : $\Delta_{\mathrm{p}}\langle \mathrm{M}$ )は連結であ

る; $\text{全ての}d\epsilon d\mathrm{P}$ (旧に対して. M上のp-Dirichlet有限な l調和測度は定数のみであ

る; $\text{或_{血}}\mathrm{t}_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ に対して, M上のp-Dirichlet有限な 和測度は定数のみである : $\mathrm{M}$

上のp-Dirichlet有限な p調和測度は定数のみである.

20. 定理 11と 12の略証

先ず定理 11の証明の骨子を述べる. 任意にM上の $\mathrm{p}-\mathrm{D}\mathrm{i}$ richlet有限 p調和測度 wを取る

とき

$\mathrm{s}$ $:=_{\mathrm{W}\langle 1}-\mathrm{w})\in \mathrm{w}_{0}\mathrm{p}\mathrm{t}1,\mathrm{M})$

となることが分かる ( $[5]\rangle$ . しかも sはM上 4調和でもある. Sobolevの補題

$||^{\gamma}01$

,
$\mathrm{p}(\mathrm{M}\rangle\subset\{\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\overline{\mathrm{h}.\{}) : \mathrm{f}|\partial \mathrm{M}=0\}$ $(\mathrm{d}<\mathrm{p}<\infty)$

に依り $\mathrm{s}\in \mathrm{C}(\overline{\mathrm{M}})$ かっ $\mathrm{s}|\text{�}\mathrm{M}=0$となる. 司 i定数になることが言いたいが, 仮に h\hslash {定数で

ないと, $\mathrm{w}(\mathrm{M})=(0,1)$であることが分かり, これより wは \^oMの連結な理想境界成分で常

に $\iota_{\dot{\mathrm{v}}}>1/2$ (又は $\iota_{\tilde{\vee}}<1/2$ ) である事が分かり, 従ってそこで

$\mathrm{w}=1/2+\sqrt{1-4\mathrm{s}}/2$ (又は w $=1/2-\sqrt{1-4\mathrm{s}}/2$ )

となることにより $\mathrm{w}\in \mathrm{C}(^{\backslash }\overline{\backslash _{\iota’}4})$ で w| $\partial \mathrm{M}=1$ (又は $\mathrm{w}|\text{�}\mathrm{M}=0$ ) となる. 埠較原理より w\equiv l又は

$\backslash \dot{\backslash }\equiv 0$ となり. 肋 S定数でないとしたことに矛盾する. 口

次に定理 12の証明の概要を述べる. 定理 11を使えば, $\Delta_{2}(\mathrm{M})$が連結で, $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$が

$1<\mathrm{p}<^{r)}\Leftrightarrow$に対して非連結であることを言えば良い. Riemannの写像定理によれば, 許容領

域は双曲的単連結領域だから, Rは円板 $\mathrm{B}^{2}$に艶角同値で, d=2の場合には $\Delta_{2}$は等角不変

性を持つから, $\Delta_{2}(\mathrm{M})=\Delta_{2}(\mathrm{B})2$
.
となり, 定理 2より $\Delta_{2}\{\mathrm{B}^{2}$ )は連結だから $\Delta_{2}(\mathrm{M})$ も連結

となる. 今度は $1<\mathrm{p}<2$とするとき, さ f内に�Mへの距離が最大となる点 $0$を取れば, o中心
の, 川こ含まれる最大円板の周果よ $\text{�}\mathrm{M}$と少なくとも 2 っの相異なる点 $\mathrm{a}$ , bを共有する. $\underline{\uparrow}4$

の横断線分–abはMを 2 っの領域 $\mathrm{M}_{1},$ $\mathrm{M}_{2}$に分ける : $\mathrm{M}\backslash \overline{\mathrm{a}\mathrm{b}}=\mathrm{M}_{1}\cup \mathrm{M}_{2}$ , $\mathrm{M}_{1}\cap \mathrm{M}_{2}=\Phi$ . $\overline{\mathrm{M}}_{1}\cap \mathrm{C}\text{の}$

中点を cとするとき, a $(-1,0),$ $\mathrm{b}(1,0),$ $\mathrm{c}(0, \mathrm{t})(\mathrm{t}>0)$ としてよい. 三角形 $\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}$を V

とするとき
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$\mathrm{V}=\mathrm{t}\mathrm{x}=\mathrm{t}\mathrm{x}^{1},$ $\mathrm{x}^{2})\in \mathrm{R}^{2}$ : $|\mathrm{x}^{1}|<1,0<\mathrm{x}^{2}<\mathrm{t}\mathrm{t}1-|\mathrm{x}^{1}|$ )} $\subset \mathrm{M}_{1}$

12である. $\mathrm{x}=$ $(\mathrm{x} , \mathrm{x} )$ \in Mの関数 $\mathrm{g}(\mathrm{x})$ を

$\mathrm{g}(\mathrm{x})=\{$

$1-\mathrm{x}^{2}/\mathrm{t}(1-|\mathrm{x}^{1}|)$
$(_{\mathrm{X}\in \mathrm{v}})$ ,

$0$
$(\mathrm{x}\in \mathrm{M}_{1}\backslash )$ ,

1 $(\mathrm{x}\in \mathrm{M}_{2}\mathrm{u}\overline{\mathrm{a}\mathrm{b}})$

で定める. Nikodymの定理等を使って調べると, $\cdot$全ての 1く $\mathrm{p}<2$に対して $\mathrm{g}\in \mathrm{W}^{-1}’ \mathrm{P}_{(\mathrm{M})}$ と

なることが確かめられる (後出の (39)参照) . l<p<2が肝心で p>2ならもはや正しくな

い. あまり簡単ではないが, $\mathrm{g},$
$1-\mathrm{g}\not\in \mathrm{f}\backslash ^{1}(7’ \mathrm{p}\mathrm{M})0$であること及び $\mathrm{g}(1-\mathrm{g})\in \mathrm{b}_{0}^{7}(\mathrm{P})1,\mathrm{M}$であ

ることも示される. そこで分解

$1\backslash ^{1}$”
$\mathrm{p}_{(\mathrm{M})=\mathrm{t}_{\mathrm{p}}\mathrm{H}(}1\mathrm{M}$) $\mathrm{n}\mathrm{W}’ \mathrm{p}_{(\mathrm{M})}$ ) $\oplus \mathrm{h}_{0}^{1,\mathrm{p}_{(\mathrm{M}}}7$ )

に於ける gの p調和部分 wをとる. 上の gの性質 $\mathrm{g},$
$1-\mathrm{g}\not\in\uparrow \mathrm{V}_{0}1,$ $\mathrm{P}_{(\mathrm{M})}$ から hが非定数であるこ

とが分かる. 勿論 $\mathrm{g}\in \mathrm{w}^{1}’ \mathrm{p}_{(\mathrm{M})}$ より b\mbox{\boldmath $\gamma$}も同じ性質を持つから wはp-Dirichlet有限とな

る. 最後に $\mathrm{g}(1-\mathrm{g})\in \mathrm{W}_{0}1,$ $\mathrm{P}_{(\mathrm{M})}$がら w $(1-\mathrm{w})\in \mathrm{b}^{1,\mathrm{p}_{(}}7\mathrm{M}\mathrm{o})$が従うことが分かる. この wの

性質は p調和関数 wが p調和測度であることを特徴付るから ([5]), wは非定数である $\mathrm{p}-$

Dirichlet有限 p調和測度であることが分かり , 定理 19より $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$の非連結性が分か

る.
$\text{口}$

21. 古典調和の場合

定理 9を証明する道筋を以下説明する. その為先ず $\mathrm{p}=2$として $\Delta_{2}(\mathrm{M})$が連結となる条件を

考える. $2^{\mathrm{H}(\mathrm{M})}$を単に $\mathrm{H}(\mathrm{M})$ と書くのが普通である :

$\mathrm{H}(\mathrm{M})=\{\mathrm{u}\in \mathrm{c}\mathrm{A}(\tau)\mathrm{M}):-\Delta \mathrm{u}=-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}(\nabla \mathrm{u})=0\}$ ,
即ち $\mathrm{H}(\mathrm{M})$はM上の古典調和関数の全体である. uが 2-Dirichlet有限 (これも単に

Di $\mathrm{r}\mathrm{i}$ chlet有限と言う) とは $\mathrm{u}\in \mathrm{L}^{1}’ 2_{1\mathrm{M})}$であり, 古典調和関数がらみでは $\mathrm{L}^{1}$ , $’$

$‘$

)

$\langle\backslash .\zeta)$

の代わりに $\mathrm{D}(\mathrm{M}\rangle$ と書くのが伝統的で, 更に
$\mathrm{H}\mathrm{D}(\mathrm{M})=\{\mathrm{u}\epsilon \mathrm{H}(\mathrm{M}) : \mathrm{u}\in \mathrm{D}(\mathrm{M})\}$

と言う記号を使う. $\text{また}\overline{\mathrm{M}}\subset \mathrm{G}_{\mathrm{u}^{\text{と}}と}$なる開集合があ $\text{っ}$ て $\mathrm{u}\in \mathrm{H}$ $\langle$

$\mathrm{G}_{\mathrm{u}})$ となる様な関数 uの全体を

$\mathrm{H}(\overline{\mathrm{M}})$ と記すことにする. 任意の $\mathrm{u}\in \mathrm{H}\mathrm{D}\{\mathrm{M}$ ) と任意の正数 $\epsilon>0$をどのように与えても必ず

$\mathrm{N}^{\nabla \mathrm{u}-\nabla \mathrm{v};}\mathrm{L}^{2}(\mathrm{M})\mathrm{N}<\epsilon$
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となる様な或 $\tau^{r}\in \mathrm{H}\mathrm{t}\overline{\mathrm{M}}$ )が求まると言う性質を持った領域 MはHD-tameで有ると言う. uが

特に $\mathrm{L}^{1}$” $2_{(\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\rangle \text{に拡}張できるものに_{つ}いてのみ上の性質を要求するときは}\overline{\mathrm{M}}$は Stableで

あると言うが, HD-tameはこれより強い条件である. さて

22. 定理. 許容領域Mが HD-tameならば, $\Delta_{2}(\mathrm{M})$は連結である.

証明ではないが, 定理 22の成り立つ雰囲気を述べる. M上の任意の 2-Dirichlet有限 2

調和測度wをとる. これが定数となることを主張する. そこでこれが定数でないとして矛

盾を導く. $0<\lambda<\mu<1$を任意にとり
$\mathrm{W}(\lambda, \mu)=\{\mathrm{X}\in \mathrm{M} : \lambda<\mathrm{W}(\mathrm{x})<\mu\}$

を考える. この集合の Rこ関する理想境界の容量が零となることが, 簡単ではないが, 示

される. $\lambda\downarrow 0,$ $\mu\uparrow 1$ としながら上の事を解釈すると’
$\circ$

\partial M上大体 w=O又は $\iota\dot{\backslash }=1^{\mathrm{t}}\uparrow$となり, こ

れは更に
$\uparrow’$

\^oMに沿って $\mathrm{d}\mathrm{w}=0$
”と言うことになる. さて Mが HD-tameであることと,

WalshのRunge型調和近似定理により, $||\nabla \mathrm{u}-\nabla \mathrm{h};\mathrm{L}2_{()}\mathrm{M}\iota\approx 0$となる $\mathrm{h}\in \mathrm{H}(\mathrm{R}^{\mathrm{d}})$が求ま

る. hは調和だから *dhは $\mathrm{R}^{\mathrm{d}_{\text{上の閉}}微分形式とな}r$) Po incar\’eの補題により *dh=d\alpha と

なる-Mを含む開立方体上の $\mathrm{C}^{\mathrm{O}}\Re_{\text{の}}(\mathrm{d}-2)$ 形式\copyright {取れる. Stokesの公式により

$\int_{\mathrm{M}}|\nabla \mathrm{w}\{\mathrm{x}\rangle|^{2}\mathrm{d}\mathrm{x}=\int_{\mathrm{M}}\mathrm{d}\mathrm{W}\wedge*\mathrm{d}\mathrm{w}\approx\int \mathrm{d}\mathrm{w}\wedge*\mathrm{d}\mathrm{h}=\mathrm{M}\int_{\mathrm{M}}\mathrm{d}\mathrm{w}\mathrm{A}\mathrm{d}\alpha$

$=(-1)^{\mathrm{d}-1} \int_{\mathrm{M}}\mathrm{d}\alpha\wedge \mathrm{d}\mathrm{w}=(-1)^{\mathrm{d}-1}\int_{\mathrm{M}}\mathrm{d}1\alpha\wedge \mathrm{d}\mathrm{w})=(-1)^{\mathrm{d}}-1\int_{\partial_{\sim}\mathrm{W}}\alpha\wedge \mathrm{d}\mathrm{W}$

となる. 上の最後の項は $\partial \mathrm{M}$に沿って $\mathrm{d}\mathrm{w}=0$だから零となる. よって上の最初の項は零であ

るから $\nabla \mathrm{w}=0$ , 即ち wは定数である. これは肋{定数ならずと仮定したことに反する. 以上

はあくまで証明ではなく感じであり. 此の感じを精密化, 具体化すると証明になる. 口

そこで連続許容領域Mをとり, これかHD-tameとなることを示そう. すると, 定理

22からとにかく $\Delta_{2}(\mathrm{M})$は連結となる. この目的で定義を $-$つ述べる. 一般に有界領域 $\mathrm{M}$

で, \^aM=\partial Mを満たすものを考える. 有界領域 $\mathrm{M}_{\mathrm{n}}\text{の列}$ $1\mathrm{M}_{\mathrm{n}^{)}\mathrm{n}\geqq}1^{\text{が}}$

$\mathrm{M}_{\mathrm{n},-}\supset \mathrm{M}_{\mathrm{n}+1^{\supset\overline{.\int}}}\mathrm{h}$

$(\mathrm{n}\geqq 1\},$
$\bigcap_{\mathrm{n}\geqq 1}\mathrm{M}_{\mathrm{n}^{=\overline{\mathrm{M}}}}$

を満たすとき, $(\mathrm{M}_{\mathrm{n}\mathrm{n}\geqq})1\text{を_{}\overline{\mathrm{M}}}\text{の}$ squeezerと言う. どの様な $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\mathrm{R}^{\mathrm{d}})$ と, どの様な

squee $\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{M}_{\mathrm{n}\mathrm{n}\geqq 1})$をとっても ( $\mathrm{H}_{\mathrm{f}\mathrm{n}\geqq 1}\mathrm{M}_{\mathrm{n}_{)}}$ はM-上収束し, M上局所一様に調和関数に収

束する. 此の極 R) $\text{関数}\mathrm{H}_{\mathrm{f}}^{\overline{\mathrm{M}}}\text{は}(\mathrm{M}_{\mathrm{n}})_{\mathrm{n}\geqq 1}$の取り方に依存しないことが示される. そこでM上
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$\overline{\mathrm{M}}$

$\mathrm{M}$

$\mathrm{H}_{\mathrm{f}}=\mathrm{H}_{\mathrm{f}}$ となるとき Keldysh [2] に従って MはDirichlet安定であるという. 特に, \^oM

の点 \eta が $\lim_{\mathrm{n}-,\infty}\mathrm{H}_{\mathrm{f}}\mathrm{t}\mathrm{y}$ )
$=\mathrm{M}\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{y})$

を全ての $\mathrm{f}\in \mathrm{C}(\mathrm{R}^{\mathrm{d}})$ で満たすとき yを安定点であると言

う. MがDirichlet安定となるための必要十分条件は調和測度 Oの�Mの点集合を除いた

残りの点が安定点となることである ([2]) . すると
23. 補題. 連続有界領域MはDirichlet安定である.

これは, \^oMの正則点がすべて此の場合には安定点になることを言って, 上記した所の

Keld $\mathrm{i}$ shの結果を使って示される. Mは連続領域だから局所的にはMを $-$定方向に $1/\mathrm{n}$だ

け平行移動すると $\mathrm{M}_{\mathrm{n}}$ と $-$致するような-\iota fの squeezer1 $\mathrm{M}_{\mathrm{n}^{)}\mathrm{n}}\geqq 1^{\text{が取れる}ことと}$ , 調和関

数の平行移動による不変性を使って, 技術的には面倒な議論を要するが, 上の補題が示さ

れる. 。

24. 補題. 連続有界領域Mは HD-tameである.

証明 : 任意の $\mathrm{u}\in \mathrm{H}\mathrm{D}\mathrm{l}\mathrm{M}\rangle$ と任意の正数 $\epsilon>0$を取る. 周知のごとく連続有界領域 $\mathrm{M}$に対して

は $\mathrm{c}^{\infty}$ $( \mathrm{R}^{\mathrm{d}})$ は $\mathrm{L}^{1}’ 2$
$\langle$ M)内で denseであるから (例えば [3]参照) , $\#\nabla \mathrm{u}-\nabla \mathrm{f};\mathrm{L}\langle\triangleright_{\backslash }\mathrm{t})2\#$

$\infty$ $\mathrm{d}$

$<\epsilon/2$となる $\mathrm{f}\in \mathrm{C}$

$( \mathrm{R} )$がとれる. $(\mathrm{M}_{\mathrm{n}\mathrm{n}\geqq 1})$をMの任意の一つの squeezerとする. す

ると Di $\mathrm{r}\mathrm{i}$ chlet原理により

1im $\#\nabla \mathrm{H}-\mathrm{M}_{\mathrm{n}}\mathrm{f}\mathrm{f}\nabla \mathrm{H}\overline{\mathrm{M}};\mathrm{L}2(\mathrm{M})$ I $=0$

$\mathrm{n}-,\infty$

が示される. しかし補題 23によれば, $\mathrm{H}^{\overline{\mathrm{M}}}=\mathrm{H}^{\mathrm{M}}\text{であ}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{るから}$ , +分大きな nをとれば

$\mathrm{U}^{\nabla \mathrm{H}_{\mathrm{f}\mathrm{f}}}\mathrm{L}^{2}\mathrm{M}_{\mathrm{n}_{-\nabla \mathrm{H}^{\mathrm{M}};\{\mathrm{M})}}\#<\epsilon/2$

に出来る. $\mathrm{H}-\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{u}-\mathrm{f}^{=\mathrm{u}\mathrm{H}}\mathrm{f}$ だから, 再びDirichlet原理により

$\#\nabla \mathrm{u}-\nabla \mathrm{H}_{\mathrm{f}}^{\mathrm{M}}$ ; $\mathrm{L}^{2}(\mathrm{M})\int\leqq\#\nabla\iota\iota-\nabla \mathrm{f}$ ; $\mathrm{L}^{2}(\mathrm{M})\#<\epsilon/_{\angle}^{l})$.

だから, $\mathrm{N}\nabla \mathrm{u}-\nabla \mathrm{H}$ ;
$\mathrm{f}$

$\mathrm{L}\mathrm{M}_{\mathrm{n}2}(\mathrm{M})\mathrm{N}<\mathcal{E}$

となり, $\mathrm{H}_{\mathrm{f}}\in \mathrm{M}_{\mathrm{n}\mathrm{H}\mathrm{t}\overline{\mathrm{M}}}$ )が求めるものである. 口

25. 定理 9の証明

指数 1<P<q<\mbox{\boldmath $\omega$}を –組任意に固定する. Mが有界ならば常に
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$\mathfrak{n}_{0}^{7}1,$
$\mathrm{p}_{(^{\mathrm{h}}\mathrm{i}\rangle \mathrm{n}\mathrm{w}}.1,$

$\mathrm{q}_{(\mathrm{M}\mathrm{I}(\mathrm{M}}\supset \mathrm{h}_{0}^{7}1,$$\mathrm{q})$

となるが, 逆の包含関係が成り立つとき, 従って

$\langle 0_{6}\underline,)$ $\mathrm{t}\backslash ^{7}01,$ $\mathrm{p}(\mathrm{M})\cap \mathrm{W}^{1}’ \mathrm{q}(\mathrm{M})=|\backslash _{0}^{;}1,$ $\mathrm{q}(\mathrm{M})$

となるとき, Mは ( $\mathrm{p}$ , q)-subordinateであると言うことにする. すると

27. 補題. Mを連続有界領域とすると, Mは全ての 1<P<q<\mbox{\boldmath $\omega$}に対して, 常に $(\mathrm{p}, \mathrm{q})-$

Subordinateである.

これは $\mathrm{c}^{\infty}\mathrm{t}\mathrm{R}^{\mathrm{d}}$ )が $\mathrm{L}^{1}$ , $\angle(\mathrm{M})0$内 denseであることの証明と全く同様に示される. そ

こで定琿 9の証明のあらすじに進む. 2\leqq p\leqq dを任意に取る. 上の補題 27により, 特にMを

連続許容領域とするとき, Mは $(2, \mathrm{p})-\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}$ となる. さて $\Delta_{2}(\mathrm{M})$ は補題 24と

定理 22により連結であることに注目する. これらに基づいて $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M}$ }が連結であることを

示そう. 任意のp-Dirichlet有限 p調和測度 wをとって, これが定数になることを言え

ばよい. $\mathrm{w}(1-\mathrm{w})\in \mathrm{b}_{0}^{7}1$

,
$\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{M})$が p調和関数wの p調和測度となる為の特徴的性質であった

( $[5]\rangle$ . $\mathrm{b}^{\vee}\in \mathrm{w}1$ , $\mathrm{p}(\mathrm{M})\subset \mathrm{w}^{1}$
, 2

$\langle$ M)だから, 分解

$\mathrm{w}^{1}$ ’2 $\langle \mathrm{M}\rangle=(\mathrm{H}(\mathrm{M})\cap \mathrm{W}1$ ,2(M) $\mathrm{I}\oplus \mathrm{w}^{1}\mathrm{o}$ ’2(M)

に於ける wの調和部分を $\mathrm{w}_{1}$
としよう . $\mathrm{W}(1-\mathrm{W}\rangle\in \mathrm{w}_{00}^{7}1, \mathrm{p}_{(\mathrm{M}})\subset 4^{7}1,2(\mathrm{M})$であることを使う

と $\mathrm{w}_{1}(1-\mathrm{w}_{1}\rangle\in \mathrm{W}^{1,2}\langle \mathrm{M})0$が結論される. これは $\mathrm{w}_{1}$が $2-\mathrm{D}\mathrm{i}$ richlet有限 2調和測度であ

ることを意味する ([5]) ので, $\Delta_{2}(\mathrm{M})$が連結なことから M上 $\mathrm{w}_{1^{\equiv \mathrm{c}=0_{\text{又は}1}}}$ となる. こ

れは $\mathrm{w}-\mathrm{c}\in \mathrm{w}^{1}\mathrm{o}$ ’ $2_{\langle \mathrm{M})}$を意味し, 従って $\mathrm{v}_{\vee}\cdot-_{\mathrm{C}\in}\mathrm{w}_{\mathrm{o}}1,2_{\{\mathrm{M}}$ ) $\cap \mathrm{w}^{1}’ \mathrm{p}_{(\mathrm{M})=}\mathrm{W}_{0}1,$ $\mathrm{p}_{(\mathrm{M}\}}$ となるこ

とがMが (2, p)-subordinateであることより結論される. 再び分解

$\mathrm{I}\mathrm{v}^{\uparrow 1}$ ’
$\mathrm{p}(\mathrm{M})=(_{\mathrm{p}}\mathrm{H}\mathrm{t}\mathrm{M})\cap \mathrm{w}^{1}$

’ $\mathrm{p}(\mathrm{M}))\oplus \mathrm{w}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{p}(\mathrm{M})$

とその $-$意性により, M上 w\equiv Cとなって $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M}$ }の連結であることが分かる. 口

28. 境界特性関数の存在
定理 10の証明へ進む. $1<\mathrm{p}<2$となる任意の pをとり, ついで

$\mathrm{r}>\max\langle 2\mathrm{p}/(2-\mathrm{p}), \mathrm{p}/(\mathrm{p}-1\rangle)$

となる rを任意に固定する. Mを $\mathrm{R}^{\mathrm{d}}\text{内の指数}$ rの弱 Lipschtz領域とするとき, 次のよう

なM上の関数 fが存在することを以下に示す :
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(29) $\mathrm{f}\in \mathrm{h}^{-}1$ ,
$\mathrm{p}(\mathrm{M})$ , $\mathrm{f},$ $1-\mathrm{f}\not\in \mathrm{w}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{p}$

$(\mathrm{M})$ , $\mathrm{f}(1-\mathrm{f})\in \mathrm{w}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{p}(\mathrm{M})$ .
この fの, 分解

$\mathrm{w}^{1}$ ’ $\mathrm{p}\{\mathrm{M}$ ) $=\mathrm{t}_{\mathrm{p}}\mathrm{H}\mathrm{t}\mathrm{M}$
) $\cap \mathrm{w}^{1}$ ’ $\mathrm{p}\{\mathrm{M}$ )) $\oplus \mathrm{w}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{M}$ )

に於ける p調和部分 wを取ると wは非定数p Dirichlet有限 p調和となり $\Delta \mathrm{p}(\mathrm{M})$ の非連

結性が分かる. 以下で説明する fの作り方からわかる様に, �Mの任意の開集合 U\neq \Phi をとる

とき, $\mathrm{L}^{7}\supset\iota^{r}\neq\Phi$となる或開集合\’があって $\mathrm{f}$は Vで境界値 1, \partial M‘.�では境界値 $0$を取るように

作れる. $-\iota_{\mathrm{f}_{\mathrm{P}}^{*}}$から -Mへの連続写像 nで $\Gamma‘|\mathrm{M}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ . となるものがある. fは, そして大体に於て

$-1$
wは, 境界値の意味で境界上では $n$ (V)の中に台を持つ. 以上の考察により $\Delta_{\mathrm{p}}(\mathrm{M})$ は単

に非連結であるばかりではなく実は無限個の連結成分からなることを注意しておく.

ゆえに ( $29\rangle$を満たす fを構成して見せれば全てが終る. 以下その道筋の大体を説明

する. 任意に $\xi\in$ �Mを $-$つ固定する. すると \xi での Mの局所表示関数 $\mathrm{x}^{\mathrm{d}}=\psi(\mathrm{x}$
,
{で指数 rの

SObolev関数であり (7)を満足するものが $-$つ取れる. $\mathrm{B}’(\xi, p)\cross \mathrm{R}$ $(\rho=\rho(\xi)>0)$か

らそれ自身への写像\psi を

$\Psi(\mathrm{x}’, \mathrm{x}^{\mathrm{d} ,})=(\mathrm{X} , \mathrm{x}^{\mathrm{d}_{-\psi(}}’ \mathrm{X}’))$

により定める. $\mathrm{y}=\Psi(\mathrm{x})$ は $\mathrm{B}’(\xi$ , \rho $)\cross$ Rからそれ自身への位相写像であり, 又\psi の逆写像

$\Psi^{-1}$は

$\Psi^{-1}$
$\langle$ $\mathrm{y}\wedge,$

$\mathrm{v}^{\mathrm{d}})\vee=(\mathrm{y}’, \mathrm{y}^{\mathrm{d}_{+\psi(}}\mathrm{y}’))$ $((.\mathrm{v}’, \mathrm{y}^{\mathrm{d}})\in \mathrm{B}’(\xi, \rho)\mathrm{x}\mathrm{R})$

で与えられる. $\Psi=(\Psi_{1},$ $\ldots,$ $\Psi_{\mathrm{d}}\rangle$は ACLで殆ど到るところ微分可能で. 可測な古典的勾

配 $\nabla\Psi=(\nabla\Psi_{1}, \ldots, \nabla\Psi_{\mathrm{d}})\epsilon \mathrm{L}^{\mathrm{r}}(\mathrm{B} ’ (\xi, \rho))$ をもつ. $\Psi’$を)pの形式的導関数, 即ち, 第 $\mathrm{i}$

行が $\nabla\Psi_{\mathrm{i}}$である dxd行列とする. 明らかに\psi の Jacobian $\mathrm{J}_{\Psi^{\text{は}}}$

(30) $\mathrm{J}_{\psi}(\mathrm{x})=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\Psi’(\mathrm{x})=1$ $(\mathrm{a}. \mathrm{e}. \mathrm{x}\in \mathrm{B} ’ (\xi, \rho))$

を満たす. (7) によれば

$\langle$ 31) $(\mathrm{x}\in \mathrm{B}’(\xi, \rho))$

となるから, Rademacherの定理により, $\langle$ 30)を使えば変数変換の公式

(32)
$\int_{\Psi^{-1}}(\mathrm{A})\mathrm{u}(\Psi(\mathrm{x}))\mathrm{d}\mathrm{x}=\int_{\mathrm{A}}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{y})$

dy

が全ての可測集合 $\mathrm{A}\subset \mathrm{B}’(\xi, \rho)\mathrm{x}\mathrm{R}$と関数 $\mathrm{u}\in \mathrm{L}^{1}(\mathrm{A})$ に対して成立する. 以上の事は全く同

$\text{様に}\Psi^{-}\text{いても言える}1_{\text{につ}}$ . さて
$\mathrm{X}=\{(\mathrm{x}’, \mathrm{x}^{\mathrm{d}})$ : $|\mathrm{x}’|<\mathrm{a},$

$\psi\{\mathrm{x}’\rangle<\mathrm{x}^{\mathrm{d}}<\psi(-\backslash _{\vee}")+\mathrm{b}\}$
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とおく. 但し正数 $0\swarrow_{\backslash }\mathrm{a},$ $\mathrm{b}<\rho\langle\xi$ )は十分に小に取ることにして $\mathrm{X}\subset \mathrm{B}1\xi,$ $\rho(\xi))\cap \mathrm{M}$となっ

ている様にする. 又

$\mathrm{Y}=\{(\sim\backslash ^{\tau}\cdot, \backslash ..\cdot\cdot)\mathrm{d} : |\backslash ^{\mathrm{Y}}. ’ |<\mathrm{a}, 0<\backslash -<\backslash \mathrm{d}\mathrm{b}\}$

とおく. $\Psi(\mathrm{X})=\mathrm{Y},$
$?p^{-1}$ (Y)=Xである. Y上の関数 $\mathrm{u}$に対して, uの \psi による X上への引き

戻し $\mathrm{u}\circ$ \psi を $\Psi^{*}\iota\iota$と記すことにする. すると

33. 補題. $\Psi^{*}$は
$\mathrm{w}^{1}$ , $\mathrm{r}\mathrm{p}/\mathrm{t}\mathrm{r}^{-}\mathrm{p}$ )

$(\mathrm{Y})$から $.\mathrm{w}^{1}$
,

$\mathrm{p}(\mathrm{X}$ }への連続写橡である.

略証 : 任意の $\mathrm{u}\in|\mathrm{t}^{-1}$ , $\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})(\mathrm{Y})$をとるとき, 常に $\Psi^{*}\mathrm{u}\in \mathrm{h}^{1}$” $\mathrm{p}_{\{\mathrm{X}}$ ) となり不等式

$(34\} ||\Psi \mathrm{u};\mathrm{w}*1, \mathrm{p}_{\{\mathrm{X})}||\leqq \mathrm{c}\mathrm{N}\iota\iota ; \mathrm{W}1, \mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{P})\mathrm{t}\mathrm{Y})\mathrm{N}$

が成り立つことを示す. 但し $\mathrm{C}=\max$ $\langle$ $||\nabla\Psi;\mathrm{L}(\mathrm{X})\mathrm{r}||,$ $1)$である. 最初に uが滑らかな場

合, 即ち $\mathrm{u}\in \mathrm{C}^{\infty}(\mathrm{Y})\mathrm{n}\mathrm{w}^{1}’ \mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{P}^{)}(\mathrm{Y}$ }を任意に取ったときを考える. $\Psi^{*}\backslash _{\sim}1$には通常の

微分計算が許されるので, (32)の公式や, H\"olderの不等式及び Nikodymの定理等を

適用することにより, 上の主張が導かれる. 最後に空間 $\mathrm{c}^{\infty}(\mathrm{Y}\rangle\cap \mathrm{b}^{\tau}1, \mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})\{\mathrm{Y}$ )が

$\mathrm{w}^{1}$ , $\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})(\mathrm{Y})$の中で denseな事により, 一般の場合は極限移行によって所求の結

論が得られる. $\text{口}$

35. 補題. $(\Psi^{-1})^{*}\text{は}\mathrm{w}^{1,\mathrm{p}}1\mathrm{x})$ から $\mathrm{w}^{1,\mathrm{r}_{\mathrm{P}/()}}\mathrm{r}+\mathrm{p}(\mathrm{Y})$ への連続写像である.

証明 : 補題 33の証明の Xと Yの役割を取り替え, \psi の代わりに $\Psi^{-1}$を使い, $\mathrm{p}=\mathrm{r}\mathrm{q}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}1\mathrm{r}-\mathrm{q}$ )
.

となる $\mathrm{q}=\mathrm{r}\mathrm{P}/\mathrm{t}\mathrm{r}+_{\mathrm{P})}$をとれば $(\Psi^{-1})^{*}$は $\mathrm{w}^{1}’ \mathrm{r}\mathrm{q}/(\mathrm{r}-\mathrm{q})(\mathrm{X})=\mathrm{w}1,$ $\mathrm{p}_{(\mathrm{X})}$から $\mathrm{w}^{1,\mathrm{q}_{(\mathrm{Y})}}$

$=\mathrm{T}\dot{\mathrm{v}}^{1}$ , $\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}+\mathrm{p})$

$\langle$ Y)への連続写像であることが分かる. $\max(2\mathrm{p}/(2-\mathrm{p}), \mathrm{P}/(\mathrm{p}-1))$

<rの様に rがとってあったが, これは $1<\mathrm{q}<2$と同値である. 口

36. 補題. 次の 2 っの包含関係が成り立つ :

(37) $\psi^{*}1^{\bm{\mathrm{w}}_{0}^{1,\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}\mathrm{p})}1\mathrm{Y}}-)]\subset \mathrm{w}_{\mathrm{o}}^{1,\mathrm{p}}(\mathrm{X})$ ;

(38) $\Psi^{*}\iota \mathrm{w}^{1,\mathrm{r}_{\mathrm{P}/}}1\mathrm{Y})\backslash \mathrm{W}^{1,\mathrm{p}}0\langle$
$\mathrm{r}-\mathrm{p})\mathrm{r}/\mathrm{t}\mathrm{r}-\mathrm{p})\{\mathrm{Y}$ ) $]\subset \mathrm{w}^{1,\mathrm{p}_{(\mathrm{X})}1}\backslash \mathrm{W}_{0}$ ’ $\mathrm{t}$

$\mathrm{p}\mathrm{X}$ ).

証明 :uが Yの中で完閉台の関数であると $\Psi^{*}$ uもまた Xの中で完閉台を持つ. このことに注

意すれば (37)は補題 33から直ちに従う. $\mathrm{u}\in \mathrm{W}^{1}’ \mathrm{r}\mathrm{p}/\mathrm{t}\mathrm{r}-\mathrm{p}$ )
$(\mathrm{Y})\backslash \mathrm{w}_{0}^{1,\mathrm{r}_{\mathrm{P}/}}(\mathrm{r}-\mathrm{p})(\mathrm{Y})$
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を任意に取ると, とにかく )$p^{*}\mathrm{u}\in \mathrm{W}^{1}$ ’ $\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{X}$ )である. (38)を示すため背理法で仮に $\psi^{*}\mathrm{u}\in$

$\mathrm{w}_{0}^{1,\mathrm{p}_{\langle \mathrm{X}}})$であったとする. 補題 33次いで 35を使うと, (37)を出したと同様にして

$\mathrm{t}\Psi^{-1})^{*}(\Psi^{*}\mathrm{u})=$ ( $\circ\psi\rangle\circ\Psi^{-1}=\mathrm{u}\in \mathrm{f}\backslash ^{7}01$
, rp/(r+p)

$\mathrm{t}\mathrm{Y}$ )

となる. $1<\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}+\mathrm{p})’\backslash \mathrm{r}\mathrm{P}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})<2$ であり Yは連続領域であるから補題 27を使うと $\mathrm{Y}$

は $(\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}+\mathrm{p}), \mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p}))-\mathrm{s}\iota 1$ bordinate $\text{て^{}=}$ あることが分\hslash \mbox{\boldmath $\lambda$} り

$\mathrm{u}\in \mathrm{w}_{0}^{1,\mathrm{r}\mathrm{p}/}\langle$ $\mathrm{r}+\mathrm{p})(\mathrm{Y})\cap \mathrm{W}^{1}’ \mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})\{\mathrm{Y}$ ) $=\mathrm{W}^{1}0$

, $\mathrm{r}\mathrm{p}/\mathrm{t}\mathrm{r}-\mathrm{p}$ )
$1\mathrm{Y}$ )

となって, 最初のUの選び方に矛盾する. 口

さてここで円錐関数とでも呼べば印象的であろう関数 $\mathrm{g}$を以下の様に作る. $0<\mathrm{c}<$

min{ $\mathrm{a},$
$\mathrm{b})$ となるような任意の cに対して, 円錐

V $\mathrm{c}^{=\{}(\mathrm{y}’, \mathrm{y}^{\mathrm{d}})\in \mathrm{R}^{\mathrm{d}\mathrm{d}}$: $0<\mathrm{y}<\mathrm{c}-|.\backslash ^{r}$

,
$|$ }

を考えると. 常に $\iota_{\mathrm{c}^{\subset}}^{\gamma}\mathrm{Y}\text{である}$ . この様な $\mathrm{c}$を任意に一つ固定して $\mathrm{V}=\backslash -\mathrm{c}$ とおく. Y上の関

数 gを次式で定める :

$\mathrm{g}(\mathrm{y})=\{$

$1-\mathrm{y}^{\mathrm{u}}/(\mathrm{c}-|\mathrm{y}’|)$ $(\mathrm{y}=(\mathrm{y}’, \mathrm{y}^{\mathrm{Q}})\in \mathrm{V})$ ,

$l0$ $(\mathrm{y}\in \mathrm{Y}\backslash \mathrm{V})$ .
容易に見て取れるように $\mathrm{g}\in \mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{Y}$ )でしかも Y上 $0\leqq \mathrm{g}<1$である. 具体的な計算と Nikodym
の定理を使って次の事実が確かめられる :
$\mathrm{t}39)$ $\mathrm{g}\in \mathrm{W}^{1,\mathrm{q}}(\mathrm{Y}$

} $(1 <\mathrm{q}<2)$ .
gの� Yに於ける境界挙動は, Yの底面の円板 $\mathrm{U}=\text{�}\mathrm{Y}\cap\{|.\mathrm{v}’|<\mathrm{c}, \mathrm{y}^{\mathrm{d}}=0\}$では境界値 1を持
ち� Y\Uでは境界値 $0$を持つ. 従って gは Yの境界上では円板 Uの特性関数を与えている訳
である. gは更に次の性質を持つ.

40. 補題. 全ての $1<\mathrm{q}<2$に対し L $\mathrm{g}$も l-gも $\mathrm{w}_{0}^{1,\mathrm{q}}(\mathrm{Y})$に入らない.

証明 : 特別の関数 $\mathrm{u}(\mathrm{y}\rangle$ $=\mathrm{u}(\mathrm{y}$ ’, $\mathrm{y}^{\mathrm{d}}\rangle$ $=\mathrm{y}^{\mathrm{d}}$を考えよう. uCはV上 q調和, 即ち, uはV上 $\mathrm{q}-$

Laplace方程式

$-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(|\nabla_{\mathfrak{U}1^{\mathrm{q}}\mathrm{u}}-2_{\nabla 0})=$

を本来の意味で満たすから無論弱解の意味でも満たす様な連続関数である. そこで $\mathrm{g}$も 1-

$\mathrm{g}$も同時に扱う目的で, h=g又は $\mathrm{h}=\mathrm{g}-1$ を表すものとする. $\mathrm{h}\not\in \mathrm{W}_{0}^{1}’ \mathrm{q}_{(\mathrm{Y})}$が言いたいので

背理法で $\mathrm{h}\in \mathrm{w}_{\mathrm{o}}^{1}$ ’ $\mathrm{q}(\mathrm{Y})$ と仮定して矛盾を導 $\langle$ . hを $\mathrm{b}^{\gamma}1,$
$\mathrm{q}(\mathrm{Y})$の中で $\mathrm{c}_{0}^{\infty}\mathrm{t}\mathrm{Y}\rangle$の元で近似す
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ることにより, uの弱解条件より

(41) $\int_{\mathrm{Y}}|\nabla \mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{y})|^{\mathrm{q}-2}\nabla\iota\iota(\mathrm{y})\cdot\nabla \mathrm{h}(\mathrm{y})\mathrm{d}\mathrm{y}=0$

でなければならぬことが–方からは結論される. 他方に於てこれに反する結果が以下の様

に導かれる. $0’=(0, \ldots, 0)\in \mathrm{R}^{\mathrm{d}-1},$ $\nabla’\mathrm{h}=\mathrm{t}\text{�}\mathrm{h}/\text{�_{}\mathrm{y}}1,$

$\ldots,$
$\text{\^{o}} \mathrm{h}/\partial_{y}\backslash r\mathrm{d}-1)$ の記号を使

う. $|\nabla \mathrm{u}(\mathrm{y})|^{\mathrm{q}-2_{\nabla \mathrm{u}}}(\mathrm{y}$ } $\cdot\nabla \mathrm{h}(\mathrm{y})$ を具体的に計算すると

$|(0^{\cdot}, 1)|^{\mathrm{q}-2_{(}}0’,$ $1)\cdot(\nabla’\mathrm{h}, 1/(\mathrm{c}-|\mathrm{y} ’ |)=1/(_{\mathrm{C}}-|.\mathrm{v}^{-} ’ |)$

に等しい. ゆえに $|\mathrm{B}^{\mathrm{d}-1}|$ を { $\mathrm{d}-1)$次元単位球 $\mathrm{B}^{\mathrm{d}-1_{=}}\mathrm{B}$ ’ $(0,1)$の体積として

$\int_{\mathrm{Y}}|\nabla \mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{y})|^{\mathrm{q}-2_{\nabla \mathrm{u}}}(\mathrm{y})\cdot\nabla \mathrm{h}(\mathrm{y}\}\mathrm{d}\mathrm{y}=\int_{\mathrm{V}}\mathrm{t}\mathrm{c}-|\mathrm{y} ’ |)^{-1}\mathrm{d}\mathrm{y}$

$= \int_{1\mathrm{y}’}|<\mathrm{C}0\{\int^{\mathrm{c}-}|\mathrm{x}’|(\mathrm{c}-|\backslash ^{\vee}. ’ |)^{-1_{\mathrm{d}}\mathrm{d}\mathrm{d}-1}\mathrm{y}\}\mathrm{d}\mathrm{y}=\mathrm{C}$
$,|\mathrm{B}^{\mathrm{d}-1}|>0$

となる. これは (41)に矛盾する. 口

42. 補題. 全ての $1<\mathrm{q}<2$に対して $\mathrm{g}(1-\mathrm{g})\in \mathrm{W}_{0}^{1}’ \mathrm{q}\{\mathrm{Y}$ )である.

証明 : $\mathrm{c}<_{\mathrm{C}}<\min$$’ \mathrm{t}\mathrm{a},$ $\mathrm{b}$ ) となる $\mathrm{c}$

’をとって $\mathrm{v}_{\mathrm{c}}$

$,\subset\Omega\subset \mathrm{Y}$となる様な $\mathrm{c}^{2}\text{領域_{}\Omega}\text{をとる}$ . そこ
で $\mathrm{E}=$ { $(\mathrm{y}$ ’, $0\rangle$ : $|\sim\backslash \mathrm{y}$

’ 1=C}\subset \^a\Omega を考える. $\mathrm{h}:=\mathrm{g}(1-\mathrm{g})$は\Omega \E迄連続に拡張できて, 拡

張した $\mathrm{h}|$ (\partial \Omega \E)=0である. しかも曲面�\Omega 内の曲面積で計って面積 $|\mathrm{E}$ |=0である. さ

て $\gamma:\mathrm{W}^{1,\mathrm{q}}(\Omega)-,\mathrm{L}(_{\hat{U}\Omega\}}\mathrm{q}$ を trace作用素とする. 各 \mbox{\boldmath $\zeta$}\in \^o\Omega に対して $\mathrm{n}_{\zeta}\text{を}\zeta$に於ける内法

線とすると
$(Y\mathrm{h})(\zeta)=$ $\lim$ $\mathrm{h}(\mathrm{y})=0$

$\mathrm{y}\in \mathrm{n}_{\zeta},$

$\mathrm{y}’arrow\zeta$

$-1$
が $\zeta\in\text{�}\Omega\backslash \mathrm{E}$ , 即ち $\mathrm{a}$ . $\mathrm{e}$ . \mbox{\boldmath $\zeta$}\in \^a\Omega で成り立つことになるので, $\gamma \mathrm{h}=0$であり, $\mathrm{h}\in\gamma$ $\mathrm{t}0$ ) $=$

$\mathrm{w}_{0}^{1}$ ’ $\mathrm{q}(\Omega)$が結論される. \Omega \subset Yで Y\\Omega で $\mathrm{h}=0$だから, $\mathrm{h}\in \mathrm{W}_{0}^{1,\mathrm{q}}(\mathrm{Y})$ となる. 口

以上に述べてきた補題のいくつかを利用して目的の (29)を証明する. 上に定義し

た写像 \Psi と円錐関数 gをとる. rのとりかたによれば $1<\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})<2$であるから, (39}

によれば $\mathrm{g}\in \mathrm{w}^{1}$
, $\mathrm{r}\mathrm{p}/(\mathrm{r}-\mathrm{p})(\mathrm{Y})$である. X上 $\mathrm{F}=\Psi^{*}\mathrm{g}=\mathrm{g}\mathrm{o}\Psi$とおき,

$\mathrm{f}(\mathrm{x}’)=\{$

$\mathrm{F}(\mathrm{x})$ $(_{\mathrm{X}\in}\mathrm{X})$ ,

$0$ $(\mathrm{x}\in \mathrm{M}\backslash \mathrm{x})$

とすると $\mathrm{f}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{M}\}$である. 補題 33によれば $\mathrm{F}\in \mathrm{w}^{1}’ \mathrm{p}_{(\mathrm{X}}$ ),更に補題 40によれば $\mathrm{F}$も 1-Fも
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$\mathrm{w}_{0}^{1}$
’ $\mathrm{p}_{(\mathrm{X})}$に入らない. しカル $\Psi^{*}(\mathrm{g}\mathrm{t}1-\mathrm{g}))=\mathrm{F}(1-\mathrm{F})$ だから, 補題 36と 42によれは

$\mathrm{F}(1-\mathrm{F})\in \mathrm{h}^{1}’ 0$ ’ $\mathrm{p}$

$\langle$ X) となる. fの定義から, X上の Fの結果をMへ移行出来て , (29 )が示

される. 口
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