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非線形最小化問題や非線形発展方程式の問題において、解の問題は非線形非拡大写像ま
たは非線形非拡大半群の不動点の問題になることが多い。 ここでは、非線形非拡大写像の
不動点を求める 4つの近似法について議論を行う。

$E$ を Banach 空間とし、 $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする。 $T$ を $C$から Eへの非拡大写
像とする。すなわち、

$||\tau_{x}-\tau_{y}||\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in C$

が成り立つものとする。このとき、つぎの 4つの近似法について考察する。ただし、 $F(T)$

は $T$の不動点の集合を表し、 $F(T)\neq\phi$とする。
(i) $x\in C$ とし、

$S_{n}x= \frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}X$ $(n=1,2,3, \ldots)$

とする。 このとき、 $\{S_{n}x\}$ は $F(T)$ の元に収束するか。
(ii) $x_{0}\in C$ とし、

$T_{t}x=(1-t)x_{0}+tTx$ , $\forall x\in C$ , $0<t<1$

とする。 このとき、縮小写像の不動点定理より $T_{t}u_{t}=u_{t}$となる男の不動点 $u_{t}$が–意に存
在するが、 $t\uparrow 1$ のとき、’ この $\{u_{t}\}$ は $F(T)$ の元に収束するか。

(iii) $x\in C$ とし、$A_{1}x=x_{\text{、}}$

$A_{n+1}x=\alpha_{n+1}x+(1-\alpha_{n+1})TA_{n}.\prime \mathrm{t}$. $(n=1,2,3, \ldots)$ , $0<\alpha_{n}<1$

とする。 このとき、 $\{A_{n^{X}}\}$ は $F(T)$ の元に収束するか。
(iv) $x\in C$ とし、 $x_{1}=x_{\text{、}}$

$x_{n+1}=\alpha_{n}T_{X_{n}+(1}-\alpha_{n})x_{n}$ $(n=1,2,3, \ldots)$ , $0<\alpha_{n}<1$

とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の元に収束するか。
(i) の問題は 1975年、 $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ によって Hilbert 空間の場合で、 $\{S_{n}x\}$ が $F(T)$ の元に

弱収束するという形で解かれている。 しかしこのままの条件では強収束しない例がある。
(ii) は 1967年、 $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{W}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}[^{9}.]$ によって、Hilbert 空間の場合で、 $t\uparrow 1$ のとき、 $\{u_{t}\}$ は $F(T)$

の元に強収束するという形で解かれている。
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(iii) は最近 (1992年)1 $\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[21]$ によって、Hilbert 空間の場合で、 さら (こ $\{\alpha_{n}\}$ に

条件を加えて、例えば $\alpha_{n}=\frac{1}{n}$ とすると、 $\{A_{n}x\}$ は $F(T)$ の元に強収束するということが

証フ明ィンれとすてるいとる、。ここはで興味のの Sあるとこと致がすおるこ。$\text{っ}$ iてのい結る果。は i弱収に束おいどてま、り $\text{であるの}\frac{1}{n}\text{、に対し_{、}は}$

(iii) では強収束までいえる。線形と非線形の違いがここでも如実に現れている。
(iv) は 1953年、 $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[9]$ によって、 $\{\alpha_{n}\}$ に条件を加えると $\{x_{n}\}$ が弱収束することが

証明されている。 (iv) はまた、 1974年に、 $\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{W}\mathrm{a}[5]$ によって、 もう少し–般化された形
で研究されている。すなわち、

$x\in C$ , $x_{1}=x$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta nTXn+(1-\beta_{n})X_{n}]+(1-\alpha_{n})x_{n}$

$(n=1,2,3, \ldots)$ , $0<\alpha_{n}\leq 1$ , $0\leq\beta_{n}<1$

の形で研究されている。
ここでは、 これらの結果の–般化を試みるとともに、それらの相互の関係を論ずる。 と

くに、Banach 空間での結果はノルムの凸性や微分可能性と大いに関係しており、その証明
には非線形特有の技巧や難しさが入ってくる。非線形の面白さと難しさをかい間見ていた
だければ幸いである。

1 Browder の定理
$E$ を Banach 空間とし、 $E^{*}$ をその dual 空間とする。 また、 $C$ を $E$ の部分集合とする。
このとき $C$ から $E$ への写像 $T$ が

$||T_{X}-\tau_{y}||\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in C$

を満たすとき、非拡大写像といわれる。 $T$ の不動点の集合を $F(T)$ で表す。
1967年に $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}[2]$ はつぎの定理を得ている。

定理 1.1 (Browder) $C$ を Hilbert 空間の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非拡大
写像とする。 $u\in C$ と $t\in(0,1)$ に対して

$T_{t}x=tTx+(1-t)u$ , $\forall x\in C$

とする。 このとき、 $Ttxt=x_{t}$ となる点 $x_{t}$ が–意に存在し、 しかも $\{x_{t}\}$ は $tarrow 1$ のとき、
$T$ の不動点に強収束する。
この定理は後に沢山の数学者によっていろいろな形で研究された。例えば、 $T:Carrow E$

であるとき $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}- \mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{a}[10]$ は、 $u\in C$ と $t\in(0,1)$ に対して、

$S_{t}x$ $=$ $tPTx+(1-t)u$ , $\forall x\in C$ ,
$U_{t}x$ $=$ $P(tTx+(1-t)u)$ , $\forall x\in C$
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となる縮小写像 $S_{t},$ $U_{t}$ を考え、 Browder の定理の拡張を試みた。 ただし、 $T$ は $C$ から $H$

への非拡大写像で、 $P$ は $H$ から $C$ の上への metric projection である。最近 $\mathrm{X}\mathfrak{U}^{-}\mathrm{Y}\mathrm{i}\mathrm{n}[22]$

はつぎの結果を得ている。Xu-Yin の結果を述べる前に定義を与えておく。 $C$ を Banach 空
間 $E$ の凸集合とし、 $x\in C$ とする。 このとき inward set $I_{C}(x)$ をつぎのように定義する。

$I_{C}(x)=$ { $y\in E$ : $y=x+a(z-x)$ for some $z\in C$ and $a\geq 0$ }.

写像 $T:Carrow E$ が weak inwardness 条件を満たすとは、任意の $x\in C$ に対して、 $Tx$ が
$I_{C}(x)$ の閉包に含まれるときをいう。

定理 1.2 (Xu-Yin) ,
$C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $H$ への weak

inwardness 条件を満たす非拡大写像とする。 また $u\in C$ と $t\in(0,1)$ に対して

$x_{\mathrm{t}}=tPTx_{t}+(1-t)u$

とする。 ただし $P$ は $H$ から $C$ の上への metric projection である。 このとき、 $F(T)\neq\phi$

であるための必要十分条件は $\{x_{t}\}$ が $tarrow 1$ のとき有界となることである。さらにこのと
き、 $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点に強収束する。

定理 1.3 (Xu-Yin) $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $H$ への weak
inwardness 条件を満たす非拡大写像とする。 また $u\in C$ と $t\in(\mathrm{O}, 1)$ に対して

$x_{t}=P(tTxi+(1-t)u)$

とする。ただし、 $P$ は $H$ から $C$ の上への metric projection とする。このとき、 $F(T)\neq\phi$

であるための必要十分条件は $\{x_{t}\}$ が $tarrow 1$ のとき有界となることである。さらにこのと
き、 $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点に強収束する。
この節では、 これら Xu-Yin の結果 [22] を Banach 空間の場合まで拡張することを試み

る。 その前に定義を与えておく。 $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし、 $D\subset C$ とする。
$P$ を $C$ から $D$ の上への写像とする。 このとき、 $P$ がサニーであるとは $x\in C$ と $t\geq 0$ に

対して、 $Px+t(x-P_{X})\in C$ であるならば

$P(Px+t(x-P_{X}))=Px$

がつねに成り立つことである。 また $C$ から $C$ への写像 $P$ が $P^{2}=P$ を満たすとき
retraction といわれる。Banach 空間におけるサニー非拡大 retraction は Hilbert 空間での
metric projection を拡張した概念である。 $C$ を Banach 空間 $E$ の高邑集合とする。この
とき、 $C$ が正規構造をもつとは、 $C$ の 2点以上含む任意の有界閉凸集合 $IC$ が

$\sup\{||_{Z-y}|| : y\in I1’\}<\sup\{||x-y|| : x,y\in I\zeta\}$

となるような点 $z\in I\mathrm{f}$ を含むときをいう。一様凸な Banach 空間の閉凸集合は常に正規構
造をもつことが知られている。 また、 Banach 空間のコンパクト凸集合も正規構造を持つ。
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$E$ を Banach 空間とし、 $S(E)=\{x\in E:||x||=1\}$ とする。 このとき、 $x,$ $y\in S(E)$ に対
して、 つぎの極限を考える。

$tarrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}$

$\frac{||X+ty||-||x||}{t}$ .
Banach 空間 $E$ のノルムが Gateaux 微分可能であるとは、 $S(E)$ の任意の元 $x,$ $y$ に対し
て、 つねにその極限が存在するときをいう。このとき、 $E$ は滑らかであるともいわれる。
また、 Banach 空間 $E$ のノルムが–様に Gateaux 微分可能であるとは、任意の $y\in S(E)$

に対して、その極限が $x\in S(E)$ に関して–様に収束するときをいう。Banach 空間 $E$ の

ノルムが Fr\’echet 微分可能であるとは、任意の $x\in S(E)$ に対して、その極限が $y\in S(E)$

に関して–様に収束するときをいう。Banach 空間 $E$ のノルムが–様に Fr\’echet 微分可能
であるとは、 その極限が $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に関して–様に収束するときをいう。このとき、
$E$ は–様に滑らかであるともいわれる。 $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}P.\mathrm{C}\mathrm{h}$ 空間 $E$ の元 $x\in E$ に対して、 $E^{*}$ の集合

$J(x)=\{f\in E^{*} : f(X)=||_{X||^{2}=}||f||^{2}\}$

が定義されるが、 この写像 $J$ は $E$ 上の duality mapping といわれる。 $E$ が滑らかである
とき、 $J$ は–価写像となる。つぎの定理は Xu-Yin の定理を Banach 空間の場合まで拡張
するための本質的定理 [18] である。 この定理の証明には Kirk の不動点定理 [7] が用いら
れる。

定理 14 $E$ を回帰的な Ba,nach 空間で、一様 Gateaux 微分可能なノルムをもつもの
とする。 $C$ を $E$ の正規構造をもつ閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とする。
また、 $u\in C$ と $t\in(\mathrm{O}, 1)$ に対して、 $x_{t}$ を

$T_{t}x=tTx+(1-t)u$ , $\forall x\in C$

で定義される縮小写像鶉の唯–の不動点とする。このとき、 $F(T)\neq\phi$ となるための必要
十分条件は什 t} が $tarrow 1$ のとき有界となることである。 この場合、 $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点
に強収束する。
つぎの定理 [18] は Xu-Yin の結果 [22] を Banach 空間へ拡張する定理である。

定理 15 $E$ を回帰的な Banach 空間で、一様 Gateaux 微分可能なノルムをもつもの
とする。 $C$ を $E$ の正規構造をもつ閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $E$ への weak inwardness 条
件を満たす非拡大写像とする。 また $u\in C$ 加 $\in(0,1)$ に対して、 $x_{t}$ を

$S_{t}x=tPTx+(1-t)u$ , $\forall x\in C$

で定義される縮小写像 $S_{t}$ の唯–の不動点とする。ただし $P$ は $E$ から $C$ の上へのサニー非
拡大 retraction とする。 このとき、 $F(T)\neq\phi$ となるための必要十分条件は $\{x_{t}\}$ が $tarrow 1$

のとき有界となることである。この場合、 $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点に強収束する。
さらにつぎの定理 [18] も証明することができる。
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定理 16 $E$ を回帰的な Banach 空間で、一様 Gateaux 微分可能なノルムをもつもの
とする。 $C$ を $E$ の正規構造をもつ閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $E$ への weak inwardness 条
件を満たす非拡大写像とする。 また $u\in C$ と $t\in(\mathrm{O}, 1)$ に対して、 $x_{t}$ を

$U_{t}x=P(tT_{X}+(1-t)u)$ , $\forall x\in C$

で定義される縮小写像 $U_{t}$ の唯–の不動点とする。ただし、 $P$ は $E$ から $C$ の上へのサニー

非拡大 retraction とする。このとき、 $F(T)\neq\phi$ となるための必要十分条件は $\{x_{t}\}$ が $tarrow 1$

のとき有界となることである。 この場合、 $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点に強収束する。

2 Mann と Ishikawa の iteration scheme
$C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とする。 このと

き、 $x\in C$ とし、 $x_{1}=x$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta_{n}Tx_{n}+(1-\beta n)xn]+(1-\alpha_{n})x_{n}$ ,
$0<\alpha_{n}\leq 1$ , $0\leq\beta_{n}<1$ , $n=1,2,3,$ $\cdots$

を考える。 この iteration scheme は 1974年、 $\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}[5]$ によって考えられたものである
が、 $\beta_{n}=0$ のときは $\mathrm{M}^{\mathrm{t}_{\llcorner}}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[9]$ によるものである。 ここで、

$T_{n}x=\alpha_{n}T[\beta_{n}T_{X}+(1-\beta n)x]+(1-\alpha_{n})_{X}$ , $\forall x\in C$

とおくと、 $F(T_{n})=F(T)$ となる興味ある事実が証明できる。実際、 $z\in F(T)$ ならば
$z\in F(T_{n})$ であるので $F(T)\subset F(T_{n})$ がいえ、逆に、 $z\in F(T_{n})$ ならば

$z=\alpha_{n}\tau[\beta_{n}Tz+(1-\beta_{n})_{Z}]+(1-\alpha_{n})_{Z}$

であるから、 $z=T[\beta_{n}T_{Z}+(1-\beta_{n})z]$ がいえる。いま $Tz\neq z$ とし、 $u=\beta_{n}\tau_{Z}+(1-\beta_{n}:)Z$

とおくと、
$||T_{Z-}z||=||\tau_{z-}\tau_{u}||\leq||Z-u||$

となる。 これは矛盾である。 よって $Tz=z$ である。 これは $F(T_{n})\subset F(T)$ を意味する。
この事実により、つぎの補助定理 [17] が思いつく。

補助定理 2.1 $E$ を–様凸な Banach 空間で、 しかも Fre\’echet 微分可能なノルムをもつ
ものとする。 $C$ を $E$ の閉凸集合とし、 $\{T_{1}, T_{2}, \cdots\}$ を $C$ から $C$ への非拡大写像 $T_{n}$ の列

で、 $n=1\cap F(\tau_{n})\infty\neq\phi$ となるものとする。このとき、$x\in C$ と $S_{n}=T_{n}\tau_{n-}1\ldots\tau_{1},$ $n=1,2,$ $\cdots$

に対して、集合

$\bigcap_{n=1}\overline{co}\{s_{m}x : m\geq n\}\mathrm{n}\bigcap_{1n=}F(T_{n})$

は高々–点からなる。
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この証明は、本来非常に難しいものであった [8], [19] が、Bruck [3] の結果と $E$ のノルム

の条件 (Fr\’echet 微分可能) から得られる不等式を用いると、比較的短く証明できる [17]。
次の補助定理 [17] は点列 $\{x_{n}\}$ の弱収束性を論ずるための本質的な結果である。 この定理
の証明には Kirk の不動点定理 [7] と Schu の結果 [11] が用いられる。

補助定理 22 $C$ を–様凸な Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非
拡大写像とする。 $x_{1}\in C$ とし、

$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta nTXn+(1-\beta n)xn]+(1-\alpha_{n})x_{n}$ , $n\geq 1$

とする。 ここで、 $\alpha_{n},$
$\beta_{n}$ はある $a,$ $b(0<a\leq b<1)$ に対して

$\alpha_{n}\in[a, b],$ $\beta_{n}\in[0, b]$ または $\alpha_{n}\in[a, 1],\beta_{n}\in[a, b]$

となるものとする。 このとき、 $F(T)\neq\phi$ であるための必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が有界であ
り、 $||x-nT_{X}n||arrow 0$ となることである。
補助定理 22を用いてつぎの 2つの定理 [17] を得ることができる。その前に定義を 1つ
与えておく。 $E$ を Banach 空間とする。 このとき、 $E$ が Opial 条件を満たすとは、 $E$ の

点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束し、 $x\neq y$ であるときはいつでも

$\varliminf_{narrow\infty}||X_{n}-x||<\varliminf_{narrow\infty}||x_{n}-y||$

が成り立つときをいう。Hilbert 空間は Opial 条件を満たす。また $\ell^{p}(1<p<\infty)$ も Opial
条件を満たす。 $L^{p}(1<p<\infty,p\neq 2)$ は Opial 条件を満たさない。

定理 2.3 $E$ を Opial 条件を満たす–様罪な Banach 空間とする。 $C$ を $E$ の閉凸集合
とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像で、 $F(T)\neq\phi$ となるものとする。 $x_{1}\in C$ とし、

$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta_{n}\tau x_{n}+(1-\beta n)x]n+(1-\alpha_{n})x_{n}$ , $n\geq 1$

とする。 ここで、 $\alpha_{n},$
$\beta_{n}$ はある $a,$ $b(0<a\leq b<1)$ に対して

$\alpha_{n}\in[a, b],$ $\beta_{n}\in[0, b]$ または $\alpha_{n}\in[a, 1],$ $\beta_{n}\in[a, b]$

となるものとする。 このとき、点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に弱収束する。

定理 24 $E$ を–様嫌な Banach 定理とし、 さらにそのノルムが Fr\’echet 微分可能な
ものとする。 $C$ を $E$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像で、 $F(T)\neq\phi$ と

なるものとする。 $x_{1}\in C$ とし、

$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta nnTX+(1-\beta_{n})x_{n}]+(1-\alpha_{n})x_{n}$ , $n\geq 1$

とする。 ここで、 $\alpha_{n},$
$\beta_{n}$ はある $a,$ $b(0<a\leq b<1)$ に対して

$\alpha_{n}\in[a, b],$ $\beta_{n}\in[0, b]$ または $\alpha_{n}\in[a, 1],$ $\beta_{n}\in[a, b]$
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となるものとする。 このとき、心乱 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に弱収束する。
これらの定理を $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}-\mathrm{X}\mathrm{u}[20]$ の結果と比較してみると、 まず\alpha n’ $\beta_{n}$ のチェックが簡単であ

り、 さらに $\alpha_{n}\in[a, 1],$ $\beta_{n}\in[a, b]$ の場合でも $\{x_{n}\}$ の弱収束性がいえるという点である。
つぎは強収束に関する定理 [17] である。

定理 25 $E$ を狭義凸な Banach 空間とし、 $C$ を $E$ の閉凸集合とする。 $T$ を $C$ から
$C$ への非拡大写像とし、 $T(C)$ が $C$ のあるコンパクト集合に含まれるものとする。 $x_{1}\in C$

とし、
$x_{n+1}=\alpha_{n}T[\beta_{n}\tau x_{n}+(1-\beta n)xn]+(1-\alpha_{n})x_{n}$, $n\geq 1$

とする。 ここで、 $\alpha_{n},$
$\beta_{n}$ はある $a,$ $b(0<a\leq b<1)$ に対して

$\alpha_{n}\in[a, b],$ $\beta_{n}\in[0, b]$ または $\alpha_{n}\in[a, 1],$ $\beta_{n}\in[a, b]$

となるものとする。 このとき、点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に強収束する。

3 Baillon と Wittmann の定理

1975年, $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ は $\mathrm{H}$

. ilbert 空間において最初の非線形エルゴード定理を証明した。

定理 3.1 (Baillon) $C$ を Hilbert 空間における閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への

$F(T)\neq\phi$ となる非拡大写像とする。 このとき、任意の $x\in C$ に対して

$S_{n}x= \frac{1}{n}k=0\sum^{n-1}T^{k}X$

は、 $T$ の不動点に弱収束する。
前にも述べたように、 このままの条件では $S_{n}x$ が $T$ の不動点に強収束しない例がつく

れる。

Baillon の定理は最近では著者 [16] によってつぎの形にまで拡張されているので、 それ
を挙げておく。その前にいくつかの定義を与えておく。

$S$ を semitopological 半群 ( $S=\{0,1,9$-, } や $S=[0,$ $\infty$ ) はその例である) とし、 $B(S)$

を $S$ 上の有界実数値関数のつくる Banach 空間とする。$X$ を恒等的に 1となる関数 $e$ を含
む $B(S)$ の部分空間とする。 $\mu\in X^{*}$ が IItlI $=1=\mu(e)$ を満たすとき、 $\mu$ を $X$ 上の mean
という。 $f\in B(S)$ と $a\in S$ に対して

$(l_{a}f)(t)=f(at)$ , $(r_{a}f)(t)=f(ta)$

で $l_{a}$ , r。を定義し、 $B(S)$ の部分空間 $X$ は $l_{a}(X)\subset X,$ $r_{a}(X)\subset X$ を満たすものとする。
このとき. $X$ 上の means の $net\{\mu_{\alpha}\}$ が $f\in X$ と $a\in S$ に対して

$\mu_{\alpha}(f)-\mu\alpha(l_{a}f)arrow 0$ , $\mu_{\alpha}(f)-\mu\alpha(r_{\text{。}}f)arrow 0$
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を満たすとき、漸近的に不変であるという。例えば、$S=\{0,1,2, \cdots\}$ とし、 $x=\{x_{0},$ $X_{1},$ $X_{2}$ ,
$\ldots\}\in B(S)$ に対して

$\mu_{n}(x)=\frac{1}{n}\sum_{\}}n=0-1xk$ $(n=1,2,3, \cdots)$

とすると、 $\{\mu_{n}\}$ は $B(S)$ 上の漸近的に不変な means の net である。 $S$ 上の有界連続関数 $f$

に対して、 $a\mapsto r_{a}f$ が連続となるような元 $f$ の全体を $RUC(S)$ で表すと、 $X=RUC(S)$
は $e$ を含み、 $l$

。
$(X)\subset X,$ $r_{a}(X)\subset X$ となるような $B(S)$ の部分空間となる。

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とし、 $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $C$ から $C$ への写像鶉の
族とする。 このとき $S=\{\tau_{t} : t\in S\}$ が

(1) $T_{ts}x=\tau_{t}T_{s}x$ , $\forall t,$ $s\in S,\forall x\in C$ ;

(2) 任意の $x\in C$ に対して、 $t\mapsto T_{t^{X}}$ は連続である;

(3) $||T_{t}x-T_{t}y||\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in C,\forall t\in S$

を満たすとき、 $C$ 上の非拡大半群といわれる。 いま
$\sup_{s\in S}||T_{s^{X}}||<+\infty$

とすると $RUC(S)$

上の mean $\mu$ に対して、 Riesz の定理によって

$\mu_{t}(T_{t}x, y)=(x_{0}, y)$ , $\forall y\in H$

となる $x_{0}\in H$ が存在する [13] が、 この $x_{0}$ を $T_{\mu}x=x\mathit{0}$で表すとつぎの定理が成り立つ。

定理 3.2[16] $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とする。 $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $C$ 上の非
拡大半群とし、 $\{\mu_{\alpha}\}$ を $RUC(S)$ 上の漸近的に不変な means の net とする。 さらに、 $C$

のある元 $x$ に対し、 $\{T_{t^{X:}}t\in S\}$ は有界で、
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in \text{ヨ}\overline{co}\{\tau t_{S}X:s\in S\}\subset C$

とする。 このとき、

$\bigcap_{t\in S}F(\tau_{t})\neq\phi$
であり、 かつ

$\{\tau_{\mu_{\alpha^{X}}}.\}.\text{は}\bigcap_{t\in s}$

$F(T_{t})$ の元に弱収束する。

これから Baillon の定理 (定理 3.1) やつぎの定理 [15] がただちに得られる。

定理 3.3 $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし、 $S=\{S(t) : t\in[0, \infty)\}$ を $C$ 上の非
拡大半群とする。 また $\cap F(S(t))\neq\phi$ とする。 このとき、任意の $x\in C$ に対して

$t\geq 0$

$S_{\lambda}x=1$
$\int_{0}^{\lambda}S(t)xdt$

は $\cap F(S(t))$ の元に弱収束する。

定理 3.2を Banach 空間の場合まで拡張することが著者等 [6] によって試みられている
が、 まだ完全には証明されていない。 $S$ に可換という条件をつけると、 Fr\’echet 微分可能
なノルムをもつ–様凸な Banach 空間で、 その命題に近い形のもの [4] が証明される。
最近 (1992年), $\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[21]$ はつぎの定理を証明した。
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定理 $3.4(\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n})$ $\{\alpha_{n}\}$ を $(0,1)$ の元 $\alpha_{n}$ の実数列で (i) $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ ;

(ii) $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ; (iii) $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<+\infty$ となるものとする。

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ となる非拡大写
像とする。 $x\in C$ とし、 $x_{1}=x$

$x_{n+1}=\alpha_{n+1}x+(1-\alpha_{n+1})\tau x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\cdots$

とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する。 また $x_{0}.=Px$ である。ただし
$P$ は $H$ から $F(T)$ の上への metric projection である。

する

i
$\circ$

ttBmaainllnonnのの定定理理では弱収束とどしま、り Tでをあるフのィにン対としす、るWと t、t それはの定 i理は強の収定束理まとで致い
える。
つぎの定理は Wittmann の定理を Banach 空間の場合まで拡張するものである。

定理 3.5 $\{\alpha_{n}\}$ を (i) $1\mathrm{i}_{\ln}\alpha=0n;$

$narrow\infty$

(ii) $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ; (iii) $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha+1-n\alpha_{n}|<+\infty$ と

なる $(0,1)$ の元\alpha n の実数列とする。
$E$ を–様凸で–様滑らかな Banach 空間で、 weakly sequentially continuous duality

mapping をもつものとする。 duality mapping $J$ が weakly sequentially continuous である
とは $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束するならば、 $\{J(X_{n})\}$ が」(x) に弱スターの意味で収束するとき
をいう。 $C$ を $E$ の閉凸部分集合とし、 $T$ を $C$ から $.C$ への $F(T)\neq\phi$ となる非拡大写像
とする。 $x\in C\text{とし_{、}}$ $x_{1}=x$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\tau Xn$
’ $n=1,2,3,$ $\cdots$

とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する。 また $x_{0}=PX$ である。ただし、
$P$ は $E$ から $F(T)$ の上へのサニー非拡大な retraction である。
この定理の証明では、 Banach $\text{空間が_{}-\text{様}凸で_{、}一様滑らかであるという性質_{が}本質的}$

である。Wittmann は Hilbert 空間で metric projection の性質を上手に使うことによって
定理 34を証明したが、上の定理の証明では、サニー非拡大 retract の性質を上手に使う
ことになる。 また上の定理は最近、 $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{i}- \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}[12]$ によって、一様凸で、一様に滑ら
かという条件のみによって証明されたことを報告しておく。 ここでは Banach limit の性質
が上手に使われることになる。
確かに Wittmannn の定理は強収束までいえて、Baillon の定理は弱収束までしかいえ
ない。 しかしながら Baillon の定理は自然な形で非可換半群まで拡張されるのに対し、
Wittmann の定理はそのような半群まで拡張することは不可能なように思える。Wittmann
の定理を–般の半群まで拡張することは興味のあることである。
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