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1 はじめに

Tutte 多項式はグラフ理論の分野において基本的かつ重要な不変量であり、結び目の分野に
おける交代絡み目の Jones 多項式とも関係があることが知られている。本稿では、最近提示した
Tutte 多項式を計算する新しいアルゴリズムを–般の絡み目の Jones 多項式の計算に応用する。
さらに Jones 多項式の計算は#P-hard の問題であるが、このアルゴリズムにより交点数 100以
上の絡み目の Jones 多項式が計算可能となる例を示す。

2 bracket 多項式と Jones 多項式

結び目は、$S^{1}$ を S3へ埋め込んだものとみることができる。絡み目は、結び目の有限個の集ま
りをいう。一般に、絡み目 $L$ は任意の交点において高々2曲線しか交わらないような平面への射
影図を用いて表わされ、これをリンク・ダイアグラム $D(L)$ という。各交点での上下関係を例 1
のように下となる曲線に切れ目をいれて表わす。

例 1三葉結び目のリンクダイアグラム。

$\mathrm{O}\overline{[}_{\supset}^{1}$

このようなリンクダイアグラムで表わされた絡み目の同値性に関しては次の定理が古くか
ら知られている。

定理 1(Reidemeister) 2つの絡み目が同値である。\Leftrightarrow 2つの絡み目が次のライデマイスター
移動 $I,$ $II,$ $III$を局所的に有限回適用することによって移りあえる。

I $\mathrm{O}_{1}$ $)$ $\mathrm{O}^{1}$

垣 $\supset_{-}^{-}\subset$ ) $\mathrm{C}$ 逼
I垣 禾 $\mathrm{X}$

$-/-\backslash ^{/}-$ $-\backslash _{/}^{-/-}$
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しかしながら与えられた 2つの絡み目が同値であるか否かを判定するのは容易ではない。こ
のような観点からも、同値な絡み目に対して等しい値をもつ不変量は重要な意味をもっている
といえる。結び目の分野において不変量を表わす多項式は数多く発見されたが、中でも Jones 多
項式は有名である。最初に Jones 多項式と非常に関係の深い Kauffman の bracket 多項式を定義
する。

定義 1(bracket 多項式) bracket多項式 $<D>$ は与えられた絡み目のリンクダイアグラム
$D$に次の 3つの規則を適用することにより得られる 1変数 $A$ に関する多項式である :

(i) $<U>=1$
(ii) $<DU>=-(A^{2}+A^{-2})<D>$
(iii) $<$ べ’ $>=A<\underline{\cup}>+A^{-1}<$ ) $(>$

ただし、$U$は自明な結び目、$DU$は自明な結び目との union を表わすとする。また (iii) はリ
ンクダイアグラムの各交点で局所的に適用する。

bracket 多項式はライデマイスター移動 II,III のもとで不変であるが ([6] 参照) 、次式が示す
ようにライデマイスタ $-$移動 I のもとで不変ではない。

$<D’>=A<\cup 0>+A^{-1}<\cup>$
$=-A(A^{2}+A-2)<\cup>+A^{-1}<\cup>$

$=-A^{3}<\cup>$

向きのついた絡み目 $L$ とは絡み目の各成分に向きを与えたもので、リンクダイアグラムの
各交点は下図にもとづいて符号が割り当てられる。

$/\backslash ’$

また、向きのついた絡み目 $L$ のねじれ数 $\omega(D)$ とは、 $L$ の向きのついたリンクダイアグラ
ム $D$における交点の符号 ( $+1$ または $-1$ ) の総和で表わされる。ねじれ数もライデマイスター
移動 II,III のもとで不変であるが、ライデマイスター移動 I のもとで不変ではない。しかしなが
ら、ねじれ数と Kauffman の bracket 多項式を組み合わせることによってライデマイスター移動
I,II,III のもとで不変な Jones 多項式が得られる。
任意の向きのついた絡み目 $L$ のリンクダイアグラム $D$に対して、Jones多項式覧と bracket

多項式$<D>$は次式のような関係にある。

$V_{L}(A^{-4})=(-A^{3})-\omega(D)<D>$

3 Tutte 多項式

3.1 Tutte 多項式の recursive formula

$G=(V, E)$ を頂点集合が V、辺集合が $E$であるような無向グラフとする。
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Tutte 多項式は、2変数 $x,$ $y$を用いて定義されるグラフの不変量を表わす多項式である。$y=0$

のときには彩色多項式に ‘ $x=0$ のときにはフロー多項式に対応している。また $x=1,$ $y=1$ の

ときには全域木の数 ‘ $x=2,$ $y=1$ のときには森の数を表わしている。このように Tutte 多項式
は単に不変量を表わすだけではなく、意味のある値を含んだ重要な多項式である。

Tutte 多項式は、次のような辺の縮約削除の繰り返しにより計算することができる。 $G\backslash e$

はグラフ $G$ から辺 $e$ を削除して得られるグラフ、$G/e$ は $G$ から辺 $e$ を縮約 (辺 $e$ を縮めて両端
の頂点を 1点にすること) して得られるグラフを表わすとする。また、 $[]\triangleright-\text{フ^{}\mathrm{o}}$は両端が同–の頂
点であるような辺、橋はその辺を削除するとグラフの連結成分数が 1増えるような辺を表わす
とする。

定理 2(Tutte) Tutte 多項式は次のような recursive formula をもつ

$\tau(c;x, y)=\{$
$xT(G/e;x, y)$ $e$ 力」喬のとき
$yT(G\backslash e;x, y)$ $e$ がノレ $-\text{フ^{}\mathrm{o}}$のとき
$T(G/e;x, y)+T(G\backslash e;x, y)$ otherwise

ただし $G$ が橋のとき $T$ ( $G;x$ , y)=x、ループのとき $T$ ( $G;x$ , y)=y、辺をもたないとき $T(G;x, y)=$
$1$ とする。

辺の縮約削除を用いた Tutte 多項式の計算過程は図 1のような計算木をトップダウンに計
算することに相当する。この計算木において同–レベルに属するマイナー (辺の縮約削除を繰
り返すことにより得られるグラフ) の Tutte 多項式の和が、与えられたグラフの Tutte 多項式を
表わす。従ってすべての葉の和が求める Tutte 多項式となっている。このとき葉の数は全域木
の数、計算木の深さは辺の数である。

レベル

$2$ . .-.

$0$

$\text{縮約_{}/}----\overline{6}---......- \text{削除}$

1

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{6}^{\mathfrak{o}}/\backslash \backslash \backslash \backslash .\backslash \backslash \backslash$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{6}^{5}/3.\backslash \backslash \backslash \backslash \backslash \backslash \backslash$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{6}^{5}\backslash$

2

$\subset \mathrm{b}::\varpi_{6}^{5}:.\cdot\Leftrightarrow_{6}^{4}\supset^{5}/:$

:
$\triangle/;$

:
$/:4\mathfrak{g}_{6}..5$

$\triangle/!$

:
$x\triangle/;|$

’

3

$y8$ $y\mathrm{O}$ $8.\overline{6}\mathrm{O}^{5}$ $\mathit{0}\Delta 8$ $\int_{6}^{5}$ $0\Delta$ $x\mathrm{O}x\Delta$ 4

:: / :: ;; ;: /:; $|$ :: $|$ $/;$: $|$ / :: $|$

$y^{2}\mathrm{Q}y\mathrm{Q}y-y\mathrm{Q}y-\mathrm{Q}-x-y\mathrm{Q}x\mathrm{Q}\mathrm{Q}rightarrow x-x\mathrm{Q}x-x\mathrm{a}arrow$ 5
$y^{:_{3}}:y^{2};:xy|y^{2};:xy^{\overline{i}}’ y|$ $x|$ $x^{2}|y^{2};;xy::y:i$ $x|$ $x|_{2}xy::x^{2}|$ $x^{3}|$

6 葉の数 $=16$

(全域木の数)

図 1: $T(K_{4;}x$ ,のの計算
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3.2 Tutte 多項式の計算

Tutte 多項式を計算する問題は#P-hard である。実際、例えば頂点数 $n$ の完全グラフ $K_{n}$の

全域木の数は $n^{n-2}$であるので、単純に辺の縮約削除を繰り返して計算できるのはごく小さい
グラフに限られてしまうことになる。これに対し、最近提示したアルゴリズム [3] を用いること
によって、例えば頂点数 14の完全グラフ K14や $12\cross 12$ の格子グラフの Tutte 多項式が計算可
能となる。このアルゴリズムは 2同型なグラフ (サイクルの集合が等しいグラフ) の Tutte 多項
式が等しいことを利用したもので、実際には与えられたグラフの辺に順序をつけ、辺の順序も
含めて 2同型なマイナーについてすべて統–している。このアルゴリズムによる計算過程は図
2のようになる。

レベル1

$\text{縮^{}J}*0_{/}2$

$0$

1

2

3

4 最大幅 $=5$

$(2x+2+3y+y^{z})(.)$ $(x^{z}+3x+2+2y)-$ 5
$...\backslash$ /

$x^{3}+3x^{2}+2x+4xy+2y+3y^{2}+y^{3}$ 6

図 2: 2同型マイナーを統– した $T(K_{4};x, y)$ の計算

4 bracket 多項式の recursive formula

bracket 多項式を実際に計算するには、符号付きグラフを用いる方法がある。符号付きグラ
フは次のような方法 (Tait colouring) で得られる (例 2参照) 。
任意のリンクダイアグラム $D$に対して、隣り合う領域が同じ色にならないように黒と白の

2色で塗り分ける。このとき無限領域を白とする。次に各黒領域において–点を選ぶ。もし 2つ
の黒領域が隣接しているならばそれぞれの領域の選んだ点を辺で結び、この辺の符号を下図に
もとづいて定める。このようにして符号付き平面グラフ Sが得られる。
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符号付きグラフ $S$に対して Tutte 多項式に類似した辺の縮約削除公式が成り立つことが
$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{i}}\mathrm{t}\mathrm{e}[4]$ によって示された ([5, 6] 参照) 。これは例えば 2つの隣接した黒領域を結ぶ
辺 $e$ が正であるとき、2つの黒領域をつなげて 1つにする操作は辺 $e$ の縮約に、2つの黒領域を
隣接しないように分離する操作は辺 $e$ の削除に相当するというものである。

$<$ $\overline{\overline{\overline{=}}f}\mathrm{Y}-\overline{=}--->=A<$ $\underline{\bigcup_{1}||||||1|\mathrm{I}|}$ $>+A^{-1}<$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{--}^{\equiv}(_{-,-}^{-}----$ $>$

$<$ $S$ $>=A<$ $S/e$ $>+A^{-1}<$ . $S\backslash e$ $>$

また、辺 $e$ が正の橋の場合には、 $S\backslash e$ は非連結 (すなわち $S\backslash e$ に対応する絡み目の成分数が
1増加) となるが、 $S\backslash e$ と $S/e$ は 2同型であり、これらの間には次のような関係式が成り立つ。

$<S\backslash e>=(-A^{2}-A^{-2})<S/e>$

従って辺 $e$ が正の橋の場合には、

$<S>$ $=$ $A<S/e>+A^{-1}<S\backslash e>$ 規 U (iii) より
$=$ $-A^{-3}<S/e>$

負の橋の場合やループの場合も同様であり、まとめると次のような recursive formula が成り立つ。

$<S>=\{$

$-A^{-3}<S/e>$ $e$ が正の橋
$-A^{3}<S/e>$ $e$ が負の橋
$-A^{3}<S\backslash e>$ $e$ が正のノレ $-$プ

$-A^{-3}<S\backslash e>$ $e$ が負のノレ $-$プ

$A<S/e>+A^{-1}<S\backslash e>$ $e\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\mathrm{i}\mathrm{E}$ (otherwise)
$A<S\backslash e>+A^{-1}<S/e>$ $e\mathrm{B}^{*}\mathrm{a}\text{負}$ (otherwise)

また、Sが 1本の辺からなる場合のリンクダイアグラムおよび bracket多項式はそれぞれ
次のようになる。

正の橋 $C^{+}$ 負の橋 $C^{-}$ 正のループ $L^{+}$ 負のループ $L^{-}$

$\int$ $\int$
$\oplus$ $\oplus$

$<C^{+}>=-A^{-3}$ $<C^{-}>=-A^{3}$ $<L^{+}>=-A^{3}$ $<L^{-}>=-A^{-3}$

Sの辺集合が空の場合は、bracket 多項式の定義における規則 (i) より 1となる。

5 Jones 多項式への応用

交代絡み目とは、リンクダイアグラムの各々の曲線をたどると交点での上下が常に交互に
なるように表わすことができる場合をいう。このとき符号付きグラフが連結であれば、各辺の
符号がすべて同–となり、しかも正となるようにリンクダイアグラムで表わすことができる。
このような交代絡み目においては Jones 多項式と Tutte多項式の間に関係式が成り立つこと

が Thistlethwaite によって示された $[5]_{\circ}$ しかしながら交代絡み目でない–般の絡み目において
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も、bracket 多項式を辺の縮約削除を繰り返して計算する際に、Tutte 多項式を計算するアル
ゴリズム [3] を応用することができる。

$G$ の辺集合 $E$の辺の順序を $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots,$ $e_{m}$ とし、レベル $i$ において既に縮約削除をおこなった
辺の集合を $E_{i}=$ { $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots$ , ei}、まだ何もおこなっていない辺の集合を--Ei $=\{e_{i+1,i+}e2, \ldots, e_{m}\}$

とする。レベル $i$ のエリミネーションフロントとは、瓦に属する辺および瓦に属する辺の両方
に付随した頂点の集合をいう。エリミネーション分割とは、レベル $i$ のエリミネーションフロ

ントにおいて、縮約により統–された頂点を同値類と見なした頂点分割をいう。
例えば例 2のレベル 2のエリミネーションフロントは $\{v_{2}, v_{3}\}$ であり、-方のマイナーにお

いてはこれら 2つの頂点は縮約によって 1つに統–されているので、このマイナーのエリミネー
ション分割は $\{\{v_{2}, v_{3}\}\}$ となり、もう –方のマイナーのエリミネーション分割は $\{\{v_{2}\}, \{v_{3}\}\}$ と

なる。一般的に次の定理が成り立つ。

定理 3 $H_{1},$ $H_{2}$ を辺集合–Eiからなる Sのマイナーとする。$H_{1}$ と $H_{2}$のエリミネーション分割が等
しい必要十分条件は、 $H_{1}$ と $H_{2}$が辺の順序も含めて同型であることである。

符号付きグラフ $S$において、辺 $e$ の縮約削除をおこなっても残りのどの辺の符号も変化し
ない。従って辺の順序も含めて同型なマイナーは、各辺の符号も含めて同型である。すなわち上
記の定理をもとに、辺の順序も含めて同型なマイナーをすべて統– して計算することができる
(例 2参照)。

レベル

$0$

1

2

3

4

5

この計算過程において深さは辺の数であるので、実際にはレベルの最大幅が重要となる。符
号付きグラフは–般に平面グラフであるので、その代表例である k $\cross$ k格子グラフについて、こ
のアルゴリズムによるレベルの最大幅と全域木の数 (単純に辺の縮約削除を繰り返した場合の
最大幅) を比較すると表 1のようになる。

Jones 多項式の計算は#P-hard の問題であるが、表 1は符号付きグラフが格子グラフとなる
ような絡み目において、交点数 100以上の絡み目の Jones 多項式がこのアルゴリズムにより計
算可能であることを示している。
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表 1: k $\cross$ k格子グラフの計算量

例 3符号付きグラフが格子グラフとなる絡み目の例。格子グラフの各辺の符号の組合せにより
対応する絡み目は異なり、例えばすべての辺の符号が正の場合には交代絡み目に対応する。

$(a)$ 父点数 12の絡み目 $(b)$ 対応する符号付きグラフ
( $3\cross 3$ の格子グラフ)
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