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1 はじめに

セルオートマトンにおける同期問題である –斉射
撃問題は今日までに様々な研究がなされている. 1次
元セルオートマトンの–斉射撃問題 [1] は, 任意の
有限の長さ $n$ の 1次元 3近傍セルオートマトンの
左端のセルからの信号により, すべてのセルを同時刻
に特別の状態 (射撃状態) にする問題である.

Minsky と $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{y}$ は, $3n$ ステップで射撃状態
になる同期解を示し, その後, 後藤や Waksman [2]
らによって $2n-2$ ステップで同期する最小時間解が
得られた. 現在は $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{e}\mathrm{r}[4]$ による 6状態の最小時
間解が知られている.
また 2次元に拡張した問題に対しても Rosenstiehl

は $4n-6$ 時間解を示し, Kobayashi [5] はいくつかの
図形のクラスに対するより高速な解を示した.
われわれは, この–斉射撃問題を可逆セルオート

マトン上で実現することを試みた. ところが, 1次元
可逆セルオートマトンにおいては従来の単–の状態
になるという意味での–斉射撃解は存在せず, 複数の
射撃状態を許すという拡張した–斉射撃解条件を満た
す解が $3n$ 時間解を元に構成可能であることを示した
[8].
本稿では, 2次元可逆セルオートマトン上での同

期解を構成したことについて報告する.
まず 2次元図形のあるクラスに対する –斉射撃解

を Kobayashi の方法を基に構成し, 次に任意の図形
に対する解を構成するため, Rosenstiehl の解を可逆

$\mathrm{C}\mathrm{A}$ に埋め込むことを試みた. その結果, 状態数がか
なり増加するものの任意の図形に対しても –斉射撃解
を構或できることが分かった.

解の構成にあたっては, 可逆セルオートマトン
の設計を容易にするために分割セル・オートマトン
$(\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{A})[7]$ を用いた.

2 画面セルオートマトンに対する –

斉射撃解条件

21 諸定義

決定性 2次元セルオートマトン $(\mathrm{C}\mathrm{A})$ は

$A=(\mathrm{Z}^{2}, Q, N, \varphi A, \neq)$

で定義される. ただし,

$\bullet$
$\mathrm{Z}$ は全整数の集合,

$\bullet$ $Q$ は各セルの状態の空でない有限集合,. $N=(x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{k})$ は近傍ベクトルで, $x_{i}\in$

$\mathrm{Z}^{2},$ $k$は自然数,. $\varphi_{A}$ : $Q^{k}arrow Q$ は局所写像,

$\bullet$ $\#\in Q$ は静止状態で, $\varphi_{A}(\#, \#, \cdots, \#)=\#$ ,

である. $A$ の状相 $c$ は $c$ : $\mathrm{Z}^{2}arrow Q$ なる写像で, $Q$

上のすべての状相の集合 Conf(Q) は,

Conf(Q) $=\{\mathrm{c}|\mathrm{c}:\mathrm{Z}^{2}arrow \mathrm{Q}\}$

で表される. 大域写像 $\Phi_{A}$ : Conf$(\mathrm{Q})arrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{Q})$ は

$\forall x\in \mathrm{Z}^{2},$ $\Phi A(c)(X)=\varphi_{A}(_{C(}X+X1),$
$\ldots,$

$C(X+X_{k}))$

で定義される. すなわち, ある状相 $c$ に対して, $\Phi_{A}$

を適用した次の時刻の状相は $\Phi_{A}(c)$ となる. また, $k$
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ステップ後の状相は $\Phi_{A}^{k}(\text{。})$ と表すことにする. 可逆
CA とは大域写像 $\Phi_{A}$ が単射であるような CA であ
る. なお, $N=((\mathrm{O}, 0),$ $(0,1),$ $(1,0),$ $(0, -1),$ $(-1,0))$
であるような CA を 2次元ノイマン近傍 CA と呼ぶ.
以降, 2次元ノイマン近傍 CA を 2次元 CA とよび,
$(\mathrm{Z}^{2}, Q, \varphi A, \#)$ と略記する.

2次元 CA $A$ の 2つのセル $P=(x, y),p’=$
$(x’, y’),p,\mathrm{P}\in \mathrm{z}^{2}$’ が

$(x=x’\wedge|y-y|’=1)(|x-X’|=1\wedge y=y’)$

なる関係を満たすとき, $p,p’$ は隣接 しているとよ
ぶ. また, 系列 $P\mathrm{o},P1,$ $\cdots,pn’(P\mathrm{o},p_{1}, \cdots,pn\in \mathrm{Z}^{2})$ が
$P\mathrm{o}=p,p_{n}=p’$ かつ, すべての $i(0\leq i<n)$ につい

て $Pi,Pi+1$ が隣接しているとき, その系列を $P$ から $p’$

へのパス とよぶ. $M\in \mathrm{Z}^{2}$ が連結であるとは, すべ
ての $p,p’\in M$ について, $Parrow p’$ なるパスがあるこ
とを言い, $M$ が有限個のセルの連結で, かつ $(0,0)$

を含む場合, Figure とよぶ.

22 2次元可逆 CA に対する –斉射撃解条件

可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ では単–の射撃状態の–斉射撃解を構或
できないため, 1次元可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に対する –斉射撃解条
件 [8] と同様にして, 2次元可逆 CA に対する –斉射
撃解条件を次のように定義する.

2次元可逆 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ に対する–斉射撃解条件
2次元 CA $A=(\mathrm{Z}^{2}, Q, \varphi_{A}, \neq)$ において, 任意の
Figure $M(\subset Z^{2})$ について, 相異なる 2つの状態
$g,$ $s\in Q-\{\#\}$ と状態集合 $F\subset Q-\{\#, g, s\}$ が

存在し, つぎの 1,2を満たす.

1 . $\forall u_{1},$ $u_{2},$ $u3,$ $u_{4}\in\{s, \#\}$ ,
$\varphi A(s, u1, u2, u_{3}, u4)=s$ .

2. $\text{。_{}S}(M)$ を次のような状相とする.

$\text{。_{}S}(M)(X)=$

このとき, $\mathrm{Z}^{2}$ の部分集合から自然数への関数 $t_{f}$

が存在し,

$\forall x\in \mathrm{Z}^{2}$

$((x\in M\Rightarrow\Phi_{A}^{t_{f}()}M(\text{。}s)(M)(_{X)}\in F)$

$\wedge(x\not\in M\Rightarrow\Phi_{A}^{t_{f}}(_{\text{。_{}S})}(M)(M)(_{X)}\not\in F))$ ,

$\forall i\in \mathrm{Z}_{+}(0\leq i<t_{f}(M)$

$\Rightarrow\forall x\in \mathrm{Z}^{2},$ $(\Phi^{t(M}f)(A)\text{。_{}S}^{(})(x)M\not\in F))$.

が成り立つ.

すなわち, 複数の状態からなる射撃状態集合 $F(\subset$

$Q)$ を考え, $t=t_{f}(M)$ において, 各セルの状態が $F$

の要素になっていれば同期したと考えるものであり,
同期させる $M$ に含まれるセルだけでなく, その外側
のセルの状態の変更も許すよう, 従来の–斉射撃解条
件を緩和したものである.

2.3 分割セルオートマトンの定義

可逆セルオートマトンの–斉射撃解の定義に基づ
いて解を構成するにあたっては, 分割セル・オートマ
トン (PCA) を用いた. まず, PCA の定義を示す.

2次元ノイマン近傍 PCA $P$ は 2次元 $\mathrm{C}\mathrm{A}$ のサブク

ラスとみなすことができ,

$P=(\mathrm{Z}^{2}, (C, U, R, D, L), \varphi P, (\#, \#, \#, \neq, \#))$

であらわされ,. $\mathrm{Z}$ は全整数の集合,

$\bullet$ $C,$ $U,$ $R,$ $D,$ $L$ , はそれぞれ 5分割した各セルの中
央, 上、右、下、左パーティションの状態の空で
ない有限集合,. $\varphi_{P}$ : $C\cross D\cross L\cross U\cross Rarrow C\mathrm{x}U\mathrm{x}R\mathrm{X}D\cross L$

は局所関数.. $(\neq, \neq, \neq, \#, \#)\in C\cross U\cross R\mathrm{x}D\cross L$ は静止状
態で\mbox{\boldmath $\varphi$}P $(\#, \#, \#, \#, \#)=(\neq, \#, \#, \#, \neq)$ .

である. $P$ の状相。は。: $\mathrm{Z}^{2}arrow C\cross U\cross R\mathrm{x}D\mathrm{X}L$

なる写像で, $C\mathrm{x}U\mathrm{x}R\cross D\mathrm{X}L$ 上のすべての状相
の集合 $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{C}\mathrm{X}\mathrm{U}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{X}\mathrm{D}\cross \mathrm{L})$ は,

$\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{c}\cross \mathrm{U}\chi \mathrm{R}\mathrm{X}\mathrm{D}\cross \mathrm{L})=\{\mathrm{c}|\mathrm{c}:\mathrm{Z}^{2}arrow \mathrm{C}\cross \mathrm{U}\mathrm{X}\mathrm{R}\cross \mathrm{D}\cross \mathrm{I}$

で表される. 大域関数

$\Phi p:\mathrm{c}_{0}\mathrm{n}\mathrm{f}(\mathrm{c}\cross \mathrm{U}^{\chi}\mathrm{R}\chi \mathrm{D}\mathrm{X}\mathrm{L})arrow \mathrm{C}_{0\mathrm{n}}\mathrm{f}(\mathrm{C}\mathrm{X}\mathrm{U}\mathrm{X}\mathrm{R}\cross \mathrm{D}\cross \mathrm{L}$

は, $C\cross U\mathrm{x}R\mathrm{x}D\mathrm{x}L$ から $C,$ $U,$ $R,$ $D,$ $L$ をとりだ
す 射 影 関 数 を そ

れぞれ, CENTER, $UP,$ $RIcHT,$ $DoWN,$ $LEFT$

とすると,

$\forall x\in \mathrm{Z}^{2},$ $\Phi_{P}(\text{。})(x)=\varphi_{P}(CENTER(\text{。}(x))$ ,

UP$(\text{。}(x+(\mathrm{o}, 1)))$ ,
$RIGH\tau(\text{。}(x+(1,0)))$ ,

DOWN$(c(x+(\mathrm{O}, -1)))$ ,
LEFT$(\text{。}(x+(-1,0))))$

で定義される. $P$ が可逆であるための必要十分条件
は, $\varphi_{P}$ が 1対 1写像であることが示されている
ので [7], 容易に可逆な CA を設計することができ
る.
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3 可逆 PCA による Figure の特定の
クラスに対する –斉射撃解

3.1 Figure Cl

実際に構成した解 $P_{K}$ を示す. だたし, 各セルの
内部状態を表現する際に, $Aa$ , Ab, $Ba,$ $Bb$ のような
状態をまとめて, $(A, B)(a, b)$ と略記する. 括弧内の
文字が 1文字の時括弧は省略する.

Kobayashi は Figure のクラス Mstep に対してセル
$(0,0)$ からの距離に関して 1次元化することで–斉射
撃解を構成している. この特徴を保持し、Mstep を真
に含む Figure のクラス Cl を次のように定義する.

1. セル $(0,0)$ を $\mathrm{G}$ とする.

2. 任意のセルへは、 $\mathrm{G}$ から適切に正方向 (右上方
向) に進むことで到着できる.

3. 任意のセルから正方向に進むことで, いずれかの
極大のセル (正方向に隣接するセルを持たないセ
ル) に着くことができる.

4. すべての極大のセルは $\mathrm{G}$ からの距離が等しい.

$\bullet P_{K}=$

$(\mathrm{Z}^{2}, (C_{K}, U_{K}, RK, DK, LK), \varphi_{K}, (\neq, \neq, \neq\neqarrow’arrow’arrow\neq))$ ,
$C_{K,arrow}=\{\#arrowarrow’(A, B, C, D, E, F, G, H, I)(t,$ $s,$ $s,$ $e$

, $e,$ $u,$ $w,$ $w,$ $v,$ $f,\acute{s},$ \’e, \’u, $\acute{w}$ )},
$U_{K}=R_{KK}=D=LK=\{\neq, +, *, 1\}$

. General
を $(As,$ $*, *, \#, \#)$ , soldier を $(Cs, \neq, \neq, \#, \#)$ ,

静止状態を $(\#, \#, \#, \#, \#)$ とする.

$\bullet$ 射撃状態集合はセンタ $\text{ー}$ セルが

( $A,$ $B,$ $C,$ $D,$ $E,$ $F,$ $G,$ $H$, I)fのもの全てとする.. 局所関数\mbox{\boldmath $\varphi$}Kの遷移規則は省略 (後述の Web サイ
トを参照).

次に解の概略を示す.
まず General からセルのタイプを分類するための

信号 $”*$” を出す (図 3).

図 1: Cl の例 (点線のセルがあると Cl ではなくなる)

3.2 Cl の可逆解

解の構成にあたっては, 2次元のセルを 1次元化し,
1次元の解を埋め込むことによって構成する. そのた
め, まず, すべてのセルにそれぞれの接続状況によっ
て 9個のタイプの状態のひとつを持たせる (図 2).
その結果, この Cl においては, それぞれのセルの

正方向, 負方向 (左・下方向) はそれぞれ同じ動きを
させることができるので, 1次元のように扱えるよう
になり 1次元の可逆解と 9個のタイプを掛け合わせ
ることで, Cl の可逆解が求まることになる.

図 3: コンフィグレーション $(t=1)$

信号 $”*$” を受けたセルは soldier なら “1” を空白な
ら “$*$ ” を左側に返し, 信号 $”*$” を正方向に送る (図 4

$)$ .

$\subset_{\mathrm{A}}\mathrm{m}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

丑 国

呼 $\Phi \mathrm{H}$ 即

図 2: セルのタイプ

図 4: コンフィグレーション $(t=2)$

戻ってきた信号を受けた General はセルのタイプを
決定し、 -斉射撃のための速度 1の信号を正方向に出
す (図 5).
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引き続くセルは、正方向から戻ってくる信号と、負
方向からの速度 1の信号からセルのタイプを決定する
(図 6).

N個のセルからなる任意の Figure $M\subset Z^{2}$ が与え
られたとする. Mのすべてのセルを通るようにセル
$(0,0)$ から次の規則にしたがってパスを引き 1次元化
する.

1. $P$ をセル $(0,0)$ とする (すなわち General). 2. に
行く.

図 5: コンフィグレーション $(t=3)$

2. $P$ がまだ訪れたことのない, 隣接したセルがある
かどうかを調べる. もしなければ 3. にいく. も
しあればその中で最も優先順位の高いセル ($p$ に

対して, 右, 上, 左, 下のセルの順で, 右が最も
優先順位が高い) を選択する. $P$ を選択されたセ
ルにし, 2. を繰り返す.

図 6: コンフィグレーション $(t=4)$

以下同様にしてセルのタイプを決定していき、極大
のセルで速度 1の信号を跳ね返し、速度 1/3の信号
と衝突させ Figure を 2分割させる.
その後の遷移規則は基本的には 1次元の解 $P_{1}$ とセ

ルのタイプの直積をとったものを用いればよいが、最
初の 2分割で生成した general は可逆性を保つために
違う状態を使用しているために、別に用意する必要が
ある.
このようにして構成した解の状態数は, Cが 127状

態, $U,$ $R,$ $D,$ $L$ が各 4状態で, 32512状態, 射撃時間
$t_{f}$は, ここで用いた 1次元の–斉射撃解の射撃時間
が隊列の長さを $n$ とすると $3n-1$ 時間であることか
ら, セル $(0,0)$ から極大のセルまでの長さを $K$ とおく
と $T=3K-1$ となる.

3. $p_{1},$ $\cdots,p_{m}$ を $P$ に隣接するセルとし, その中に $P$

からまだ進んだことめな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ p’が 1つ存在する. も

し勉がセル $(0,0)$ で, セル $(0,0)$ がまだ訪れたこ
とのない隣接したセルがないとき, 終了する. も

しそうでなければ p を $p_{i}$にして 2. に行く.

このアルゴリズムによって, のべ $2N-2$ 個のセルに
対するパスが引ける (図 7). このパスの起点と終点と
はともに General セルであり, このパス上に 1次元
の–斉射撃問題の解をのせることで任意の 2次元図形
に対する –斉射撃解が得られる. 1次元の–斉射撃問
題の解に最少時間解を用いるとき, この図形 $M$の射
撃時間は $2(2N-2)-2=4N-6$ になる.

図 7: Rosenstiehl のパスの例

42 可逆PCA による Rosenstiehlの解の構成

4 任意の 2次元図形に対する –斉射撃
解

4.1 Rosenstiehl のアルゴリズム

任意の 2次元図形に対する –斉射撃解は Rosen-
stieh1(1966) によって示された. その射撃時間はセル
の個数が $N$とすると $4N-6$ であり, 以下のようなも
のである.

421 Rosenstiehl のパスの構成

Rosenstiehl のパスを引くアルゴリズムに基づき,
任意の図形の 1次元化をおこなう 可逆 PCA を構或
した.

$\bullet P_{R}=$

$(\mathrm{Z}^{2}, (C_{R}, U_{R}, RR, D_{R}, L_{R}), \varphi R, (\neq, \neq, \#, \neq, \neq))$ ,
$C_{R}=\{\#,$ $aa,$ $ab3$ , ab34, $ab4,$ $aba,$ $abaO1$ , aba02,
aba03, abca, $ab_{\text{。}a}\mathrm{O}1$ , abd3, abda, abda01, abda02,
abdca, $a\text{。}a,$ $ad3,$ $ada,$ ada01, adca, $ba3,$ $\mathrm{b}\mathrm{a}34$ , $ba4$ ,
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$bab,$ $bab\mathit{0}1$ , bab02, bab03, bacb, $ba\text{。}b01$ , bad3, badb,
badbO1, badb02, badcb, $bb,$ $bcb,$ $bd3,$ $bdb,$ $bdbO1$ ,
bdcb, $ca4,$ $\text{。}a\text{。},$

$\text{。}a\text{。}01$ , cadc, $\text{。}b1$ , cb14, $\text{。}b4$ , cba4,
cbac, $cba\text{。}\mathrm{O}1$ , cbac02, cbadc, $\text{。}b\text{。},$

$\text{。}b\text{。}\mathit{0}1$ , cbc02, cbc03,
cbdc, $\text{。}bd\text{。}\mathrm{O}1,$

$\text{。。},$
$\text{。}dc,$ $da3$ , dacd, $dad,$ $dadO1,$ $db1$ ,

db13, $db3$ , dba3, dbacd, dbad, dbad01, dbad02, dbcd,
$db_{\text{。}}d\mathrm{o}1,$ $dbd,$ $dbdO1$ , dbd02, dbd03, $d\text{。}d,$ $dd,$ $g,$ $g\#$ ,
$ga,$ $\mathrm{g}a\mathrm{O}1$ , ga02, $ga3,$ $\mathrm{g}\mathrm{a}34$ , $ga4,$ $ga\text{。},$ $gacO1$ , gad,
gad01, gad02, gad3, gadc, $gb,$ $gbO1$ , gb02, gb03,
gb04, gb05, gb06, $gb1$ , gb13, gb134, gb14, $gb3$ ,
gb34, $gb4,gba,$ $gbaO1$ , gba02, gba03, gba04, gba05,
gba06, gba07, gba08, gba3, gba301, gba34, gba4,
gba401, gbac, gbacO1, gbac02, gbad, gbad01, gbad02,
gbad03, $gbad\mathit{3}$ , gbadc, $gb\text{。},$ $gbCO1$ , gbc02, $gbc\mathit{0}\mathit{3}$ , $gbd$ ,
$gbdO1$ , gbd02, gbd03, gbd04, gbd05, gbd3, gbd301,
gbdc, $gbd\text{。}\mathrm{O}1,$ gd01, $gd\mathit{3},$ $gd_{\text{。}},$ $S$ },
$U_{R}=R_{R}=DR=LR=\{\#, ?, +, -, =\}$

$\bullet$ 局所関数\mbox{\boldmath $\varphi$}Rの遷移規則は省略 (後述の Web サイ
トを参照)

次にこの解の概要を説明する.
Rosenstiehl の方法も Kobayashi の方法同様に
セル間の接続関係に従って各セルを場合分けする
ことになる. セルの上・右・下左の面をそれぞれ

$/1)_{\Gamma}1\mathrm{d}$ ( $9_{-1\mathrm{Y}}\mathrm{n}\mathrm{r}1_{9}$ (2-2) dbd

(3) abda (4) cbadc

図 8: パスの符号化例 (soldier cell)

“
$\mathrm{a}$”,“$\mathrm{b}$”,“$\mathrm{c}$”,“$\mathrm{d}$

” (アルファベット表現の場合) また

は “1”, “2”, “3”, “4” (数による表現の場合) で表すこ
とにする. セルのタイプは, セルに進入するパスの面
に対応するアルファベットを順に並べた文字列で表現
する. セルに進入するパスの数は高々セルの面の数 (す
なわち 4) であるため, soldier セルのタイプを表す文
字列は図 8のような 5種類 32に分類でき, 2文字以上
5文字以下で, 最初と最後の文字が同じアルファベッ
トになる. General セルは, “

$\mathrm{g}$

” で始まり, その後

にパスを表すアルファベットが結合した形式で表現す
る. 引き続 $\langle$ soldier セルも同様の方法により自身の

図 9: パスの生成開始

タイプを決定しパスを生成していく. まず, General

図 10: セルのタイプの決定過程

セルから隣接するセルを調べるための信号 “?” を出
し (図 $9(\mathrm{b})$ ), これを受けた隣接セルは soldier であれ
ば信号 $”+$” を, 空白セルであれば “-,, を信号が来
た方向に返す (c). 返ってきた信号によってセンター
パーティションの状態を決定する. ここに挙げた例で
は, 右と上へ進むことができるが, 右の方が優先度が
高いため右へ進む. そのとき, パスが右へ連結するこ
とを示す “

$\mathrm{b}$
” を付加し, さら忙, 上方向が未到達で

あることを “1” を付加することで記憶し, 次に進む
“

$\mathrm{b}$
” 方向のセルに対し信号 $”=$” を出す (d). 例示し

ている図形の中心にある soldier セルの場合について
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