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1 はじめに

On-line Metrical Task System ( $S$ : システムの状
態集合, $T$ : 入力タスクの集合, $A$ : タスク処理コスト
行列, $B$ : 状態遷移コスト行列, 80: 初期状態) とは,

単位時間に–つのタスクの受け付けとそのタスクの
処理とシステムの状態の遷移を行うタスクシステムで

ある. この時にかかるコストが行列 $A,$ $B$ で与えられ,

それぞれ, 状態 $i$ でタスク $x$ を処理するコスト $a_{ix}$ ,

状態を $i$ から $j$ に遷移するコスト $b_{ij}$ である. システ

ムは, 連続して入ってくるタスクをなるべく小さなコ

ストで処理していきたいのだが, タスクを処理するコ

ストはそのときのシステムの状態によって違っている

うえに, 状態遷移は未来のコストにも影響を与えるた

め, うまく状態遷移を行う必要がある. さらに, 未来

の入力が事前にわからないないだめ, システムの状態

遷移の決定はオンラインアルゴリズムとして設計する
必要がある.

Borodin 6 ea On-line Metrical Task System $\xi$ Com-
petitive Ratio の見地から解析を行っており, 状態数
$n$ の任意の On-line Metrical Task System に対して

Competitive Ratio が $8(n-1)$ のオンラインアルゴ

リズムを提案している [BLS92].
Zwick と Paterson は [ZP95] において, On-line Met-

rical Task System で adaptive adversary によるコ
ストを最大にする最悪の入力は, Mean Payoff Game
と呼ばれる二人ゲームにおける最適戦略として非決定
性多項式時間で求められることを示した.
今回の研究では, Zwick らの方法を変更して, On-

line Metrical Task System から別の形の Mean Pay-
off Game を構成し, 入力がランダムに入ってきた場

合のシステムの最適なオンラインアルゴリズムを考え
た. 結果として, 入力タスクがランダムに入ってくる

ときの, 平均コストを最小にする (最適な) オンライ
ンアルゴリズムはある–つの状態にとどまって処理を

行い続けるものであり, 多項式時間で計算できること
を示した. さらに, Borodin らのアルゴリズムでラ
ンダム入力タスクを処理したときのコストと, この最

適なアルゴリズムでのコストの比較を行った. これは
言い替えると, 全ての入力に対する平均のコストの大

きさを比較したことになる.

2 On-line Metrical Task System

On-line Metrical Task System [BLS92] $kl3:$ , $n$

状態を持ち $k$ 種類の要求を入力とするシステムである.
具体的に書くと On-line Metrical Task System は

$(S, T, A, B, s_{0})$ であり, $S=\{1,2, \cdots, n\}$ はシス

テムの状態集合, $T=\{1,2, \cdots, k\}$ は入力タスク集

合, $A$ はタスク処理コスト行列で, $A$ の要素 $a_{ij}$ は

状態 $i$ でタスク $j$ を処理するのに必要なコストである.
$B$ は状態遷移コスト行列で, $B$ の要素暢は状態を $i$

から $j$ に遷移させるのに必要なコストである. $B$ は

対称行列であり, 三角不等式 $(b_{ij}+b_{jk}\leq b_{ik})$ を満た

すものとする. また, $s\mathrm{o}\in S$ はシステムの初期状態

である.

このシステムは 1単位時間に次の三つの動作を行う.

step 1 システムが状態 $i$ にあり, $k$ 種類のタスク

のうち–つ $t$ を受けとる.

step 2 状態 $i$ でタスク $t$ を処理する.

step 3 システムは状態 $i$ から状態 $j$ へ遷移する.

このうち, step 2において状態 $i$ でタスク $t$ を処理

するには ait のコストがかかり, step 3において状態
$i$ から状態 $j$ に遷移するには $b_{ij}$ のコストがかかる.

つまり, 1単位時間で ait $+b_{ij}$ のコストがかかるこ

とになる.

入カタスク列 $I$ は $t_{1}t_{2}t_{3}\ldots$ と表し, $t_{i}$ が時間 $i$ で

の入力とする. これに対して, スケジュール $\sigma$ は $s_{0}$
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$s_{1}s_{2}s_{3}\ldots$ と表し, 状態 $s_{i}$ でタスク $t_{i}$ が処理され

ることになる. なお, 入カタスクを入れる側 (タスク
マスター) は入力するタスクがどの状態で処理される
のかを事前に知ることはできない. これはつまり, $i$

番目の入力タスク $t_{i}$ はちょうど時間 $i$ で入力され, $t_{i}$

は $[i, i+1)$ の期間で処理が行われるという仮定によ

るものである.

システム側 (スケジューラ) はこの単位時間あたり
の平均コストをなるべく低くおさえられるように, 状

$=(S, E)$ を求める. 次に MST のすべての枝 $(i, j)$

$\in E$ について, その重みを $2^{p-1}<b_{ij}\leq 2^{p}$ を

満たす $2^{p}$ に付けかえる. このグラフを MST’ と

する. MST’ において重みが最大の枝の重みを
$2^{M}$ とする. 枝の重みが bく. $=2^{m}$ の枝につい

て $-$つの方向に $2^{M-m}$ 回ずつ通るように $\tau$ を構

成する (枝を通る順番はどうでもよい).

22 Mean Payoff Game との関係

態の遷移の仕方を考えなければならない. これはつま

り, 入力を読んで処理を行った後次に移る状態を決定
4

するスケジュール $\sigma$ を構成することであり, 事前に入
力がわからないことからオンラインアルゴリズムがこ

れを行うことになる.
$\sigma$ を構成するアルゴリズムを X とし, -単位時間あ
たりの平均コストを $C_{X}(I)$ と書く. なお, $I$ が事前
に与えられた場合には, その最適なオフラインスケジュー

ルを動的計画法によって多項式時間で求めることがで
きる. 入力列 $I$ に対する最適オフラインスケジュール

でのコストは $C_{off}(I)$ と表す.

21 トラバーサルアルゴリズム

Borodin $\text{ら}$ ea [BLS92] $\text{で}$ On-line Metirical Task
System を Competitive Ratio の見地から解析を行い,
状態数 $n$ の任意の Metrical Task System に対して Com-
petitive Ratio が $8(n-1)$ のオンラインアルゴリズム

を提案している. このオンラインアルゴリズムはトラ

バーサルアルゴリズムと呼ばれ, トラバーサルアルゴ

リズムの入カタスク列 $I$ に対するコストを $C_{\tau}$ とする

と,

$\max_{I}\frac{C_{\tau}(I)}{c_{ofj}(I)}<8(n-1)$

となるということである.

トラバーサル $\tau$ とは–続きの状態で, $\tau=$’so $s_{1}$

$s_{2}$ . . . $s_{l},$ $(s\iota=S0),(s_{i}\neq s_{i+1},0\leq i\leq l-1)$ と書か

れる. トラバーサルアルゴリズムとはこの $\tau$ のことで

あり, $s_{i}$ から $s_{i+1}$ への状態の遷移は $s_{i}$ においてタス

クを処理するコストが $b_{s_{i}}$

$s_{i+1}$
に達した時に起こる.

. トラバーサルアルゴリズムの構成方法 [BLS92]

頂点数 $n$ で各枝 $(i,j)$ には $b_{ij}$ の重みがつけられ

た完全グラフを考える. まず最小全域木 MST

Zwick と Paterson によって On-line Metrical Task
System を Mean Payoff Game (付録 A) に変換し,

タスクマスターを adaptive adversary とした場合の
最悪入力を求める方法が提案されている [ZP95]. こ

の最悪入力は, 状態 $s_{i}$ を利用して次の入力タスク $t_{i+1}$

を決定するアルゴリズムとなるが, 変換後の MPG の

最適戦略がそれを示すようになっている.

ここで, 与えられた On-line Metrical Task Sys-
tem $=\{S,T, A, B\}\text{を}$ Mean Payoff Game, $G=$

$\{V_{1}, V_{2}, E\}$ に変換する方法は次のとおりである.

$V_{1}=\{1,2, \ldots, n\}$ とし, タスクマスターがプレイ

ヤ一 I としてプレイする. $V_{2}=\{(x, y)|1\leq x\leq$

$n,$ $1\leq y\leq k\}$ とし, スケジュ $-\text{フ}-$がプレイヤー II
としてプレイする.

$V_{1}$ から $V_{2}$ への枝 $xarrow(x, y),$ $x\in V_{1},$ $(x, y)\in$

$V_{2}$ はシステムの状態が $x$ で, タスクマスターがタス

ク $y$ を入力したことを表す. $V_{2}$ から $V_{1}$ への枝 $(x, y)$

$arrow z,$ $z\in V_{1},$ $(x, y)\in$ 巧は入力タスク $y$ を処理する

直前にシステムが状態を $x$ から $z$ へ換えることを表す.
各枝につけられる重み (コスト) は, $xarrow(x, y)$ の

形の枝すべてに $0$ , また (X, $y$ ) $arrow z$ の形の枝には $a_{xz}$

$+b_{zy}$ とする.

例 21次の On-hine Metrical Task System を考え
る.

$S=\{1,2\},$ $T=\{1,2,3\},$ $A=\lfloor 52$
$51$

$21\rfloor$ ,

$B=\lceil 03$ $03\rceil$

上の方法で Mean Payoff Game に変換すると, 図 1の

ようになる. なお, $V_{1}=\{1,2\}$ ,
$V_{2}=\{(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3)\}$ である.

Mean Payoff Game では, プレイヤー I とプレイ
ヤー II が交互に枝を選択していくルールになってい
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rical Task System を $-$人がランダムプレイヤーの Mean
Payoff Game として考えることができるが, その変

換方法は Zwick らの方法でのコストのつけ方を, $xarrow$

(X, $y$ ) の形の興すべてに $0$ , また (X, $y$ ) $arrow z$ の形の

枝には $a_{xz}+b_{xy}$ とするだけでよい.

例 31 例 21と同じタスクシステムで考えると, 図 2の

ようになる.

$1$ : On-line Metrical Task System $\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{ら}$ Mean
Payoff Game への変換

るが, プレイヤー I(タスクマスター) の選択する枝は
どのタスクを入力するかということを表し, プレイヤー

II(スケジューラ) の選択する枝は状態遷移を表してい
る. この MPG 上で On-line Metrical Task System
を考えてみると, プレイヤー I(タスクマスター) の最
適戦略は各頂点で枝を–本選んだ形になるが, これは

いまのシステムの状態から次の入力タスクを決定する

adaptive な最悪入力になっている. また, プレイヤー

II(スケジューラ) の最適戦略はシステムが入力タスク
を–つ先読みできると仮定した時の, 最適なオンライ

ンアルゴリズムということになる.

3 An Optimal Schedule against a Ran-
dom Taskmaster

本節では, On-line Metrical Task System におけ

るランダム入力を考える. この場合, On-hne Met-

$2$: On-line Metrical Task System $\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{ら}$ Mean
Payoff Game への変換

しかし, このままランダムプレイヤーと争う二人ゲー

ムとして考えると, プレイヤー I をランダムプレイヤー
とした Discounted Payoff Game として最適戦略を
求めることになるが, 以下の定理より直接求めた方が

わかりやすい.

各時間で, 入力タスク $\{1, 2, \cdots, k\}$ がそれぞれ確率

$p_{i},$ $(1\leq i\leq k)$ でランダムに発生するものとする.

$p_{1}=p_{2}=\ldots=Pk$ とすると、 すべての入力に対し

ての平均コストを考えることになる.

58



定理 3.2 On-hhne Metrical Task System において入

カタスクがランダムに入ってくるとき, -つの状態に

とどまって処理を行うことが, コストの期待値が最小
になるという意味で最適なオンラインアルゴリズムで

ある.

定理 34 ランダム入力に対してトラバーサルアルゴ

リズムで–単位時間にかかるコストの期待値 $E_{\tau}=$

AVE
$I$ C\tau (I) は

2$E_{one}\leq E_{\Gamma}.<8(n-1)E\circ n\mathrm{e}$

つの状態にとどまるアルゴリズムを ONE-STATE
アルゴリズムと呼ぶこととし, ONE-STATE アルゴ
リズムで入力列 $I$ を処理した時のコストを $C_{one}(I)$ と

書く.

ある状態 $j$ で入力タスクを処理するコストの期待値
は

$E_{j}=a_{j1}p_{1}+a_{j2}p_{2}+\cdots+a_{jk}p_{k}$

と計算される. よって, m 時間後の–単位時間あた
りのコストの期待値 $E$ は

$\sum(E_{s}m.\cdot+b_{s:-1}s:)$

$E=i=1$
$m$

となる. これが最小となるのは, 状態遷移をまったく
行わないで, $\min E_{j}$ を満たす $-$つの状態 $j$ で処理

を続けるときで
$\leq\leq \text{ある}$ . このとき, 最小値 $E_{one}$ は

$E_{\mathrm{o}n\mathrm{e}j}= \min_{i1\leq\leq n}E$

となる. また, $E_{\tau}=2E_{one}$ となるのは $E_{1}=E_{2}=$

$...=E_{n}(=E_{on\mathrm{e}})$ のときに限る.

証明 トラバーサルアルゴリズムにランダム入力を入

れた場合の–単位時間あたりのコストの期待値 $E_{\tau}=$

AVE
$I$ $C_{T}(I)$ は次のように計算される.
一回のトラバーサルで重み $2^{m-1}<b_{ij}\leq 2^{m}$ の枝

( $i$ ,のを –方向に $2^{M-m}$ 回ずつ通るから, 一回のトラ

バーサルでかかるコストの和 $D_{\tau}$ は

$4(n-1)2M-1<D_{\tau}\leq 4(n-1)2^{M}$

となる.

ここで $W_{i}$ , $(1 \leq j\leq n)$ を, 一回のトラバーサルに
おいて状態 $i$ でタスク処理にかかったコストの和とす
る. $deg(i)$ を MST における頂点 $i$ の次数とすると,
$1\leq i\leq n$ に対して,

$deg(i)2^{M-1}<W_{i}\leq deg(i)2^{M}$

である.

であり, これを満たす $j$ が最適な状態である. また, $D_{\mathcal{T}}=2(W_{1}+W2+\cdots+W_{n})$

AVE
$E_{\mathrm{o}ne}=$ I $C_{\mathrm{o}ne}(I)$

と書け, これが最適 ONE-STATE アルゴリズムのコ
ストの期待値となる.

系 3.3 ランダム入力タスクに対する最適 ONE-STATE
アルゴリズムは多項式時間で計算可能である.

今回, ランダムな入力に対して, Borodin らのトラ
バーサルアルゴリズムのコストの期待値と定理 32の
最適 ONE-STATE アルゴリズムのコストの期待値が,
その比においてどれくらいになるか調べる. すなわち,

AVE
$I_{1}$ $C_{\tau}(I_{1})$

AVE
$I_{2}$ $C_{one}(I_{2})$

を求めるということである.

だから,

$4(n-1)2M-1\leq D_{\tau}<4(n-1)2^{M}$

である.

次に, 一回のトラバーサルにかかる平均時宿雪を
求める.

$T_{\tau}= \frac{W_{1}}{E_{1}}+\frac{W_{2}}{E_{2}}+\ldots+\frac{W_{n}}{E_{n}}$

$\frac{W_{i}}{E_{one}}$ $<T_{\tau}\leq$ $\frac{1}{E_{one}}(W_{1}+\ldots+W_{n})$

$\frac{2^{M-1}}{E_{\mathrm{o}n\mathrm{e}}}$ $<T_{\tau}\leq$ $\frac{C_{\tau}}{2E_{on\mathrm{e}}}$

よって, $E_{\tau}= \frac{D_{\tau}}{T_{\tau}}$ だから,

$2E_{on\mathrm{e}}$ $\leq E_{\tau}<$ $\frac{C_{\tau}}{2^{M-1}}E_{on\mathrm{e}}^{\cdot}$

.

2 $E_{on\mathrm{e}}$ $\leq E_{\tau}<$ $8(n-1)Eone$
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口

よって,

AVE
$2< \frac{I_{1}c_{\tau}(I_{1})}{\mathrm{A}\mathrm{V}\mathrm{E},I_{2}c_{\circ ne}(I_{2})}<8(n-1)$

である. これはすべての入力列に関するトラバーサル

アルゴリズムと ONE-STATE アルゴリズムの平均の
コストの比であり, ONE-STATE アルゴリズムの方
が 2倍以上コストが低く押えられることがわかる.

4 終わりに
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ランダム入力列に対するトラバーサルアルゴリズム
や最適 ONE-STATE アルゴリズムのコストの期待値
は, それぞれ与えられたシステムごとに計算すること
ができ, 今回の結果につながった. 次に, ランダム入

力列に対するトラバーサルアルゴリズムのコストの期

待値とオフラインアルゴリズムのコストの期待値との
比を求めることを考えているが, オフラインアルゴリ

ズムのコストの期待値を計算することはかなり難しい
ものと思われる.

ランダム入力列に対してさらなる解析を行うことに

よって, 最終的にはトラバーサルアルゴリズムの Com-

petitive Rati。の平均の値 $\mathrm{A}\mathrm{V}\mathrm{E}I\frac{C_{\tau}(I)}{C_{\mathrm{o}jf}(I)}$ を, 与えら

れるシステムごとに計算できるようになることが望ま
しい.

また, Mean Payoff Game を利用してシステムの
オンラインアルゴリズムを設計することも検討課題で
ある.

参考文献

[BLS92] Borodin, A., Linial, N. and Saks, M.E.,
“An optimal on-line algorithm for met-
rical task system,” Journal of the As-
sociation for Computing Machinery 39
(1992) pp. 745-763.

[CHPZ95] Cole, R., Hariharan, R., Paterson, M.
and Zwick, U., “Tighter lower bounds
on the exact complexity of string
$\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g},$

” $sIAM$ Journal on Comput-
ing 24 (1995) pp. 30-45.

[Kar78] Karp, R.M., “A characterization of the
minimum cycle mean in a digraph,”
Discrete Mathematics 23 (1978)
pp. 309-311.

[KL93] Karzanov, $\mathrm{A}.\mathrm{V}$ . and Lebedev, V.N.,
“Cyclical games with prohibitions,”
Mathematical Programming 60 (1993)
pp. 277-293.

$[\mathrm{Y}\mathrm{S}96\mathrm{a}]$ Yanbe, A. and Sakurai, K., “A short
certificate of the number of univer-
sal optimal strategies for stopping sim-
ple stochastic games,” $IPL57$ (1996)
pp. 17-24.

$[\mathrm{Y}\mathrm{S}96\mathrm{b}]$ Yanbe, A. and Sakurai, K., “On
the complexity of computational prob-
lems associated with simple stochastic
$\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s},$

” $to$ appear COCOON’96.

[ZP95] Zwick, U. and Paterson, M., “The
complexity of mean payoff games on
graphs,” ECCC Reports Series 1995
TR95-040.

A Mean Payoff Game

Mean Payoff Game は有向グラフ $G=(V_{1}, V_{2}, E)$ ,

枝の重み関数 $w$ : $Earrow R$ およびスタート頂点 $a_{0}\in$

$V_{1}\cup V_{2}$ , で与えられる. 有向グラフではどの頂点も
枝の次数は 1以上である.

この有向グラフ上でのプレイは, まずスタート頂点
に駒が置かれ, この駒を二人のプレイヤーが次のよう

に動かしていく. $V_{1}$ 頂点上に駒がある時にはプレイ
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ヤ一 I が, $V_{2}$ 頂点上に駒がある時にはプレイヤー II である.

が駒を動かす. この時通った枝を $e_{1},$ $e_{2},$ $\cdots$ とすると,
プレイヤ $-\mathrm{I}$ は利得 $\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{i}nw1(=ei)$ を大きくす
ることを目的とし, プレイヤー II は小さくすること
を目的とする.
この MPG では最適値 $\mathcal{V}$ が存在し, プレイヤ一 I に

は少なくとも $\mathcal{V}$ 以上の利得を保証する戦略があり,
プレイヤー II には利得が多くて $\mathcal{V}$ 以下になることを

保証する戦略がある [EM79]. この時の戦略を最適戦
略という. なお, この戦略は, 各頂点で枝を–本選び
常にその枝に沿って駒を動かす形の戦略になっている.

MPG の最適値や最適戦略を求める多項式アルゴリ
ズムは見つかっておらず, 指数時間アルゴリズムが Gur-
vich らによって提案されている [GKK88].

$\mathrm{B}$ Discounted Payoff Game

Discounted Payoff Game(DPG) ea Mean Payoff
Game の discounted version である. Discounted Pay-
off Game はそれ自体としても興味深い $r^{\backslash }-$ムである

とともに, Mean Payoff Game を Simple Stochas-
tic Game(SSG) に変換する時に中渡しとなるゲーム
である.

MPG と同様に二人のプレイヤーが駒を動かしてい
くが, 利得の計算がMPG とは少し違っている. $\lambda$ を

$0<\lambda<1$ の実数とする. プレイヤーによって $i$ 番目
に選ばれた枝 $e_{i}$ の重みには $(1-\lambda)\lambda^{i-}1$ がかけられ,
ゲームの利得は $(1- \lambda)\sum_{i=}^{\infty_{0^{\lambda^{i1}w}}}-(e_{i})$ となる. プレ

イヤー I はこの利得を大きくすることが目的で, プレ

イヤー II は利得を小さくすることが目的である. $\lambda$ は

discounting factor と呼ばれる.

DPG は有向グラフ $G=(V_{1}, V_{2}, E)$ , 枝の重み関
数 $w$ : $Earrow R$ , スタート頂点 $i\in V_{1}\cup V_{2}$ , および実
数 $\lambda$ で与えられる. 有向グラフではどの頂点も枝の次
数は 1以上である. $V=V_{1}\cup V_{2}=\{1,2, \cdots, n\}$

とする. $x_{i}(=x_{i}(\lambda))$ は頂点 $i$ からスタートする時の

discounted game の利得とする.
この DPG の最適値や最適戦略の存在は次の定理に
よって示されている.

定理 B.l $([\mathrm{Z}\mathrm{P}95])$ discounted payoffgame の最適
値 -x $=\{X1, X2, \cdots, xn\}$ はつぎの方程式の唯–の解

$\max_{(i,j)\in}E\{(1-\lambda)wij+\lambda_{X_{j}}\}$ if $i\in V_{1}$ ,
$\min_{(i,j)\in}E\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{2}$ .

discounting factor が $\lambda$ である DPG の最適値を $\mathcal{V}(\lambda)$

とする. $\lambda$ を 1に近付けると $\mathcal{V}(\lambda)$ は Mean Payoff Game
の最適値 V に近付くので, Mean PayoffGame は Dis-
counnted Payoff Game に帰着できることになる [ZP95].

$\mathrm{C}$ 確率 discounted Payoff Games

確率 discounted payoff game(確率 DPG) は DPG
にランダムプレイヤーを追加したものである. 確率 DPG
は有向グラフ $G=$ $(V_{1}, V_{2}, V_{3}, E)$ , 枝の重み関数 $w$ :
$Earrow R$ , スタート頂点 $i\in V_{1}\cup V_{2}\cup V3$ , および実数
$\lambda$ で与えられる. $V_{1}$ の頂点上に駒がある時にはプレ
イヤー I が駒を動かし, $V_{2}$ の頂点上に駒がある時に
はプレイヤー II が駒を動かす. さらに, $V_{3}$ の頂点 $i$

から出ている各枝 $(i,j)$ には確率 $r_{ij}$ がつけてあり,
頂点 $i$ に駒がある時にはこの確率にしたがって駒が動
くことになる. 各頂点 $i\in V_{3}$ について $\sum_{(i,j)Ej}\in r_{i}=$

1である.

DPG と同様に, プレイヤーによって $i$ 番目に選ば
れた枝 $e_{i}$ の重みには $(1-\lambda)\lambda^{i}$ がかけられ, ゲームの
利得は $(1- \lambda)\sum_{i0^{\lambda^{i}}}^{\infty}=W(ei)$ となる. しかし, ランダ

ムプレイヤーが存在するため, この利得の期待値を確
率 DPG の利得とする. $\cdot$ プレイヤー I はこの利得を大
きくすることが目的で, プレイヤー II は利得を小さ
くすることが目的である.

$\mathrm{D}$ 確率 Discounted Payoff Game の最適
値

定理 D.l 確率 discounted payoff game $G=(V_{1}$ ,
$V_{2},$ $V_{3},$ $E)$ の最適値 $- x=\{x_{1}, x_{2,n}\ldots, x\}$ はつぎの

方程式の唯–の解である.

$x_{i}=\{$

$\max_{(i,j)\in E}\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{1}$ ,
$\min_{(i,j)\in}E\{(1-\lambda)w_{i}j+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{2}$ ,
$\sum_{(i,j)}\in Erij\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{3}$ .

証明 : $\mathcal{F}$ を, 任意のベクトル $\overline{x}$ を引数とし $\overline{y}$ を返す

次のような関数とする.

$y_{i}=\{$

$\max_{(i,j)\in E}\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{1}$ ,
$\min_{(i,j)\in}E\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{2}$ ,
$\sum_{(i,j)\in E}r_{ij}\{(1-\lambda)wij+\lambda x_{j}\}$ if $i\in V_{3}$ .
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まず, $\overline{x}=\mathcal{F}(\overline{x})$ となるような $\overline{x}$ が存在すること

を示す. $|| \overline{v}||=\max_{i}\{|v_{i}|\}$ とする (最大ノルム).

$\forall\overline{u},\overline{v},$ $||\mathcal{F}(\overline{u})-\mathcal{F}(\overline{v})||\leq\lambda||\overline{u}-\overline{v}||$

$\overline{x}$ を $\overline{x}=\mathcal{F}(\overline{x})$ の唯–の解とする. プレイヤー I は
戦略として各頂点 $i\in V_{1}$ で $(1 -\lambda)wij$ +\mbox{\boldmath $\lambda$}窃を最
大とするような頂点 $j$ への枝 ( $i$ ,のを選べば, 各頂点
$i$ からゲームがスタートする時の利得の期待値を少な

よって, $0<\lambda<1$ より $\mathcal{F}$ は最大ノルムを小さくす

るような関数である. ゆえに, $\overline{x}=\lim_{narrow\infty}\mathcal{F}^{n}(\overline{0})$

が存在し, これが-x $=\mathcal{F}(\overline{x})$ の唯–の解となる.
$i\in V_{1}$ のとき

[1] $\mathcal{F}(u_{i})=(1-\lambda)w_{ik}+\lambda u_{k},$ $\mathcal{F}(v_{i})=(1-\lambda)w_{ik}+$

$\lambda v_{k}$ のとき

$\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})=\lambda(u_{k}-v_{k})$

$|u_{k}-v_{k}|\leq||\overline{u}-\overline{v}||$ より

$|\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})|\leq\lambda||\overline{u}-\overline{v}||$

[2] $\mathcal{F}(u_{i})=(1-\lambda)wij+\lambda u_{j},$ $\mathcal{F}(v_{i})=(1-\lambda)w_{ik}+$

$\lambda v_{k},j\neq k$ のとき

$\mathcal{F}(ui)=(1-\lambda)w_{i}j+\lambda uj\geq(1-\lambda)w_{i}k+\lambda u_{k}$

$\mathcal{F}(v_{i})=(1-\lambda)w_{i}k+\lambda v_{k}\geq(1-\lambda)w_{i}j+\lambda uj$

$\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})\geq\lambda(u_{j}-v_{j})$

$\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})\leq\lambda(u_{k}-v_{k})$

よって

$\lambda(u_{k}-v_{k})\leq \mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})\leq\lambda(u_{j}-v_{j})$

くとも $x_{i}$ 以上に保てることは明らかである. 同様に,
プレイヤー II の戦略として各頂点 $i\in V_{2}$ で $(1-\lambda)w_{i}j+$

\mbox{\boldmath $\lambda$}吻を最小とするような頂点 $i$ への枝 ( $i$ ,のを選べば,
各頂点 $i$ からゲームがスタートする時の利得の期待値

を多くて $x_{i}$ 以下に保てる. つまり, 頂点 $i$ からスター

トするゲームの最適値は $x_{i}$ となる 口

この定理から, 二人のプレイヤーは各頂点で枝を $-$

本選んで常にその枝に沿って駒を動かすような純粋戦

略の形で最適戦略を持つことがわかる.

また, プレイヤー II をランダムプレイヤーとした
DPG, プレイヤー I をランダムプレイヤーとした DPG
においても最適値, 最適戦略が存在することがわかる.

DPG は多項式時間で Simple Stochastic Game [Con92]
に変換できる [ZP95] が, この変換方法で, プレイ

ヤ一 II をランダムプレイヤーとした DPG は MAX&

AVE SSG に変換され, プレイヤー I をランダムプレ
イヤーとした DPG は MIN&AVE SSG に変換され
る. MAX&AVE SSG と MIN&AVE SSG は多項
式時間で最適値および最適戦略が計算できるので [Con92],
次の定理がいえる.

定理 D.2 プレイヤー I(または II) をランダムプレイ
ヤーとした DPG の最適値および最適戦略は多項式時
間で計算できる.

$|u_{k}-v_{k}|\leq||\overline{u}-\overline{v}||,$ $|u_{j}-v_{j}|\leq||\overline{u}-\overline{v}||$ より

$|\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})|\leq\lambda||\overline{u}-\overline{v}||$

$i\in V_{3}$ のとき

よって次の定理がいえる.

定理 D.3確率 Discounnted Payoff Game において相
手の戦略を知っている場合に, その戦略に対して最適

な戦略を多項式時間で計算することができる.

$\mathcal{F}(u_{i})=r_{1}\{(1-\lambda)w_{1}+\lambda uj1\}+\cdots+r\{p(1-\lambda)w+pu\lambda jp\}$

$F(v_{i})=r_{1}\{(1-\lambda)w1+\lambda v_{j}1\}+\cdots+rp\{(1-\lambda)w+\lambda v\}\mathrm{p}jp$

よって

確率 DPG に関して自然に考えられる判定問題は次
のようになる. 確率 DPG とある値 $k$ が与えられたと

きに, 確率 DPG の最適値が $k$ より大きいか? という

問題である.

$\mathcal{F}(ui)-\mathcal{F}(vi)=\lambda\{r_{1}(u_{i1}-v_{i}1)+\cdots+r(pp-vjp)u_{j}\}$

$|r_{1}(u_{j}1-vj1)+\cdots+r_{p}(u_{jpj}-v)p|\leq||\overline{u}-\overline{v}||$ だか

ら

$\mathcal{F}(u_{i})-\mathcal{F}(v_{i})\leq\lambda||\overline{u}-\overline{v}||$

定理 D.4確率 DPG における判定問題は NP $\cap \mathrm{c}\mathrm{o}-$

$\mathrm{N}\mathrm{P}$ である.
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