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\S 1. Introduction.

一般に物理的に起こる現象の多くは適当なエネルギー汎関数の最小化によって記述され

ることが知られており, その手続きを述べた「最小作用の原理」は現象の数学的な定式化

を得るのに極めて有用なことが認められている. これによって時間変化を伴う運動の方程

式が容易に導かれ, .それと共に定常的な状態を示す方程式を得ることもできる.

変分原理を用いて得られる個別の問題は数多く挙げられるであろうが, 特に幾何学図形

を意識させる典型的な定常問題の中から普段身近に経験するものとして, 例えば capillary
tube, sessile drop, pendent liquid drop, soap fflm 等の表面張力に関わる現象をみると,

これらは面積汎関数に他の付帯要素を加えた形のエネルギー汎関数によって特徴づけられ

るために, 表面積の最小化に際して得られる極小曲面方程式との兼ね合いで古くから数学

的な興味が持たれ続けてきた.

いうまでもなく古典力学や工学では–般に弾性力学の–部分として扱われるべき事柄で

ある. その意識の下で表面張力が–定な現象との対比として我々は表面膜に弾性を仮定し
た場合の比較的簡単なモデル作りを試みたところ, 有界領域 $\Omega\subset R^{N}$ で定義された非負関

数 $u\in W_{0}^{1,\gamma}(\Omega)$ についてのエネルギー汎関数

$I_{\lambda}[u]= \int_{\Omega}(\sqrt{1+|\nabla u|^{2}}-1)^{\gamma}dX-\lambda\int_{\Omega}F(X, u)d_{X}$ $(\gamma>1)$ (1)

を最小化する問題に至り, 極値の特徴付けをするために $f(x, u)= \frac{\partial F}{\partial u}(x, u)$ として対応す

る Euler 方程式

$\{-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\frac{\gamma(\sqrt{1+|\nabla u|^{2}}-1)^{\gamma-1}}{\sqrt{1+|\nabla u|^{2}},u=0\mathrm{o}\mathrm{n}}\nabla u)\partial\Omega=\lambda f(X, u)$

in $\Omega$

(2)

を調べ始めた. これは退化楕円型の非線形問題であるから, かなり都合の良い適当な条件

付けの下でないと具体的な解の様子をはっきりと把握することは期待できない.
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手始めに $\Phi(t)=(\sqrt{1+t^{2/\gamma}}-1)^{\gamma}$ が $t\geq 0$ の凸関数であることに着目して, 非負な解

の集合 $S_{+}$ の $W_{0}^{1,\gamma}(\Omega)$ における大局的な構造をみると, $tarrow+\mathrm{O}$ または $tarrow+\infty$ のとき

$\Phi(t)/F(x, t)arrow \mathrm{O}$ あるいは $F(x, t)/\Phi(t)arrow \mathrm{O}$ ならば (部分的にではあるが) ある程度まで

は弱解の存在および $\lambda$ に関する依存関係を調べることができる. -例として $F(x, u)=u^{q}$

をとれば, $\gamma^{*}=\frac{N\gamma}{N-\gamma}(1<\gamma<N),$ $\gamma^{*}=\infty(\gamma\geq N)$ とおいて $1<q<\gamma^{*}$ のときに得られ

る結果は概ねつぎの図の実線ように描かれる. [5] (ただし, $u_{\lambda},$ $v_{\lambda}$ はそれぞれ (1) の安定

または不安定な critical point とする.)

$||\nabla u||_{L^{\gamma}(\Omega)}$ $||\nabla u||_{\Gamma}\gamma/\mathrm{n}\backslash$ $||\nabla u||_{L\gamma(\Omega)}$

(り $\perp<\gamma<q/\angle\vee$ (111) $q/\angle^{-}<\gamma<q$

$||\nabla u||r.\gamma \mathrm{r}\Omega)$ $||\nabla u||\gamma.\gamma l\Omega)$

(点線は予想)

$(1\mathrm{V})\gamma=q$ (v) $\gamma>q$

この図で残された部分を埋めるために [4] では領域 $\Omega=B_{1}(0)$ が単位球のとき $\gamma=q/2$

について自明解 $u=0$ の近くに非自明な解が得られることを示した. そこで調べたように,

領域が球の場合には常微分方程式を解くと球対称な解がみつかるため, 解の構成手続きを

陰関数定理に持ち込むための適当な関数空間の設定が可能で, 球対称解の分岐を比較的容

易に導くことができたのである. それとは別の立場として今回は引解 $u$ に対する $\nabla u$ の

$L^{\infty}(\Omega)$ 評価を導き完全連続作用素に対する Leray-Schauder の写像度を適用することによ

り, 対称性の仮定をはずした–般領域での結果が得られることを述べる.
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\S 2. Main result.

$\Omega$ を $R^{N}$ の有界領域, $\partial\Omega$ はなめらかとして非線形な楕円型方程式の Dirichlet 境界値

問題

を $(\lambda, u)$ についての方程式とみなす. 特に斉次性をもたせて

$\phi(t)=t^{p-2}$ , $f(\lambda, x, s)=\lambda|_{S}|^{p}-2s$

とした場合に

$\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(|\nabla u|p-2\nabla u)u=0+\lambda|u|\mathrm{o}\mathrm{n}\partial p-2u=0\Omega$

in $\Omega$

(4)

の非自明な解 $u$ を持つような $\lambda$ の値をさがすことは $P$-Laplacian の固有値問題といわれ,

$p>1$ ならば第 1固有値 $\lambda=\lambda_{*}$ が単純で孤立していることが知られている. (Anane [1],

Sakaguchi [10] および Lindqvist $[7, 8])$

ここでは (3) の非自明解を得るために $\phi,$ $f$ についてつぎの仮定を用意する.

$(\mathrm{A}0)$ $p\geq 2$ とする.

(A1) ある $T>0$ がとれて $\phi(t)\in C^{0}[0, \tau)\mathrm{n}C^{1}(\mathrm{o},T)$ とする.

(A2) $\lim_{tarrow+0}\frac{\phi(t)+l\emptyset\prime(t)}{(p-1)tp-2}=1$ が存在する.

(A3) $f(\lambda, x, s)\in C^{1}(\Lambda\cross\Omega\cross I)$ とする. 但し, A と $I$ はそれぞれ $\lambda=\lambda_{*}$ と $s=0$

の $R$ における近傍である.

(A4) $\lim_{sarrow+0}\frac{f(\lambda,x,s)}{|s|^{p-2}s}=\lambda$ が $(\lambda, x)\in\Lambda\cross\Omega$ に対して–様に収束する.

このとき (3) の弱解 $(\lambda, u)\in\Lambda\cross W_{0}^{1,p}(\Omega)$ の全体を $S$ とし, $\Lambda \mathrm{x}W_{0^{1,p}}(\Omega)$ の直積位相の

下で $(\lambda_{0},0)$ が集合 $S$ の集積点であるならば $\lambda=\lambda_{0}$ を (3) の分岐点とよぶことにすると,

つぎの結果が得られる.

Theorem 1. 仮定 $(\mathrm{A}0)-(\mathrm{A}4)$ の下で (4) の第 1固有値 $\lambda=\lambda_{*}$ は (3) の分岐点である.
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\S 3. Outline of the proof.

この節では証明のあらすじを述べることにする.

(B1) $\tilde{\emptyset}|_{[0},\tau_{0)}=\emptyset,\tilde{f}|_{\Lambda\cross\Omega\cross}I=f$ $(0<\exists T0<T)$

(B2) $\tilde{\phi}\in c^{0}[0, \infty)\cap c1(0, \infty)$ であって

$\tilde{c}_{1}t^{p-2}\leq\tilde{\phi}(t)+t\tilde{\phi}’(t)\leq\tilde{c}_{2}t^{p-2}$ , $\tilde{c}_{3}t^{p-2}\leq\tilde{\phi}(t)\leq\tilde{c}_{4}t^{p-2}$,

$|\tilde{\phi}’(t)|\leq\tilde{c}_{5}t^{p-3}$ on $[0, \infty)$

ただし, $\tilde{c}_{i}>0(i=1, \ldots, 5)$ は定数とする.

(B3) $\tilde{f}(\lambda, x, s)\in C^{1}(\Lambda\cross\Omega\cross R)$ は有界

$u\in W_{0}^{1,p}(\Omega)$ を対応させて連続な作用素 $R_{\overline{\phi}}(h)=u$ を考え, さらに $u\in W_{0}^{1,p}(\Omega)$ に対して
$F(\lambda, u)(x)=\tilde{f}(\lambda, x, u(x))$ で Nemyckii operator を定めておくと, \eta 釜正した問題

が方程式 $u=R_{\overline{\phi}}(F(\lambda, u))$ と同等になるために, 作用素 $R_{\overline{\phi}}(F(\lambda, \cdot))$ の不動点が問題とな

る. ここで $1<r<p^{*}$ とすれば埋め込み $W_{0}^{1,p}(\Omega)\llcorner_{arrow L(\Omega}r)$ および $L^{r’}(\Omega)-\rangle W-1,p(\Omega)$
’

の

コンパクト性と $F(\lambda, \cdot)$ : $L^{r}(\Omega)arrow L^{r’}(\Omega)$ の連続性から $R_{\overline{\phi}}(F(\lambda, \cdot))$ : $W_{0}^{1,p}(\Omega)arrow W_{0}^{1,p}(\Omega)$

は完全連続な作用素となるので, この問題に Leray-Schauder の写像度を適用することがで

きる.

$L^{r}(\Omega)$
$F(\lambda,\cdot)arrow$

$L^{r’}(\Omega)$ $(1<r<p^{*})$
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{s}$

$\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\uparrow$
$\downarrow$

$\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}$ (6)

$W_{0}^{1,p}(\Omega)$
$F(\lambda,\cdot)arrow$

$W^{-1,p’}(\Omega)$
$arrow R_{\overline{\phi}}$

$W_{0}^{1,p}(\Omega)$

(compl. conti) continuous

のとき $u$ の評価は比較的容易で Lindqvist [8] にしたがって Ladyzhenskaya-Ural’tseva [9,

97



p. 71] の Lemma 5.1を適用すればよ $\langle$ , $\nabla u$ の評価は手間が掛かるが $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{O}[3]$ と

Tolksdorf [11] の手続きを見直すことで得られる. ここでは結果のみを書いておこう.

$\mathrm{p}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}1$ . $\{(\lambda_{n}, un)\}^{\infty}n=1\subset\Lambda\cross W_{0}^{1,p}(\Omega)$ は方程式 (5) の弱解の列とする. この
とき,

(i) $||\nabla u_{n}||L^{p(}\Omega)$ が有界ならば $||u_{n}||_{L^{\infty}(\Omega)}$ および $||\nabla u_{n}||_{L}\infty(\Omega)$ も有界である.

(ii) $||\nabla u_{n}||L^{p(}\Omega)arrow 0$ ならば $||u_{n}||_{L(}\infty\Omega$) $arrow 0$ および $||\nabla u_{n}||L\infty(\Omega)arrow 0$ が導かれる.

さらに, この命題を用いるとつぎが判る.

Proposition 2. $(\lambda_{0},0)\in\Lambda\cross W_{0}^{1,p}(\Omega)$ が (3) の分岐点ならば $\lambda_{0}$ は (4) の固有値である.

(3) の分岐点であることが示される. 以下の証明では背理法を適用する.

はじめに,

$\psi_{\mu}(t)=\mu\tilde{\emptyset}(t)+(1-\mu)t^{p-2}$ $(0\leq\mu\leq 1)$

$F_{\mu}(\lambda, u)(X)\equiv$ プ\mu $(\lambda, x, u)=\mu\tilde{f}(\lambda, X, s)+(1-\mu)\lambda|S|p-2s$

比て $(\lambda, v)\in\Lambda\cross W_{0}^{1,p}(\Omega)$ に対し $H_{\lambda}^{\mu}(v)=R_{\psi_{\mu}}(F_{\mu}(\lambda, v))$ とおく. すなわち, $u=H_{\lambda}^{\mu}(v)$

を方程式

$\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\psi_{\mu}(|\nabla u|)\nabla u)u=0\mathrm{o}\mathrm{n}\partial\Omega+f_{\mu}(\lambda, x,v)=0$

in $\Omega$

(7)

の弱解で定義する. そこで, 定理の結果を否定すると

$\exists\epsilon>0,$ $\exists\delta_{0}>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
(8)

$|\lambda-\lambda_{*}|\leq\in,$ $||\nabla u||_{L^{p}(\Omega)}\leq\delta_{0},$ $u-H_{\lambda}^{1}(u)=0$ $\Rightarrow$ $u\equiv 0$

であるから, 写像度の性質として

$u-H_{\lambda}^{1}(u)\neq 0$ on $\partial B_{\delta}(\mathrm{O})$ $(\subset W_{0}^{1,p}(\Omega))$ (9)

$\deg_{W_{0}^{1}},p(\Omega)(I-H1B\lambda’\delta(\mathrm{O}), 0)=$ const. (10)
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が $0<\delta\leq\delta_{0},$ $|\lambda-\lambda_{*}|\leq\in$ で成り立つ.

方, (4) の第 1固有値は単純で孤立しているから $\epsilon\succ 0$ をあらかじめ十分小さくとっ

ておくことにより $|\lambda-\lambda_{*}|\leq\epsilon$ をみたす固有値は $\lambda=\lambda_{*}$ のみであるとしてよいことに注

意すると, $\lambda_{\pm}=\lambda_{*}\pm\epsilon$ については

$\exists\delta_{\lambda}\pm>0$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $u-H_{\lambda\pm}^{\mu}(u)\neq 0$ on $\partial B_{\delta}(\pm \mathrm{O})\backslash \{0\}$ (11)

が示される. なぜならば, 逆にもし $\mu=\mu_{n}$ および $u=u_{n}$ がそれぞれ $\lambda=\lambda_{\pm}$ に対する

(4) の固有値および固有関数であって

$\mu_{n}arrow\mu 0\in[0,1]$ , $u_{n}(\neq)arrow 0$ in $W_{0}^{1,p}(\Omega)$

とするならば Proposition 1を用いた若干の議論により

$w_{n}= \frac{u_{n}}{||\nabla u_{n}||L^{p(}\Omega)}arrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}$

.
$\exists w_{0\neq 0}$ in $W_{0}^{1,p}(\Omega)$

が導かれ, $\lambda=\lambda_{\pm}$ は (4) の固有値, $w_{0}$ は対応する固有関数となるが, これは $|\lambda-\lambda_{*}|\leq\epsilon$

での固有値が $\lambda_{*}$ のみであるようにしたことと矛盾するからである.

したがって, 写像度のホモトピー不変性と Del Pino-Man\’asevich [2, Prop. 2.2] により

$0\leq\mu\leq 1$ ならば

$\deg_{W_{0}^{1}’()\pm}p\Omega(I-H_{\lambda}^{\mu}, B\delta\lambda\pm(0),$
$\mathrm{o})$ $=$ $\deg_{W_{0^{\mathrm{p}}}}1,((\Omega)I-H^{0}\lambda\pm’ B\delta\lambda\pm(0), \mathrm{o})$

$=$ $\{_{-1}^{1}$ $(\lambda_{+}(\lambda_{-}=\lambda_{*}+\epsilon \mathrm{i})=\lambda_{*}-\epsilon)$ (12)

を得るが, これは $\mu=1$ のとき (10) と矛盾する.

最後に (5) は $||\nabla u||L^{p}(\Omega)$ が小さければ Proposition 1と (B1) から (3) に–致すること

に注意して Theorem 1の証明を終える.

Remark 1. 境界値問題 (3) について $\phi(t)=1$ の場合に Laplacian の固有値で非自明解

が分岐することは以前からよく知られている. Del Pino-Man\’asevich [2] はその結果を拡張

して主要部が $P$-Laplacian(i.e. $\phi(t)=t^{p^{-}-)}$
’ の場合を扱った. さらに我々は主要部の摂動

を加えたわけである.

Remark 2. p-Laplacian の固有値問題に関しては [1, 7, 8, 10] の他にも多くの文献が

ある.
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