
Compac $\mathrm{t}\overline{1}\mathrm{f}\overline{1}$ cat $\overline{1}$ on theorems

$\overline{1}\mathrm{V}$ $\mathrm{d}\overline{1}$ mens $\overline{1}$ on theory

$\mathrm{f}\Leftrightarrow\Leftrightarrow\backslash *$ $-$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\Leftrightarrow$ $**\backslash \mathrm{J}$ $\Leftrightarrow$

この小論では、次元論におけるコンパクト化定理について概説する。すなわち、次

元を保存するコンパクト化の存在を考察する。

次元関数は超限的なものまで含めて数えれば、少なくとも 6種類 ( $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, Ind,

$\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ , trdim) はあり、 コンパクト化定理も、考える空間のクラス、あるいは、

特別なコンパクト化を考えることで、何通りものコンパクト化定理が考えられる。 こ

の小論の前半では、可分距離空間のクラス、weight が–定の空間のクラス、Stone-

Cech コンパクト化という、 3種類のコンパクト化定理を考える。

最後の節では、可分距離空間のみを考える。可分距離空間をヒルベルト立方体へ埋

め込み、 そこで閉包をとれば、それは元の空間のコンパクト化になる。 このとき、 そ

$\text{の}$

. コンパクト化の次元が、元の空間の次元と等しくなるような埋め込み全体の (ヒル

ベルト立方体への連続写像全体の集合に–様収束位相を入れた空間での)

residuality を考える。

1 $-$

$\sqrt \mathrm{x}_{\overline{T\subset}\varpi}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

この節では、 6種類の次元の定義を述べる。

1. 1. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正則空間 X に対し、小さい (超限的)帰納的次元 ind(trind) を

次のように定義する。但し、 $\alpha$ は順序数とする。

ind X $=-1$ $\Leftrightarrow$ X $=$ $\phi$

(trind X $=-1\rangle$
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ind X $\leqq$
$\mathrm{n}$

$\Leftrightarrow$ $\forall \mathrm{x}\in \mathrm{X}$ , $\forall \mathrm{F}$ :closed in X $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mathrm{x}$ $\in$ X-F

(trind X $\leqq$
$\mathrm{a}$ )

$\exists \mathrm{U}$ :open in X

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{x}$ $\in \mathrm{U}\subset \mathrm{X}-\mathrm{F}$ , ind Bd $\mathrm{U}<$ $\mathrm{n}$

(trind Bd $\mathrm{U}<$
$\mathrm{a}$ )

ind X $=$ $\mathrm{n}$
$\Leftrightarrow$ . ind X $\leqq$

$\mathrm{n}$
$p_{\backslash }-\supset$ ind X $\not\leq$

$\mathrm{n}$

(trind X $=$ $\mathrm{a}$
$\Leftrightarrow$ trind X $\leqq$

$\mathrm{a}$
$p_{\backslash }-\supset$ trind X $\not\leq$

$\mathrm{a}$ )

ind X $=$ $\infty$ $\Leftrightarrow$ ind X $\not\equiv$ $\mathrm{n}$ for $\forall \mathrm{n}$

(trind X $=\infty$ $\Leftrightarrow$ trind X $\not\leqq$
$\mathrm{a}$ for $\forall\alpha$ )

$\mathrm{x}$ : trind をもつ $\Leftrightarrow$ trind $\mathrm{x}$ $\leqq \mathrm{a}$ for some $\alpha$

定義より、明らかに、 ind X $\neq\infty$ あるいは trind X $<$ $\omega$ のときは、

ind X $=$ trind X

となる。 また、

ind X $=\infty$ $\Leftrightarrow$ trind X $\geqq$
$\omega$

である。

1- 2. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正規空間 X に対し、大きい (超限的)帰納的次元 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ ( $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind) を

次のように定義する。但し、 $\mathrm{a}$ は順序数とする。

Ind X $=-1$ $\Leftrightarrow$ X $=$ $\phi$

$(\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{X} =-1)$

Ind X $\leqq$
$\mathrm{n}$

$\Leftrightarrow$ $\forall \mathrm{E},$
$\mathrm{F}$ : closed in X $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mathrm{E}$ $\subset$ X-F

( $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $\leqq$
$\mathrm{a}$ )

$\lrcorner\rceil \mathrm{U}$ :open in X

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{E}$ $\subset$ $\mathrm{U}\subset$ $\mathrm{X}-\mathrm{F}$ , Ind Bd $\mathrm{U}$ $<$ $\mathrm{n}$

( $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind Bd $\mathrm{U}$ $<$ $\mathrm{a}$ )

Ind X $=$ $\mathrm{n}$
$\Leftrightarrow$ Ind X $\leqq \mathrm{n}$ かつ Ind X4 $\mathrm{n}$

( $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $=$ $\alpha$
$\Leftrightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $\leqq$

$\mathrm{a}$ かつ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X { $\mathrm{a}$ )

Ind X $=$ $\infty$ $\Leftrightarrow$ Ind X $\not\leqq$
$\mathrm{n}$ for $\forall \mathrm{n}$

( $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $=$ $\infty$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $\not\leqq$
$\mathrm{a}$ for $\forall\alpha$ )
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$\mathrm{x}$ : $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{x}\leqq \mathrm{a}$ for some $\mathrm{a}$

定義より、明らかに、 Ind X $\neq\infty$ あるいは $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X $<\omega$ のときは、

Ind X $=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{X}$

となる。 また、

Ind X $=\infty$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{X}$ $\geqq\omega$

である。

被覆次元 $\dim$ は標準的には、有限コゼロ被覆に対する細分の order で定義するが、

ここでは、超限被覆次元との関連から被覆次元の定義と同値な分離集合による定義を

述べる。但し、 この同値命題は正規空間に対してのみ成り立つ性質のものなので、以

下述べる定理の–部はチコノブ空間に対しても成立するので、チコノブ空間に対して

の定理は標準的な定義によるものとする。

1- 3- $\mathfrak{X}\equiv\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正規空間 X の交わらない 2 っの閉集合 $\mathrm{E}$ , $\mathrm{F}$ と X の閉集合

$\mathrm{L}$ に対し

$\mathrm{L}$ : parti $\mathrm{t}$ ion in X between $\mathrm{E}$ and $\mathrm{F}$

$<\gg$ $\exists \mathrm{U},$ $\mathrm{V}:\mathrm{X}$ の交わらない 2つの開集合

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . X-L $=$ UUV, $\mathrm{E}$ $\subset \mathrm{U}$ , $\mathrm{F}$ $\subset$ V

1. 4. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正規空間 X の交わらない 2 っの閉集合の対から成る列

A $=\{(\mathrm{A}_{\mathrm{i}}, \mathrm{B}_{\mathrm{i}}\rangle : 0\leqq \mathrm{i}\leqq, \mathrm{n}\}$ に対し

A : inessential in X

$\Leftrightarrow$ $\forall \mathrm{i}--0,1,2,$
$\ldots,$

$\mathrm{n}$

$]\mathrm{L}$ : : part $\mathrm{i}\mathrm{t}$ ion $\mathrm{i}\mathrm{n}$ X between A $\mathrm{i}$ and $\mathrm{B}_{\mathrm{i}}$

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\cap\{\mathrm{L} : : 0\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}\}=$ $\phi$

A : essential in X

$\Leftrightarrow$ A : not inessential

1- 5. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正規空間 X に対し、被覆次元 $\dim$ を次のように定義する。
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$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}=-1$ $\Leftrightarrow$ $.\mathrm{X}=$ $\emptyset$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ $\leqq$
$\mathrm{n}$

$\Leftrightarrow$ $\forall$ A – $\{(\mathrm{A}_{\mathrm{i}}, \mathrm{B}_{\mathrm{i}}) : 0\leqq \mathrm{i}\leqq \mathrm{n}\}$ :a coll of pairs

of disjoint closed sets in X

$arrow$ A :inessent ial in X

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ $=$ $\mathrm{n}$
$\Leftrightarrow$ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ $\leqq \mathrm{n}$ かつ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ $<$ $\mathrm{n}$

dimmm X $=\infty$ $\Leftrightarrow$ dimmm X $\leqq$
$\mathrm{n}$ for $\forall \mathrm{n}$

被覆次元の標準的定義はコゼロ被覆の細分の order で定義するが、 これは基数な

ので帰納的次元のように直接的に任意の順序数に拡張することはできない。 $\mathrm{B}_{\circ\Gamma \mathrm{S}}\mathfrak{r}$「 $\mathrm{B}1$

は、上の被覆次元の定義をうまく拡張し、被覆次元を順序数にまで拡張した。次に、

Borst [Bl による超限被覆次元 trdim を定義するための準備をする。

1- 6. $\mathfrak{X}\mathrm{E}^{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 集合 $\mathrm{L}$ に対し

Fin $\mathrm{L}$ : the collection of all non-empty $\mathrm{f}$ ini te subsets of $\mathrm{L}$

とおく。

$\mathrm{M}\subset$ Fin $\mathrm{L}$ , $\sigma$ $\in$ Fin $\mathrm{L}\cup\{\phi\}$

に対し

$\mathrm{M}^{\sigma}=$ { $\tau$ : $\tau\cup\sigma$ $\in \mathrm{M}$ and $\tau\cap\sigma=\phi$ }

とおく。但し、 a $\in \mathrm{L}$ に対して、

$\mathrm{M}^{\{\mathrm{a}\}}$ $=\mathrm{M}$

とかく。

上記の $\mathrm{L}$ , $\mathrm{M}$ に対し、 $\mathrm{M}$ の order, Ord $\mathrm{M}$ , を次で定義する。

Ord $\mathrm{M}=$ $0$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{M}=$ $\emptyset$

Ord $\mathrm{M}\leqq$
$\mathrm{a}$

$\Leftrightarrow$ Ord $\mathrm{M}$ $<$ $\alpha$ for $\forall$ a $\in$ $\mathrm{L}$

Ord $\mathrm{M}=$ $\mathrm{a}$
$\Leftrightarrow$ Ord $\mathrm{M}\leqq$

$\mathrm{a}$ かつ Ord $\mathrm{M}$ $\{\alpha$

Ord $\mathrm{M}=$ $\infty$ $\Leftrightarrow$ Ord $\mathrm{M}\not\equiv$ $\mathrm{a}$ for $\forall \mathrm{a}$

正規空間 X に対し

$\mathrm{L}(\mathrm{X})=$ { $(\mathrm{A},$ $\mathrm{B})$ : A and $\mathrm{B}$ are disjoint closed in X}

とおき、 $\mathrm{L}\subset \mathrm{L}(\mathrm{X})$ に対し
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$\mathrm{M}_{\mathrm{L}}=$ { $\sigma$ $\in$ Fin $\mathrm{L}$ : $\sigma$ is essent $\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ }

とおく。

1. 7. $\mathfrak{X}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 正規空間 X に対し、超限的被覆次元 trdim を次のように定義

する。

trdim X $=-1$ if X $=$ $\phi$

trdim X $=$ Ord $\mathrm{M}_{\mathrm{L}(\mathrm{X})}$
$\mathrm{i}\mathrm{f}$ X $\neq$ $\phi$

と定義する。 また

X:trdi $\mathrm{m}$ をもつ $\Leftrightarrow$ trdim X $\leqq$
$\alpha$ for some $\mathrm{a}$

( $\Leftrightarrow$ trdim X $\neq\infty$ )

と定義する。

trdim と書くからには、有限次元の場合は当然 $\dim$ と–致して欲しいが、実際、

Bors $\mathrm{t}\overline{|}\mathrm{i}\mathrm{B}$ ] lこよって次の 2つの定理が成り立つことが示されている。

1. 8. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}[\mathrm{B}\rceil$
, 正規空間 X に対し

$\dim \mathrm{x}\neq\infty$ あるいは trdim $\mathrm{x}<\omega$ ならば

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ $=-$ trdim..X
が成り立つ。

1. 9. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}[\mathrm{B}]$ 正規空間 X に対し

X:trdim をもつ $\Leftrightarrow$ X:S-w. $\mathrm{i}$ . $\mathrm{d}$ .

2. $-_{\overline{\mathrm{D}}}\mathrm{J}_{J}’’+\not\in\Xi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\not\in_{=^{7}}\zeta.\mapsto \mathrm{R}=\ovalbox{\tt\small REJECT}\infty$ クラ $>l^{-}\sim \mathfrak{X}_{\supset}^{\sim}\mathrm{t}\mathfrak{X}$ るコンパ

クト $t$ヒ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

この節では、可分距離空間に対し、次元を保存する距離化可能なコンパクト化の存

在について考察する。
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$\zeta \mathrm{a}>$ $\overline{1}\mathrm{n}\mathrm{d}$ , I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{d}_{\overline{1}}\mathrm{m}$ $l$ニ $=(,$ $\backslash <$

よく知られた次の古典的事実より、可分距離空間のクラスにおける $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}$, Ind, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$

に関するコンパクト化定理では、 どの次元で考えてもよい。

2- 1. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv$ X:可分距離空間 $\subset\Rightarrow$ $\mathrm{i}$ nd X $=$ Ind X $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ $\mathrm{X}$

また、 このとき、 コンパクト化定理が成立することも古典的な結果としてよく知ら

れている。

2. 2. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ \forall X:可分距離空間

$\exists\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\alpha \mathrm{X}$ $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$

(ind $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $=$ ind X, . Ind $\alpha \mathrm{X}--$ Ind X)

$<\mathrm{b}|)$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\overline{1}\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t};\mathrm{r}\mathrm{d}\overline{1}\mathrm{m}$ $\tau_{\sim}^{-}-\supset\iota,$ $\backslash <$

trind, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, trdim は可分距離空間 (より強く、 コンパクト距離空間)のクラスに

おいても–般には異なるので、それぞれに関して考えなければならない。

$\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind に関して成立することは、 Luxemburg [Ll によって証明されている。

2. 3. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}[_{-}\mathrm{L}]$ \forall X:可分距離空間

1 $\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパク ト化 $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind $a\mathrm{X}$ $=\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X

trdim に関して成立することは、著者 $\lceil_{-}\mathrm{K}2\urcorner|_{\text{、}}\lrcorner$ Chatyrko $[\mathrm{C}]_{\text{、}}$ Yokoi $\lceil \mathrm{Y}arrow-|\urcorner$ によって証

明されている。

2. 4. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(_{\mathrm{L}_{-}}\lceil \mathrm{k}2-1, [\mathrm{C}], \text{「}\mathrm{Y}])$ $\forall \mathrm{X}$ :可分距離空間

$\text{」}a\mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパクト化 $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . trdim $\alpha \mathrm{X}=$ trdim X
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上記のように、可分距離空間のクラスでは $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ , trdim に関するコンパクト化定

理が成立するが、残念ながら、 trind に対しては成立しないことが、 Luxenburg $\lceil_{-}\mathrm{L}$ ]

によって示されている。

2- 5- $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}[\mathrm{L}]$ $A’ \mathrm{X}$ :可分距離空間 $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ .
$\forall\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパクト化に対し trind $\alpha \mathrm{X}$ $>$ trind X となる。

一般には成立しないが、特別な場合は成立する。実際、 Luxemburg[ $\mathrm{L}$ 」
$\neg$

の次の結果

より、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつことは trind を保存するコンパクト化をもつための十分条件で

あることがわかる。

2. 6. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\cong\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}[\mathrm{L}\underline{\rceil}$ 可分距離空間 X に対し

X: $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ $\subset\Rightarrow$ ]- $a\mathrm{x}_{:}$距離化可能な X のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . trind $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $=$ trind X

また、 trind の値を考慮しなければ、次の形の定理も成立する。

2. 7- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 可分距離空間 X に対し

X:trind をもつ $\Rightarrow$ J- $\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $a\mathrm{X}$ :trind をもつ

trind をもつ可分距離空間は trind をもつ距離化可能なコンパクト化をもつので、

可分距離空間 X に対し、 trind の値が最小な距離化可能なコンパクト化の trind

の値に興味がある。

2. 8. $\mathrm{R}_{l\mathrm{I}}5\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 可分距離空間 X に対し

$\min$ {trind $a\mathrm{X}:-\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能な X のコンパクト化 }

の値はどの程度か ?
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この問題に関して、 Luxemburg [L] が次の予想をしている。

2. $9_{-}$ $=\mathrm{p}_{d}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash \backslash }$ 「 $\mathrm{L}$ ] trind X $=$ $\lambda+\mathrm{n}$ (但し、 $\lambda$ は極限順序数, $\mathrm{n}$ は $0$ 以上

の整数)となる可分距離空間 X に対し

trind $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}\leqq$ $\lambda+2\mathrm{n}+1$

となる距離化可能なコンパクト化 $\alpha \mathrm{X}$ が存在するであろう。

3. we $\mathrm{i}$ ght $\Leftrightarrow \mathfrak{B}\in-\Supset-$ るコン,’々ク トイヒ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

この節では、weight を保存するコンパクト化の存在について考察する。

$\subset \mathrm{a}>$ $\overline{1}\mathrm{n}\mathrm{d}$ , I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{d}_{\tilde{1}}\mathrm{m}$ $\tau_{-}^{-}-\supset l\backslash <$

3. 1. $\mathfrak{X}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\forall \mathrm{X}$ :正規空間

J- $a\mathrm{X}\mathrm{J}\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $1$ . $\mathrm{w}(\alpha \mathrm{X})=\mathrm{w}(\mathrm{X})$, Ind $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $=$ Ind X

3. 2. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\forall \mathrm{X}$ : チコノブ空間

$]\alpha \mathrm{X};\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{w}(\alpha \mathrm{X})=\mathrm{w}\langle \mathrm{X}$ ), $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ a $\mathrm{X}$ $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$

上記のように、 Ind, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ に関しては、weight を保存するコンパクト化定理が成立

する。 また、 ind に関しても次が成立する。

3. 3. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ind X $=$ $0$ となる空間 X に対し

j-a $\mathrm{X}:\mathrm{X}$ のコンパクト化 $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{w}\langle a\mathrm{X})=\mathrm{w}(\mathrm{X}\rangle$, ind $\alpha \mathrm{X}$ $=$ ind X $=$ $0$

(証明)

ind X $=$ $0$ より X $\subset$ $\mathrm{D}^{\mathrm{m}}$ みなすことができる。但し、

$\mathrm{D}=\dagger 0,$ $1\}$ , $\mathrm{m}=N(\mathrm{X}\rangle$
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とする。 ここで、 $a\mathrm{X}$ を X の $\mathrm{D}^{\mathrm{m}}$ における閉包とすればよい。

上の定理より、 $0$ 次元空間に対しては、 ind に関しても weight を保存するコンパ

クト化定理が成立する。 しかし、 van Mi 11 and Przymusinski $\lceil_{-}\mathrm{v}\bm{\mathrm{M}}\mathrm{P}$ ] によって、 ind

に関しては、–般には成立しないことが知られている。

3- 4. $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}[\mathrm{v}\bm{\mathrm{M}}\mathrm{P}]-$ $]$ X:正規空間

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . ind X $=1$

$\forall a\mathrm{X}$ :X のコンパク ト化 $\subset\Rightarrow$ ind $a\mathrm{X}$ $=\infty$

上の空間のコンパクト化 $a\mathrm{X}$ に対して、 ind $a\mathrm{X}$ $=\infty$ より、 trind $a\mathrm{X}$ $\geqq$

$\omega$ であることはわかるが、 trind $a\mathrm{X}=\infty$ であるか否かは (すなわち、 trind を

もつか否かは)わからない。

$<\mathrm{b}\supset$ $\not\subset \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d},$ -t $\mathrm{r}$ I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{d}\tilde{1}\mathrm{m}$ $l$こ $-\supset \mathrm{C}\backslash -\subset$

超限次元のときも、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, trdim に関しては weight を保つコンパクト化定理が

成立する。

3- 5. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}[\mathrm{P}\urcorner\rfloor$ $\forall \mathrm{X}$ :正規空間

$\rfloor-\alpha \mathrm{X}:\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{w}\langle$ a $\mathrm{X}\rangle$ $=N(\mathrm{X})$ , $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ a $\mathrm{X}$ $\leqq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{X}$

3. 6- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lceil\kappa 2], \lceil \mathrm{C}_{-\llcorner}^{\urcorner}|,\overline{|}\mathrm{Y}])$ $\forall \mathrm{X}$ :正規空間

4 $a\mathrm{X}:\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $N(\alpha \mathrm{X})=\mathrm{w}(\mathrm{X}\rangle$ , trdim $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $\leqq$ trdim X

ind に対して、すでに weight を保存するコンパクト化定理は成立しないので

trind に対してもこのタイプのコンパクト化定理は成立しない。 しかし、可分距離空
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間のクラスでは、 2つの肯定的な結果が得られているので、同様なことが weight を

保存するコンパクト化に関しても考えられる。

1つ目の問題としては、「可分距離空間のクラスでは、 trind をもてば、 trind を

もつコンパクト化をもつ」ので、同様なことが–般の空間に関しても成り立つか否か

が問題となる。

3. 7. $\mathrm{R}\mapsto 5\ovalbox{\tt\small REJECT}$ trind をもつ空間は、 trind をもつコンパクト化をもつか ?

先に述べたように van Mill and Przymusinski $\lceil- \mathrm{v}\bm{\mathrm{M}}\mathrm{P}-\rceil$ の例 X は、 任意のコンパク

ト化 $a\mathrm{X}$ に対し、 ind $\alpha \mathrm{X}=\infty$ だが、 trind $\alpha \mathrm{X}=\infty$ であるか否かはわから

ないので、 この空間が上の問題の反例になっているか否かは、直ちにはわからない。

上記の問題に関しては、著者 $[\mathrm{K}1-]$ は以前次の反例を与えた。

3. 8- $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}$ [Kll- $1^{\theta}\mathrm{X}$ : チコノブ空間

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . trind X $=1$

$\forall a\mathrm{X}$ :X のコンパク ト化 $\subset\geq$ trind $\alpha \mathrm{X}$ $=\infty$

しかし、 この空間はチコノブでしかないので、次はまだ未解決である。

3. 9. $\mathrm{R}*\mathrm{r}5\ovalbox{\tt\small REJECT}$ trind をもつ距離空間は、 trind をもつコンパクト化をもつか ?

2つ目の問題としては、「可分距離空間のクラスでは、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもてば、 trind の

値が等しいコンパクト化をもつ」ので、同様なことが–般の空間に関しても成り立つ

か否かが問題となる。

3. 1 $\mathrm{O}_{-}\mathrm{R}\mapsto 5\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ空間は、 trind を保存するコンパクト化をもっか

?

この問題に関しては、距離空間を含む特別な空間のクラスでは条件つきで成立する

ことがわかる [K4]。
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3 . 11- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}$ [K4] X: metacompact, strongly heredi tari ly normal, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind

をもつ

trind X $\geqq\omega^{-}$
’

$\subset\triangleright$ $\exists a\mathrm{X}:\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $N(\alpha \mathrm{X})=N(\mathrm{X})$ , trind $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $=$ trind X

この定理は、次の補題の系である

3- 12- $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ [ $\mathrm{K}41$ X: metacompact, $\mathrm{s}$ trongly hered $\mathrm{i}$ tar $\mathrm{i}$ ly normal, tr Ind

をもつ

$\Rightarrow$ $\exists\alpha \mathrm{X}:\mathrm{X}$ のコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $N(\alpha \mathrm{X})=\mathrm{w}(\mathrm{X})$ , trind $\alpha \mathrm{X}\leqq\omega$ $+$ trind X

trind X $\geqq\omega^{2}$ ならば $\omega+$ trind X $=$ trind X なので、 この補題より上

の定理が成立する。

4- Stone–Cech コン $\nearrow$ 々ク トイヒ \mbox{\boldmath $\zeta$}こ $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{B}^{-}$ るコ

ン $\nearrow$ 々ク トイヒ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

この節では、 stone-Cech コンパクト化の次元が元の空間の次元と等しいか否かに

ついて考察する。

$\zeta \mathrm{a}>$ $\overline{1}\mathrm{n}\mathrm{d}$ , I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{d}_{\overline{1}}\mathrm{m}$ . $l$こ $=l\backslash <$

Ind, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ に関して、 Stone-Cech コンパクト化に関するコンパクト化定理が成立す

ることはよく知られている。

4- 1- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ X:正規空間 $\Rightarrow$ Ind $\beta \mathrm{X}$ $=$ Ind X
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4. 2. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ X: チコノブ空間 $->$ dimmm $\beta \mathrm{X}$ $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ X

しかし、次の結果より、 trind に関しては成立しない。

4- $3_{-}>\mathrm{m}_{\mathrm{I}}\mathrm{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ind X $=$ $0$ , Ind X $\neq$ $0$ $\subset\Rightarrow$ ind $\beta \mathrm{X}$ $\neq$ ind X

(証明)

ind $\beta \mathrm{X}$ $=$ $0$ と仮定すれば、「コンパクト空間 $\mathrm{Y}$ では、 ind $\mathrm{Y}=$ $0$ である

ことと Ind $\mathrm{Y}=0$ であることは同値」なので、 Ind $\beta \mathrm{X}=0$ となり、 Ind $\mathrm{x}$

$=$ Ind $\beta \mathrm{X}$ より、 Ind X $=$ $0$ となり矛盾。

上記の命題の条件を満たす空間は距離空間のクラスで存在することは Roy の例と

してよく知られている。

4. 4. $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}[\mathrm{R}]$ \dashv X:下離空間

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . ind X $=$ $0$ , Ind X $=$ 1

よって、 trind に関しては、Stone-Cech コンパクト化に関するコンパクト化定理

は距離空間のクラスでも成立しないことがわかる。 しかし、次の命題より可分距離空

間のクラスでは成立する。

$4_{-}$. $5_{-}arrow\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{m}\mathrm{p}$ X:可分距離空間 $:\subset\triangleright$ ind $\beta \mathrm{X}=$ ind X

(証明)

ind X $=$ Ind X $=$ Ind $\beta \mathrm{X}$ $\geqq$ ind $\beta \mathrm{X}$

より、

trind $\beta \mathrm{X}$ $=$ trind X

となる。

$<\mathrm{b}>$ -t $\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ I $\mathrm{n}\mathrm{d},$ $\mathrm{t}\bm{1}^{-}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ $l$ニ $-\supset \mathrm{C}\backslash <$
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Stone-Cech コンパクト化に関するコンパクト化定理は、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, trdim に関しても

成立する

4. 6. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ [Pl X:正規空間 $\subset\Rightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind $\beta \mathrm{X}=\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X

4- 7- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}([]\zeta 2-\rceil,$ [ $\mathrm{C}\underline{\rceil},$

$\lfloor_{-}$

「
$\mathrm{Y}$ ]$-\rangle$ X:正規空間 $\subset\Rightarrow$ trdim $\beta \mathrm{X}$ $=$ trdim X

trind に関して成立しないことは、 ind で成立しないことより明らかであるが、 よ

り精密に次が成り立つ。

$4_{-}8_{-}\mathfrak{X}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\mathcal{B}\mathrm{X}:$ trind をもつ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{X}:\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ

(証明)

$\beta \mathrm{X}$ が trind をもてば、「コンパクト空間のクラスでは、 trind をもつことと

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつことは同値」なので、 $\beta \mathrm{X}$ は $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ ももつ。 よって、 X は $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ を

もつ。

先に見たように、任意の可分距離空間 X に対し、 ind $\beta \mathrm{X}$ $=$ ind X が成立す

るが、 trind に関しては、可分距離空間の範囲でも、 Stone-Cech のコンパクト化に

関するコンパクト化定理は成立しない。実際、 X を $\mathrm{n}$ 次元立方体の位相和とすれば、

ind X $=\omega$ であるが、 X は $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもたないので上の定理より $\beta \mathrm{X}$ は trind

をもたない。

4- 9- $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}$ $\text{」}\mathrm{X}$ :可分距離空間 $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\omega=$ trind X $\neq$ trind $\beta \mathrm{X}=\infty$

定理 4. 8 より、 stone-cech コンパクト化の trind を考える場合は、 X が $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind

をもつときのみが意味をもつので、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ可分距離空間に対して Stone-Cech

コンパク ト化に関するコンパク ト化定理を考える。 このとき、次が成り立つ。

4- 1 $\mathrm{O}_{\sim}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}[\mathrm{K}4]$ $\mathrm{x}_{:\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ可分距離空間
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$\Rightarrow$ trind $\beta \mathrm{X}$ $=$ trind X

Roy の例より –般には成立しないことはわかるが、 $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ空間に対して、

trind $\beta \mathrm{X}$ と trind X がどのような関係にあるのか興味がもたれる。 この問題に

関しては、次の部分解を得ることができた。

4- 11- $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ [K41 X: metacompact, strongly heredi tari ly normal, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind

をもつ

trind X $\geqq$ $\omega^{2}$

$\subset\Rightarrow$ trind $\beta \mathrm{X}$ $=$ trind X

4- 12- $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{i}\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ [K4] X: metacompact, strongly heredi tari ly normal, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind

をもつ

$\subset\Rightarrow$ trind $\beta \mathrm{X}$ $\leqq$ $\omega$ $+$ trind X

5- metacompact, $\mathrm{s}$ trong 1 $\mathrm{y}$ hered $\mathrm{i}$ tar $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{y}$

norma 1, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind $\Rightarrow\neq_{>}-\supset=\vee\subseteqq \mathrm{f}\ni\ovalbox{\tt\small REJECT}$

weight を保存するコンパクト化、および、 Stone-Cech コンパクト化の最後の定理

はともに空間 X が metacompact, strongly heredi tari $1\mathrm{y}$ normal, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ空

間であった。 この節では、何故この条件の元ではうまくいくのか、その概略を示す。

最初に、 strongly hered $\mathrm{i}$ tari ly normal の定義を述べる。

5 - 1 - ae $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ X: strongly heredi tari ly norma l

$\Leftrightarrow$ $\forall \mathrm{A},$
$\mathrm{B}$ : separated( $\mathrm{i}$ . $\mathrm{e}$ . Cl A $\cap$ $\mathrm{B}$ $=$ $\phi$ $=$ A $\cap$ Cl B) に対し

$\rfloor \mathrm{U},$
$\mathrm{V}$ :disjoint open in X

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . A $\subset \mathrm{U}$ , $\mathrm{B}$ $\subset$ V

$\mathrm{U}$ :union of apoint-f $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ te coll. of open $\mathrm{F}_{\sigma}$ in X

V:union of apoint-f $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ te coll. of open $\mathrm{F}_{\sigma}$ in X
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任意の正規空間 X に対し

G. (X) $=$ $\mathrm{U}$ { $\mathrm{U}$ : $\mathrm{U}$ is open and Ind $\mathrm{U}\leqq$
$\mathrm{n}$ } $(\forall \mathrm{n} < \omega)$

$\mathrm{S}(\mathrm{X})=$ X- $\mathrm{U}\{\mathrm{G}_{\mathrm{n}}(\mathrm{X}) : \mathrm{n} < \omega\}$

とおく。このとき、 X が $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ (あるいは、 より弱い条件 $\mathrm{X}$ :S-w. $\mathrm{i}$ . $\mathrm{d}$ . )なら

ば、次の 2つが成立することが、 $\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{r}e\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{o}[\mathrm{s}1_{1}$ によって示されている。

(1) S(X):compact

(2) $\forall \mathrm{F}$ :closed in X $\mathrm{w}\mathrm{i}$ th $\mathrm{F}$ $\cap \mathrm{S}(\mathrm{X})=\phi$

に対し、

$\mathrm{F}$ $\subset \mathrm{G}_{11}(\mathrm{X}\rangle$ for some $\mathrm{n}<\omega$

$\mathrm{F}$ を $\mathrm{S}(\mathrm{X})$ と交わらない閉集合とすれば、 (2) より、 $\mathrm{F}$ は Ind に関する次元が

$\mathrm{n}$ 次元以下の開集合で被覆されることになる。 さらに、 X が metacompact,

strongly heredatari ly normal ならば、 Ind に関する和定理が成立するので、

Ind $\mathrm{F}\leqq \mathrm{n}$ となる。すなわち、 $\mathrm{S}(\mathrm{X})$ と交わらない X の閉集合の Ind に関する

次元は有限であることがわかる。このとき、

$\mathrm{x}\in\beta$ X-X に対し trindX $\mathcal{B}\mathrm{X}<\omega$

となる。 また、 weight を保存するコンパクト化で剰余の各点の ind に関する次元が

有限となるものを構成すれば、それが求めるものになる。

6- $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}$ bert cube $\sim\Leftrightarrow t^{\backslash }K\overline{\mathrm{y}}\hat{\mathrm{L}}\doteqdot\not\in \mathrm{F}=\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{B}_{\grave{\lambda}}\underline{\lambda}$

$\neq\succ\infty$ $;\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\tilde{1}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{a}1\overline{1}$ ty $l$ニ $=(,$ $\backslash <$

この節では、次元を保つ埋め込みの residuality に関して考察する。

可分距離空間 X に対し

$\mathrm{C}(\mathrm{X}, 1")$ :X から 1 $\omega$ への連続写像全体

とおき (但し、 I $\omega$ は Hi lbert cube とする)
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$\forall \mathrm{f},$ $\mathrm{g}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ )

に対し

$\mathrm{d}(\mathrm{f}, \mathrm{g})=\sup$ { $\sigma(\mathrm{f}(\mathrm{x}),$ $\mathrm{g}(\mathrm{X}))$ : $\mathrm{x}\in$ X}

とおく。但し、 $\sigma$ は I $\omega$ の距離とする。以下、 $\mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $(\mathrm{o})$ は、上の距離をもつ距離空

間とする。

6. 1. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ Y:空間, A $\subset \mathrm{Y}$

に対し

$\mathrm{A}$ :residual in $\mathrm{Y}$ $\Leftrightarrow$ ] $\mathrm{G}$ :dense $\mathrm{G}_{\delta}$ -set $\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{G}\subset$ A

I $\omega$ はコンパクトなので、 $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) は完備距離空間となり、ベール空間である。 よっ

て、稠密な開集合の可算個の共通部分を含む部分集合は residual である。

この章では、次元関数 $\mathrm{d}$ に対し、 { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$( $\mathrm{X}$ , I”) : $\mathrm{d}\langle \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{h}(\mathrm{X}))--\mathrm{d}(\mathrm{X})$ } が

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}(\mathrm{X},$ .I $\omega\rangle$ であるか否かを考察する。任意の可分距離空間 X に対し

{ $.\mathrm{h}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) : $\mathrm{h}$ :embedding} が $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) であることはよ \langle 知られ

ているので { $\mathrm{h}\mathrm{F}_{-}\mathrm{C}$( $\mathrm{X}$ , I”) : $\mathrm{d}(\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{h}(\mathrm{X})\rangle=\mathrm{d}(\mathrm{X})$ } が $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) で

あることを示せば、 { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ ) : $\mathrm{d}$ (Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X}\rangle)=\mathrm{d}(\mathrm{X})$ and $\mathrm{h}$ is an

embedding} が residual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $”$ ) であることがわかる。

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ に関しては、次の定理が成立することはよく知られている。

6. 2. $\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}$ X:可分距離空間

$\subset\Rightarrow$ { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ ) : $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}$ Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ }:residual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”)

可分距離空間 X に対しては ind X $=$ Ind X $=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{X}$ なので、同様なことが、

$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}$, Ind に関しても成立する。 しかし、 trind, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ , trdim は–般には異なるの

で、 それぞれに対して考察しなければならない。 Luxemburg[Ll は、 $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ に関して、

像の閉包をとっても次元を保存する埋め込みが residual にあることを示した。すな

わち、次が成立する。

6. 3. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}[\mathrm{L}]$ X:可分距離空間
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$\subset\triangleright$ { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ ) : $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})=\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind X}:residual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”)

trind に関しては、任意のコンパクト化 $a\mathrm{X}$ に対して\sim trind $\alpha \mathrm{X}.>$ trind X

となる可分距離空間 X が存在するので、 この X に対しては次が成立する。

6. 4. $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{J}[\mathrm{L}]$ $]$ X:可分距離空間

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$( $\mathrm{X}$ , I”) : trind Cl $\mathrm{h}\langle \mathrm{X})=$ trind X} $=$ $\phi$

(よって、特に $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}$ dual in $\mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $\omega)$ ではない)

すなわち、一般には trind に関しては、埋め込みの residuali $\mathrm{t}\mathrm{y}$ は成立しない。

しかし、 Luxemburg $\lceil_{-}\mathrm{L}$ ] による次の定理より $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ可分距離空間に対しては、

residuali ty が成立する。

6. 5. $\mathfrak{X}\in-\ovalbox{\tt\small REJECT}\lceil_{-}\mathrm{L}\rfloor\neg$ X:可分距離空間, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ

$\subset\Rightarrow$ { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) : trind Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})$ – trind X}:residual in $\mathrm{C}\langle \mathrm{X}$ , I $\omega$ )

上の結果より $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつことは十分条件であることがわかるが、E. Pol [P] の結

果を合わせて考えるとこれは必要条件であることもわかる。 すなわち、次が成立する。

6. 6. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ X:可分距離空間

に対し

X: $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ

$\Leftrightarrow$ { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $tD\rangle$ : trind Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})=$ trind X}: $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ )

trdim に関しては著者 $\lceil_{-}\mathrm{K}2$ ] が以前から問題にしてきたが、一般の形で成立するこ

とがわかった。

6. 7- $\mathfrak{X}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\text{「}\mathrm{K}3$ ] X:可分距離空間
$\subset\triangleright$

. { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $\omega\rangle$ : trdim Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})$ – trdim X}: $\mathrm{r}e\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $\omega\rangle$
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定理 6. 3, 6. 5, 6. 7 より $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ可分距離空間に対しては、次が成り立つ。

6. 8. $\mathfrak{X}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ X:可分距離空間

$\subset>$ { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$( $\mathrm{X}$ , I“) : $\mathrm{h}$ は X から I” への埋め込み,

trind Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})$ – trind X,

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{X}$ ,

trdim Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})=$ trdim X}:residual in $\mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $(\mathrm{o}\rangle$

著者は以前、 $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind をもつ可分距離空間 X に対し trind, $\mathrm{t}\mathrm{r}$ Ind, trdim をすべ

て保存する距離化可能なコンパクト化の存在を示したが、定理 6. 8 を用いれば、 こ

れは明らかである。

6. 9. $\overline,=_{\overline{\mathrm{f}_{\backslash }^{arrow}}}$ X:可分距離空間に対し
$\mathrm{x}_{:\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ をもつ

$\subset\Rightarrow$ $\rfloor\alpha \mathrm{X}$ :距離化可能なコンパクト化

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ .
$\{$

trind $\alpha \mathrm{X}$ $=$ trind X,

tr Ind $\alpha \mathrm{X}$ $=$ tr Ind X,

trdim $\mathrm{a}$
$\mathrm{X}$ $=$ trdim X

(定理 6. 7 の証明の概略)

ここでは、 ( $\mathrm{h}\in \mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”) : trdim Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})\leqq$ trdim X} が $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}$ idual in

$\mathrm{C}(\mathrm{X}, 1(\mathrm{o})$ となることの概略を示す。

$\tau$ : $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ te coll. of $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}$ rs of disjoint closed sets in X

$\mathrm{f}\in$ C(X, i”)

に対し

$\mathrm{f}$ $( \tau )$ $=$ { $(\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{f}(\mathrm{A})$ , Cl $\mathrm{f}(\mathrm{B}))$ : $(\mathrm{A},$ $\mathrm{B})\in$ $\tau$ }

$\mathrm{U}(\tau)=$ Int { $\mathrm{g}\in \mathrm{C}(\mathrm{X}$ , I $\omega)$ : $g(\tau)$ is ineseential in Cl $\mathrm{g}(\mathrm{X})$ }

とおく。 このとき、

$\tau$ : inessential in X $\Rightarrow$ $\mathrm{U}(\tau)$ :open, dense in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I”)
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となる。

$\mathrm{B}$ :countable base for I $\omega$

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . V. $\mathrm{B}$ – $\mathrm{B}$

となるものをとり

$\mathrm{S}$ $=$ {Cl $\mathrm{B}$ : $\mathrm{B}$ $\in$ $\mathrm{B}$ }

とおき

{ $\tau$ : $\tau$ is a $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}$ te coll of pairs of disjoint sets from $\mathrm{S}$ }

$=\{\tau: : \mathrm{i} < \omega\}$

と並べる。次に

$\forall \mathrm{f}\in \mathrm{C}\langle \mathrm{X},$ $\mathrm{I}^{\omega})$ , $\forall \mathrm{n}$ $<$ $\omega$

に対し

$\mathrm{U}(\mathrm{f},$ $\mathrm{n}\rangle$ $=$ $\cap$ { $\mathrm{U}(\mathrm{f}^{-1}(\tau \mathrm{i}\rangle)$ : $\mathrm{i}\leqq \mathrm{n}$ and $\mathrm{f}^{-\rceil}(\tau i)$ is inessential in
.

$\mathrm{X}$ }

とおけば、

$\mathrm{U}(\mathrm{f}, \mathrm{n})$ :open, dense in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\mathrm{c}’$)
$\rangle$

となる。 これを用い帰納的に、次をみたす $\mathrm{G}_{\mathrm{n}},$ $\mathrm{f}_{\mathrm{U}}$ をとる。

\rfloor -G-. : $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}$ rwise disjoint open coll in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ )

$3\mathrm{f}_{\mathrm{U}}\in \mathrm{U}(\forall \mathrm{U}$ $\in$ $\mathrm{G}_{\mathrm{n}}\rangle$

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ .
$\{$

$\mathrm{U}$ G. :dense in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ )

mesh G. $<1/\mathrm{n}$

$\mathrm{G}_{\mathrm{n}\vdash 1}$ $<$ G.
$\cup$ { $\mathrm{V}\in \mathrm{G}_{\mathrm{n}\tau 1}$ : V $\subset \mathrm{U}$ } $\subset \mathrm{U}(\mathrm{f}_{\mathrm{U}}, \mathrm{n})$ $\langle$ $\forall \mathrm{U}\in$ G.)

ここで

$\mathrm{H}_{\mathrm{n}}=\cup \mathrm{G}_{\mathrm{n}}$

$\mathrm{H}=\cap\{\mathrm{H}_{\mathrm{n}}.:\mathrm{n}<\omega\}$

とおけば、明らかに

$\mathrm{H}:\mathrm{r}e\mathrm{s}$ idual in $\mathrm{C}$ ( $\mathrm{X}$ , I $\omega$ )

となる。 また (多少計算することで)

$\forall \mathrm{f}\in$ $\mathrm{H}$ $arrow$ trdim Cl $\mathrm{f}(\mathrm{X})\leqq$ trdim X

となることも示すことができ、 { $\mathrm{h}\in \mathrm{C}(\mathrm{X},$ $1”)$ : trdim Cl $\mathrm{h}(\mathrm{X})\leqq$ trdim X} が

residual in $\mathrm{C}(\mathrm{X},$ $1^{\omega}\rangle$ であることがわかる。
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