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1 序

$\rho(^{\mathit{1}}\wedge]_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}I)\subset M\text{を}$ finitc indcx $\text{、}$ finitc depth な III 型 factor の包含関係とする。次のよう
な集合\Deltaを考える。

$\triangle:=$ { $\rho_{\dot{7}}|$ 既約、$(^{)}i\prec\rho\overline{\gamma)}",$ $\prime\prime\in \mathrm{N}$ }.
すると $\oplus,\cdot[\rho i\otimes i^{0}\rho i\mathrm{o}j^{-1}]\in \mathrm{s}_{\mathrm{t}^{\backslash }(i}\mathrm{t}(\wedge‘]_{-[}\otimes.- 1I^{\mathrm{o}_{\mathrm{P}\mathrm{P}}})$ であるが Longo と Rchrcll は\oplus i [ $\rho_{i}\otimes i^{0\rho}\dot{l}^{\circ i^{-}]}\iota$ が

canonical endomorphism となるような $-:\mathrm{t}I\otimes’\wedge\cdot \mathrm{t}I\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{p}$ の subfactor Nが存在する事を canonical
endomorphism の特徴付けを使って示し、 この新しい subfactor と Ocncanu によって導入
された asymptotic inclusion(定義は [Ol, Section III]参照) との類似を指摘した。 しかしこ
れらが同型であるかどうかの証明は与えなかった。
ところで Asymptotic inclusion については、元の subfactor が AFD $\mathrm{I}\mathrm{I}_{\mathrm{t}}\mathrm{f}‘ \mathrm{a}$ ctor の場合に

は、 Ocneanu による bimodule の graphic な表現 ( $[\mathrm{O}2]$ を参照、 [EK] も見よ。 ) によって、
良く研究されている。よって上の話と asymptotic inclllsion を比べようとした時に、 III 型
でなく II 型でやらねばならない必要がある。
今回の話の目的は、セクターにおける canonical elldolnorphisrn の特徴付けを binlo$(1\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{l}(\backslash$

の理論に持ち込み、それを使って上記の Longo と Rehrell の構成法を bilnodule を使って
行い、構成された subfactor と asymptotic iliclusioll を比較する事である。

2 Canonical endomorphism に相当する物の特徴付け

この section では、 Longo の canonical $\mathrm{c}11$( $\iota_{011}1\mathrm{O}1^{\cdot}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{m}$ に相当する物を、 $\mathrm{b}\mathrm{i}_{111(}$)( $\iota\iota\iota 1\mathrm{t}!$ の中
で考え、 その特徴付けを与える。

$N\subset M$ を index 有限な $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ subfactor とする。

命題 2.1 $\wedge^{r}X_{M}$を丘 nite tyPe な N-M bhnodllle とする。次をみたすような coisometry
$T\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}1(_{N}X\otimes\iota I\wedge 1I.\backslash \cdot r\wedge’ f\backslash ^{\tau_{\wedge}^{\prime\backslash ^{\tau}}}\cdot’.\backslash ^{r})$ と $S\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}1(_{)\Gamma^{:\mathrm{t}\cdot I}}.-\otimes.\backslash \cdot r\mathrm{x}-\backslash I , .\cdot\backslash \cdot r^{\gamma I_{i\backslash f}}-)$ が存在すると仮定する。

$(’ T\otimes 1_{N}.\backslash ’)k\backslash f(1.x)f\otimes\backslash \cdot.S^{\mathrm{x}})=\lambda^{-\frac{1}{\underline{9}}}$, $(S \otimes 1.\cdot\Delta\prime_{N})\iota\prime^{1}\wedge\cdot(1.\cdot i\iota fN\otimes 1’\tau^{\star})=/\backslash -\frac{1}{\underline{9}}$ ,
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但し、 $\lambda>0$ である。 さらに $\dim(_{N}x)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}1(XN)$ を仮定する。 このとき NXM $\cong\wedge\backslash ^{r_{\wedge}}\cdot\backslash -[\mathrm{w}\wedge$

が成り立つ。 .

上の命題を使うと次の事がわかる。 これが [L, 定理 5.2]における callonical endomorphism
の特徴付けに相当する物である。

定理 22N-N bimodllle $.\backslash ^{\tau}X_{\mathrm{i}}\backslash ^{\tau}\cdot$に対して次のような coisonietry $T\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\wedge\backslash \cdot-\mathrm{x}-:\backslash ’,.\backslash \wedge\cdot,\backslash r)r\wedge\backslash ^{\mathrm{Y}}$: と
$\mathrm{S}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(_{\text{え}\mathrm{X}.\mathrm{x}}\otimes-\backslash ^{\tau}-,l\backslash ^{r}\cdot, -:\backslash ^{\tau}x_{\mathrm{i}}\backslash ^{\tau})$ があると仮定する。

$S(T^{\mathrm{x}}\otimes 1_{\nwarrow\cdot.\mathrm{Y}_{\mathrm{k}}}.\cdot.\cdot)=S(1_{\backslash }.\cdot.\cdot\backslash _{\mathrm{k}}’.\cdot\otimes T^{\mathrm{x}})=\lambda^{-\frac{1}{9\sim}}$ $\lambda>0$ ,

$S(S\otimes 1_{\rangle}.\cdot\cdot x_{\mathrm{k}}.\cdot)=^{s}(1_{\nwarrow^{\backslash }}.\cdot.’\otimes SN)$ ,

$S^{\mathrm{x}}S=(S\otimes 1_{4}.\prime \mathrm{k}arrow\backslash .\backslash \cdot)(1_{\backslash :.\backslash }.’.\cdot\backslash \cdot\otimes S^{\mathrm{x}})$ ,

さらに
$\dim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\wedge\backslash ^{r}x_{\wedge}.\mathrm{b}^{\mathcal{T}}, \mathrm{z}\backslash ^{\gamma}-:\backslash \mathrm{V}.\backslash \wedge)7=1\text{、}$ $\dim(\wedge\backslash ^{\tau}X)=\dim(\mathrm{x}_{\backslash \wedge}7)$

も成り立つとする。
このとき $N$ を含む $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ factor $M$ で $[_{arrow \mathrm{t}I}- : \wedge:\backslash :^{\mathrm{y}}]=/\backslash$ となり

$\mathrm{i}\backslash ^{T}\mathrm{x}_{\mathrm{g}}\backslash ^{7}\cdot\backslash ^{r}\mathrm{r}\cong.],I_{\mathrm{i}}\backslash r$

となるものが存在する。

(証明の概略) $\mathrm{i}\cdot I_{1}:=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(.\backslash ^{\mathcal{T}}x)^{\mathrm{O}}\mathrm{P}\mathrm{p}$ とおき、

$E.(x)$ $:=S(1_{\backslash }.\cdot x.4^{\cdot}\otimes..r\cdot)S^{\mathrm{x}}$ $x\cdot\in 1\cdot I_{1}$

と $E$を定義し -.-iI $:=E(\wedge \mathrm{t}I_{1})$ とすると、 $S$ の条件から $E$ が $\mathrm{i}I_{\mathrm{t}}$ から Mへの conditional
expectation になり、 $-\backslash \mathrm{I}$ が von Neumann algebra になる事がわかる。 この $M$ と $N$につい

て命題 2.1の条件が成立する事がわかり、定理の結論が導かれる。 口

(注意) 上の定理において、Mの作り方は Sの取り方に依存する。一般には定理中の条件
を満たすような Sは–意には取れない。実際 $\wedge\backslash \subset\wedge \mathrm{t}I\not\cong\wedge\backslash ^{\tau}\subset.M\text{かつ_{、}}$

$\tau \mathrm{J}I_{\wedge}\backslash ^{\Gamma}\cong.\backslash ^{r_{\wedge}}\mathrm{t}\tilde{\cdot}I\backslash ^{\tau}\wedge$となる

ような subfactor が存在する。 ( $[\mathrm{I}\mathrm{I}\backslash arrow]$ の section 5の remark を参照せよ。 )

3 Asymptotic inclusion との比較

$N\subset M$ を丘 nite $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{x}_{\text{、}}$ finite depth な $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ subfactor とする。 $\triangle$ という集合を次のよ
うに定義する。

$\Delta:=\{.\backslash \cdot fZj.\mathrm{t}J$ ,既約 $|_{\wedge}$)
$\mathrm{r}^{Z_{i}}.\backslash f\prec.\frac{\wedge\backslash \cdot Iarrow 1I\otimes.\backslash ^{r}- 1I\otimes\iota\sim I\cdots\otimes-\backslash ^{r_{\wedge}}1I_{)\wedge-}I}{\underline{)}_{n}}.’\exists_{n\in \mathrm{N}\}}$

.
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すると $\triangle$ は共役とテンソル積分解でとじている事がわかる。そこで蓋 $:=\wedge‘ 1I\otimes\wedge(\mathrm{t}\cdot\prime I^{\mathrm{o}}\mathrm{p}\mathrm{p}$ に

たいして A-A $\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{\mathrm{l}1}1\mathrm{e}$ を

$\dot{f}\iotaarrow \mathrm{Y}_{A}’:=\bigoplus_{7}$.
$A(Z_{\mathrm{i}}\otimes \mathrm{c}Z^{\mathrm{O}}i)_{A}$

と定義する。 ここで $Z_{j}^{\mathrm{o}}$には $Z_{j}$から定まる自然な $\wedge^{-1I-}\mathrm{c}$
) $\mathrm{f}$) $\iota$)

$M^{\mathrm{e})}\mathrm{p}\mathrm{P}$ bimodule の構造が入って
いる。

すると [ $\mathrm{L}\mathrm{R}$ , 命題 4.10]の証明と同様の論法で次が定理 22を使って示される。

定理 31 $B\supset$ 且で $ABA\cong A-\cdot \mathrm{Y}_{A}$ となるものが存在する。 さらに $[B : A]= \sum_{i}cl(.\cdot \mathrm{Y}IZ_{iI})-\uparrow$

である。

次の命題より、 $A\subset B$ の principal $\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}$ もわかる。

命題 32 $ABjB:=_{A}(Z\cdot\otimes_{A}B)_{B}|$ とおく。すると

(1) AB?Bは既約,

(2) $A(Z_{\dot{7}} \otimes \mathrm{C}Z_{j}\mathrm{O})\otimes_{J}\iota B_{k}B\cong\bigoplus_{k}$.
$\wedge’ i_{\overline{J}^{f}}.1B_{k}:\backslash ^{k}l^{*}B$ ,

(3) $AB_{k^{\otimes_{B}}}B_{f\iota} \cong.\bigoplus_{i.j}\wedge’\backslash _{i}.\cdot k.\cdot(\overline{J}^{A})_{\mathit{1}}Z_{j^{\otimes}}\mathrm{c}Z_{j}^{\mathrm{o}}\iota$

が成立する。 ここで $\wedge\cdot’\backslash _{i.j}^{\tau}k=\dim \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}$) $(Mzi\otimes_{M}z_{js}\iota I, .)JZ_{k}.1I)$ である。すなわち既約分解に現

れてくるMZk。Iの個数である。 また jは,IZ-j。の添数である。

この命題によって、 principal graph は fusion graph ( $\text{定義は}.$[ $\mathrm{o}1$ , Section III.1] を参照
せよ。 ) の $(_{\wedge}\iota\tau^{\mathrm{t}’}\wedge^{-}\cdot,I_{\mathit{1}}1.f, .\cdot\backslash JI-.\mathrm{t}I.\backslash I)$ を含む連結成分である事がわかる。

以下もとの subfactor $\dot{\mathrm{A}}‘\backslash "\subset\wedge:’ 1I$ は AFD である事を仮定する。すると、 上の filsion rule
は asymptotic inclusion からくる bimodule の fusion rule と同じで、従って上のグラフは
asymptotic inclusion の principal graph と–致する。
次に上で構成した subfactor と、 asymptotic inclusion が同型かどうかが問題となる。

定理 3.1では、具体的に定理 22の条件を満たす intertwiner を構成したのだが、それが
asymptotic inclusion から来る物と同じかどうかが問題である。そこで asymptofic inclusion
からくる $S\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{u}(A.\cdot \mathrm{t}I_{\infty}\otimes,\prime 1-.\mathrm{t},I\infty A, A^{:}\wedge 1I\infty f\iota)$ を Ocneanu の bimodllle の graphic expression
を使って書き、 bimodllle にはいる内積に注意すれば、 これが [LR]において与えられた物
と同じである事が分かる。よって次の結果を得る。

定理 33 $\dot{-}\backslash ^{:}\subset M$を AFD $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ subfactor で finite ine1 $(^{\backslash }\prime \mathrm{X}_{\text{、}}$ finite depth であるとする。 $A\subset B$

を定理 3.1で構成した物とする。すると

$A\subset B\cong’ \mathrm{t}\wedge I\vee(_{\wedge}1\cdot I’\cap \mathrm{J}I_{\infty})\subset\wedge \mathrm{t}I_{\infty}$

である。
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