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状態のフラクタル次元とは、Mandelbrot のフラクタル幾何学 [1] と Kolmogorov の確

率変数の $\epsilon-$エントロピー [2]の概念をベースとして、 Ohyaにより、 一般の量子力学

系 ( $C^{*}-$力学系) の状態に対し導入された概念 [3, 4, 51である。

ここでは、 Ohyaによる状態のフラクタル次元定式化のモチベ $-$ ション、 及びその

数理概念の意味 [6] を、 簡単に振り返っておこう。

Mandelbrotが提案したフラクタル幾何学は、 自然が示す形態の複雑さ (例えば、

海岸線の地形や河川の形態、 銀河系の分布など) の定量的な解析手法として非整数

値をとる次元に新しい視点を授けたものであり、彼はその総称としてフラクタル次
元 (フラクタル幾何学) という名前を考案した [11。フラクタルとは、 -部、半端、

断面といったことを意味する Mandelbrotの造語である。 この彼の着眼により、応用

などあり得ない抽象的な概念としかみなされなかった Hausdorff次元などの非整数値

をとり得る次元は、 自然のもつ複雑さを表わす量だと解釈されるようになり、 その

適用範囲が大きく広がったのである。 しかるに、彼のこのアイデアは、 「自然は尺

度のスケール変換に対してその観測量との間にべき旧記 (あるいは逆べき則) を有

する」 という彼の長年のフィ一ルドワークから得られた経験則に基ずくものであり、
実際、 自然現象から社会現象に至るまで、 非常に多くの系でそうしたべき乗則は現

われる。 このことから、 このフラクタルという概念もまた自然現象の総合的な理解

に向けて、新しい有用なツールとなり得る可能性を秘めていると考えられている。
ただし、Mandelbrot のフラクタル次元は幾何学図形を介してのみ議論できるもので

あり、 また、 その値を厳密に求めることができるのは、 その幾何学図形が自己相似

性を有するものに限られる。 それ故、 フラクタル次元を用いて現象を解析しようと

すると、 その対象とする系を理想化し自己相似な図形を準備するということが必要
になる。 自己相似図形は非常に複雑な様相を呈するが、 これは基本パターンの繰返

しというあくまで規則性を前提とした上での複雑さであることを考慮すると、 フラ

クタル的な現象とその複雑さをそのまま数理的に取り扱うことはフラクタル次元を
用いても可能であるとは言えない。
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では、 この汎用性の高いと考えられるフラクタルという概念をどうすればより広

範な科学の分野に適用していくことが出来るだろうか。 このような着眼はごく自然

な発想であり、 また重要なモチベーションであるともいえる。すなわち、 このフラ

クタルという概念をいったん幾何学図形から切り離し、適切な仕方でより -般的、

かつ厳密に特徴付けることができれば、 そこからフラクタル的な現象の新たな数理

的側面が見えてくる可能性が考えられるのである。そうした試みの一つに、Ohyaに

よる状態のフラクタル次元の定式化が挙げられる $[3, 4, -5]$。これは相空間上の測度や

密度作用素で表現されるような状態を特殊な場合として含む十分に–般的なもので

あり、 それ故、 通常の古典系や量子系の状態に対して、状態のフラクタル次元によ

る解析が可能になるのである [5, 7, 8, 9, 10, 11, 12]。

実際には、状態のフラクタル次元は、 幾何学図形のフラクタル次元の一つである

容量次元に着目することによって、その拡張という形で与えられる。 この容量次元

は、 $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}_{\text{、}}$ Tihomirovによって導入された距離空間上の $\epsilon-$エントロピー [13] を

用いて定義されると解釈することができるが、Ohyaは、 この距離空間上の \epsilon -エント

ロピーの代わりに、 やはり Kolmogorovによって定式化された確率変数の \epsilon -エントロ

ピーを、 $\mathrm{C}^{*}$ -力学系上にその相互エントロピーを用いて拡張することにより $[3]_{\text{、}}$ 状

態のフラクタル次元を導入した [4, 51。

ところで、 一般に、 $\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{k}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\text{、}$ Yaglomによって、二つの確率変数 $f_{\text{、}}$ $g$間に共有さ

れる情報量 (i.e.,相互エントロピ– $I(f_{\mathit{8}},)$ ) は、 その合成測度の Radon-Nikodym微

分を用いて定式化されている [14]。このとき、確率変数 Jのエントロピー $S(f\cdot)$ は、

$S(J^{\cdot})=I(f,f)$ と与えられるが、 この場合、 ほとんどのケースにおいて、 $S(f)=\infty$

であり、 よってエントロピーそのものは、 このままでは解析することができない。

そこで、 Kolmogorovは、 $\text{エントロピ}-S(f\cdot)$の有限な評価値を与える指標として、確

率変数に対し $\epsilon$ -エントロピーの概念を導入したのであった [2]。

さて、 通常、 古典系の通信理論では、 実際に我々が観測する信号というものは符

号化され定量的に扱われるので、その抽象として、 メッセージ空間 (例えば、 アル

ファベットの集合等) から実数上に値を取る確率変数をベースに議論される。 よっ

て、 上述の確率変数の相互エントロピー $I(f,g)$ は、 通信理論においても重要な役割

を演じることになる。 しかし、 一般に、入力系や出力系が持つ情報量というものは、

量子力学の立場から見れば、それはあくまで状態 $\rho$に対して直接考えられる量であ

り、 すなわち、古典系であればその状態は測度 $\mu$ に対応する。Ohyaの状態の $\epsilon-$エン

トロピー及びフラクタル次元は、Kolmogorovの $\epsilon$ -エントロピーを –般の量子力学系

に拡張することで、 直接状態に定義される情報量として与えられている。
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状態の $\epsilon-$エントロピーは、 その定式化 (\S 3参照) からもわかるように、状態 $\rho$

が持つエントロピーの距離 $\mathcal{E}$ 近傍への伝達程度を表わす指標とみなすことができ、

エントロピーが状態 $p$の複雑さそのものを表わすと考えれば、状態の \epsilon -エントロピー

は、 エントロピーとは異る視点から、: 状態 $\rho$が持つ複雑さを表現するものである。

すなわち、状態のフラクタル次元とは、エントロピ-の距離 $\mathcal{E}$ に対する伝達程度と

いう視点から、 状態の持つフラクタル的な側面を測ろうとする指標と考えることが

出来るのである。

さて、 Ohyaの状態の $\mathcal{E}$ -エントロピーを、逆に、 その特別な場合として連続な確率

空無上に限定すると、前述したように、 Ohyaの $\mathcal{E}$ -エントロピーは、直接、測度 $\mu$ に

対して与えられ、そのことから、 Kolmogorovの \epsilon -エントロピーとその定式化におい

ていくつかの違いを生じる。 そこで、 この二つの \epsilon -エントロピ一の厳密な比較を、

1次元の Gauss測度に対して行った結果 $[9, 10]$を中心に紹介するのが本論文の内容で

ある。確率変数を介する議論と直接測度を用いて行う議論との問に本質的な違いが
なければ、 二つの $\epsilon$ -エントロピ–の間にも大きな違いは生じないと思われる。 しか

し、 我々は確率変数をベースに考える場合と、見方を変えて測度をベースに論じる

場合には、 $\epsilon-$エントロピーの情報量としての評価にフラクタルという概念を介して

異る結果が生じることを示した。 また、 最後に、確率測度 (分布) のフラクタル次

元を用いた解析に関して、 その適用例をいくつか簡単に紹介する $[7, 11 ]$。

\S 1 幾何学図形のフラクタル次元

フラクタル次元が厳密に定義かつ計算できるのは、 その図形が、 ある基本図形

(基本パターン) の繰り返しによって構成されている図形 (i.e., 自己相似な図形)

の場合である [1, 15, 16, 17]。その典型的な例として次の二つの図形を説明する。

(例 1) コッホ曲線 :

$\}arrow$

$1^{\mathrm{Q}}$ $2^{\mathrm{o}}$

$n^{\mathrm{o}}$

$narrow\infty$の極限で作られる曲線を想像すると、それは至るところ微分不可能で、そ

の–部は全体と相似になっていることがわかる。
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(例 2: シルピンスキーのギャスケット)

$1^{\Phi}$ $2^{\mathrm{o}}$ 3 $n^{\mathrm{Q}}$

これは、正三角形から 1
$\mathrm{O}$

の様に斜線の部分を繰り抜いて作られた基本図形を繰り

返し作っていくことによってできる複雑な図形である。

それでは、 このような図形はどのように特徴付けられるのであろうか。また、 コッ

ホ曲線と直線の違いをどのように定量的に示せるのだろうか。 これらの問いに対し
て、 フラクタル次元が有効な指標となる。

(1) 尺度次元 (Scaling dimension) .
いま、 ある基本図形より作られた対象 (自己相似な図形) が非常に粗い尺度 (こ

れを” 1” $k$
. する) $\text{で見たとき、}$ その基本図形の個数を $N(1)$ とし、 尺度 $r$で見たとき

のそれを $N(r)$ とする。 このとき、

$d_{S} \equiv\log\frac{N(r)}{N(1)}/\log\frac{1}{r}$ (1. 1)

を尺度次元という。

これを定めた” 心” は、 雲や山の形、 あるいは海岸線や樹木において、 次の関係

式が成立することによる。

$N(r)=r^{-d_{S}}N(1)$ (1.2)

コンピュータシュミレーションにより得られるフラクタル図形の中には、 自然の

形態を非常に良く模倣するものがあるが、 自然が関係式 (1. 2) に準じるからこそ、

そうした図形が自然を近似するということができよう。

では、 実際に上に挙げたフラクタル図形の尺度次元を求めてみよう。 コッホ曲線

の尺度次元は、

$\}$ $arrow$

$r=1$ $r=1/\cdot s$

$N\langle_{r})=1$ $N(_{r})=4$
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であるから、

$d_{S}= \log\frac{4}{1}/\log(1/\frac{1}{3})=\log 4/\log 3$

となる。直線の尺度次元 $d_{S}$は 1であるから、 $d_{S}$ を用いれば、 コッホ曲線と直線の区

別が訂能である。

次に、 正方形、 シルピンスキーのギャスケット、 それぞれの尺度次元は、次のよ

うに求まる。

$arrow$

$r=1$ $r^{=}1/2$
$r=1$ $r^{=(1}/2)$

$N(_{r}\rangle=1$ $N(_{t})=4$
. $N(_{r}\rangle=\iota$ $N(_{r})=3$

正方形の尺度次元 ; $d_{S}= \log\frac{4}{1}/\log(1/\frac{1}{2})=2$

シ)レピンスキーのギャスケット ; $d_{S}= \log\frac{3}{1}/\log(1/\frac{1}{2})=\log 3/\log 2$

(2) 容量次元 (Capacity dimension)

ある集合 $X(\subset R^{d})$ を直径 $\mathcal{E}$の凸集合 (立方体、球など) で被覆するのに必要な

その凸体の最小個数を $N(\epsilon)$ とする。 このとき、

$d_{C} \equiv\lim_{\mathcal{E}arrow()}\frac{\log N(\epsilon)}{\log 1/\epsilon}$ (1.3)

を容量次元という。

ここで、 式 ( 1. 3)の分子 $\log N(\epsilon)$は、 実は、 距離空間上の $\epsilon-$エントロピー [13] と

見なすことのできるものである。すなわち、容量次元は情報量によって定まる次元

である。 この容量次元を用いて、 コッホ曲線のフラクタル次元を求めてみる。

コッホ曲線を直径 $(1/3)^{n}$の円で覆うことを考える。直径 $\epsilon=1/3$の円で覆うとき、

必要な円の個数は $N(\epsilon)=4$ で、 直径 $\epsilon=(1/3)\underline’$ の円で覆うとき、必要な円の個数は

$N(\epsilon)=4^{2}$ となるので –般に、直径 $\epsilon=(1/3)^{n}$ の円で覆うとき、 必要な円の個数は

$N(\epsilon)=4^{n}$ となる。故に、
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$=. \lim_{\infty narrow}\frac{\log 4^{n}}{\log 3^{n}},=..\frac{\log 4}{\log 3}$

.
シルピンスキーのギャスケットについても同様に計算することができ、 その容量

次元は、 $d_{c}=\log 3/\log 2$である。

このように、 Kolmogorovが導入した情報量としての距離空間上の $\epsilon-$エントロピー

は、 上の例から、図形の持つ複雑さを表す指標としても有用であることが分かる。
確かに、歴史的に見れば、 Kolmogorov は何も非整数値をとり得る容量次元を定式化
しようと \epsilon -エントロピーを導入したわけではないが、 これは、 エントロピーが系の

$\mathrm{d}$

持つ複雑さ記述しうる汎用性の高い概念だということの、 まさにその端的な–例で

あるといえるだろう。 また、 逆に、 フラクタルという概念が、事象の持つ複雑さを

ある側面から確かに表現できるものであるのならば、何らかの仕方で、 エントロピー
という概念と関係してくるのは、それはある意味では当然と言えるのかも知れない。
さて、 序論でも述べたように、 Kolmogorovは連続的な確率変数に対する情報量と

いう視点から、 この $\epsilon$ -エントロピーという概念を、連続な確率空間上にも導入して
いる [21。まず、 次節で、 Kolmogorovの確率変数の $\epsilon-$エントロピーについて復習し、

確率変数の $\epsilon-$エントロピーを状態空間上に拡張することによって得られる、状態の
$\epsilon$ -エントロピーと状態のフラクタル次元 [3, 4, 5, 91について解説する。

\S 2 Ko Imogo rov の確率変数の \epsilon -エントロピー

確率空間 ($\Omega$,害,\mu ) 上で定式化される Kolmogorov の確率変数の $\epsilon-$エントロピ一

は、 相互エントロピーを用いて表される。

いま、 確率空間 (\Omega ,言,\mu ) の $\Omega$上の確捧《変数 $J_{\text{、}}g$を各々ある可則空間 $(x,S_{X})_{\text{、}}$

$(\mathrm{Y},$ $S_{\mathrm{Y}})$ に値を取る確率変数とし、 $\mu_{f^{\text{、}}}$ 馬を $f_{\text{、}}g$から導かれる確率分布、 $\mu_{f\cdot g}$ を

$f$ と $g$の結合確率分布、 $\mu_{f}\otimes\mu_{g}$ を $f$ と $g$の直積分布とする。 このとき、 $\mu_{f\cdot g}<<$

$\mu_{f}\otimes\mu_{g}$ (i.e., $\mu_{f\cdot g}$ は $\mu_{f}\otimes\mu_{g}$ に関して絶体連続) であるから、 $\mu_{f}\otimes\mu_{g}$ に関する

$\mu_{f\cdot\iota}$,の Radon-Nikodym微分 : $\frac{d\mu_{fg}}{d\mu_{f}\otimes\mu_{g}}$が–意に存在して、 $\text{確率変数}\overline{f}$ と $g$ の相互

ントロピー $I(f,g)$ は、
. $\cdot$ :..

$I(f,g)= \int_{x}\int\gamma\frac{d\mu_{f\cdot g}}{/l_{ii}\cap\cross’\prime}\log\frac{d\mu_{f\cdot g}}{Jli’\cap\vee l\prime}d\mu_{fg}$ (2. 1)
$\iotaarrow.\sim\prime\prime$

$r\chi JYd\mu_{f}\otimes\mu g$ $\cup d\mu_{f}\otimes\mu_{g}$
$ljg$

と表される [14]。

古典連続系の確率変数 $f$のエントロピー $S(f)$ は、 この相互エントロピーを用いて

次式で表される。

$S(f)=I(f,f.)$ (2.2)
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このとき、 $S(J^{\cdot})$ は、 J が連続な密度関数を持てば、 ほとんどの場合、 発散する。そ
こで、 $f$の持つ情報量の–つの指標として、Kolmogorovは確率変数 $f$の \epsilon -エントロ

ピ $-S_{\mathrm{K}01\mathrm{m}\mathrm{o}}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}(J^{\cdot};\epsilon)$ (以下、 $S_{\mathrm{K}}(f;\epsilon)$ と略) を次のように与えた $[2]_{0}$

[定義 2-1-11 確率変数 $f$の $\epsilon-$エントロピ一 $S_{\mathrm{K}}(f;\mathcal{E})$ ;
$S_{\mathrm{K}}(f; \mathcal{E})\equiv\inf\{I(f,g);g\in M_{d}(f\cdot,\mathcal{E})\}$ (2.3)

ただし、
.,

$M_{d}(J^{\cdot},\epsilon)=\{g\in M(\gamma\Omega);\sqrt{\int d(f,g)^{2}d\mu_{J}g}\leq\epsilon \mathrm{I}$

ここで、 $M_{Y}(\Omega)$ は $\Omega$上で定義され、可則空間 $(\mathrm{Y},$ $\mathfrak{F}_{Y})$ に値を取る確率変数の全体、

$d(f,g)$ は $f$ と $g$ の距離である。例えば、 $ll$次元確率変数 $f=(f_{\iota},\cdots,f,\iota)$
$\text{、}$

$g=(g_{\iota},\cdots,gn)$ に対して、

$d(f,g)=\sqrt{\frac{1}{n}\sum_{i^{--}1}|nf_{i}-g_{i}|^{2}}$

で与えられる。

\S 3 古典連続系の状態の \epsilon -エントロピーとフラクタル次元

前節の議論は、確率空間 (\Omega ,言,\mu ) を $-$つに固定し、確率変数を介すことによって、

二つの可測空間 (i.e., Lebesgue測度空間) 上での情報量の議論に帰着されていた。

Shannon により始まった Gauss 型通信路の研究を中心とする、 -実際の工学的な通信路

との対応を考えると、上述の設定は十分に有用な結果を与えるが、通信における数

理解析の手法としては、 より -般的な確率空間上でのチャネル (通信路) の議論も

また重要である。そこで、 ここでは、 一般的な確率空間上でのチャネルを用いた相

互エントロピーを復習し、 その表現を用いて状態の $\epsilon-$エントロピ一とフラクタル次

元を定式化する。ただし、状態の $\epsilon$ -エントロピー及びフラクタル次元は、本来であ

れば、 その最も -般的な定式化として $C^{*}-$力学系上に導入され、 その特別なケース

として、確率空間上のフラクタル次元は導かれるのであるが、本論文においては、

$C^{*}-$力学直上の議論はその必要性を感じないので、直接、確率空間上の定式化を行

うこととする。 $C^{*}-$系に興味のある方は、文献 [5, 81を参照していただきたい。

可測空間 ( $\Omega$ ,言)1 $(\overline{\Omega},\overline{\mathfrak{F}})$ を各々入力空間、 出力空間とし、 $P(\Omega)_{\text{、}}$ $P(\overline{\Omega})$ を各々

($\Omega$,言)1 $(\overline{\Omega},\overline{\mathfrak{F}})$上の確率測民の全体とする。いま、 $P(\Omega)arrow P(\overline{\Omega})$への写像 $\Lambda^{*}$ を

$\Lambda^{*}(\mu(\bullet))\equiv\int_{\Omega}\lambda(x,\bullet)\mu(dx)$ (3. 1)

と定める。 ここで、 $\lambda$ は $\Omega\cross\overline{S}arrow[0,1]$の写像で次の条件を満たすものとする。

(1) 各 $x\in\Omega$に対して、 $\lambda(x,\bullet)\in P(\overline{\Omega})$
。
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(2) 各 $Q\in\overline{\mathfrak{F}}$ に対して、 $\lambda(\bullet,Q)$ は言 -可測関数。

このとき、式 (3. 1)で与えられる写像 $\Lambda^{*}$ はチャネルと呼ばれ、古典的な通信理論にお

ける通信路の最も –般的な数理表現を与えるものである。
このチャネル $\Lambda^{*}$ によって、入力状態 $\mu$ (i.e., 測度) が出力状態 $\Lambda^{*}\mu$ に変換された

とき、 各々の状態の相関を表す合成状態 (i.e.,結合確率測度) .
$\Phi(\bullet,\bullet)$ は、 チャネル

$\Lambda^{*}$ を用いて、次のように表すことができる。

$\Phi(\bullet,\bullet)=\int.\lambda(X^{\bullet},)\mu(dX)$ (3.2)

$\text{また_{、}}$ その直積測度 $\Phi_{0}$ ( $\bullet$ , $\bullet$ ) は、
$\Phi_{()}(\bullet,\bullet)=\mu(\bullet)\otimes\Lambda*\mu(\bullet)$ (3.3)

である。 このとき、入力状態 $\mu$のチャネル $\Lambda^{*}$ に関する相互情報量 $I(\mu;\Lambda^{*})$は、

$I(\mu;\Lambda^{*})=S(\Phi|\Phi_{()})$

..
(3.4)

ただし、

$s( \Phi|\Phi)0=\int\Omega \mathrm{X}\overline{\Omega}\frac{d\Phi}{d\Phi_{0}}\log^{\frac{d\Phi}{d\Phi_{()}}d\Phi}$

ここで、
$\overline{d^{-}\Phi_{0}^{-}}$

は Radon-Nikodym 微分 $(\cdot.\cdot\Phi<<\Phi_{0})$ である。.

上で与えた、 チャネル $\Lambda^{*}$ とその相互エントロピー $I(\mu;\Lambda^{*})$ を用いて、 我々は状態

$\mu$ の $\epsilon$ -エントロピー $S_{\mathrm{O}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{a}}$. $(\mu;\epsilon)$ (以下、 $S_{\mathrm{o}}$ ( $\mu;\mathcal{E}\mathrm{I}$ と略) を次のように定式化するこ

とができる [3, 91。

いま、 $C$ をチャネル $\Lambda^{*}$ : $P(\Omega)arrow P(\overline{\Omega})$の全体とする。

[定義 3-1] 状態 $\mu$ の $\mathcal{E}$ -エントロピー $S_{\mathrm{O}}(\mu;\epsilon)$ ;
$s_{\mathrm{o}}( \mu;\epsilon)\equiv\inf\{\int(\mu;\Lambda*);\Lambda*\in \mathrm{c},||\mu-\Lambda*\mu||\leq_{\epsilon}\}$ (3. 5)

ただし、 $||\bullet||$は $P(\Omega)$上のあるノルムであり、

$J( \mu;\Lambda^{*})\equiv\sup\{I(\mu;\Gamma*);\Lambda*\mu=\Gamma^{*}\mu\}$ (3.6)

ここで、 $J(\mu;\Lambda^{*})$ は極大相互エントロピーと呼ばれる。 $J(\mu;\Lambda^{*})$が $\sup$ をとる理由

は、 チャネルを通して移すことのできる情報量は大きい方が好ましいからである

(例えば、通信理論における通信路の効率等) 。また、 直接チャネルを用いずに次

のように \epsilon -エントロピーを定式化することもできる。

$S$
。

$( \mu;\epsilon)\equiv\inf\{\int(\mu,\mu’);\mu’\in P(\overline{\Omega}),||\mu-\mu’||\leq \mathcal{E}\}$ (3.5 )

ただし、

$J( \mu,\mu’)\equiv\sup\{I(\mu,\mu’);\Phi_{\mu}.\mu’<<\mu\otimes\mu’\}$ (3.6’)

このとき、式 (35) と (3.5’)は–致する。実際、 $\mu’=\Lambda^{*}\mu$ なる $\Lambda^{*}$ が存在し、
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$\Lambda^{*}\mu=\Gamma^{*}\mu$ を満たす $\Gamma^{*}$ による合成測度の全体と $\Phi_{\mu\cdot\mu},$ $<<\mu\otimes\mu$ ’を満たす $\Phi_{\mu\cdot\mu}$ , の

集合は等しい。

Kolmogorov の \epsilon -エントロピーの定式化 (式 (23)) を見れば明らかなように、彼

の $\epsilon$ -エントロピーには、極大相互エントロピーの概念は登場しない。確率変数をベー

スにして考えた場合、確率変数 $f_{\text{、}}g$から導かれる確率測度 $\mu_{f^{\text{、}}}\mu_{g}$の合成測度 $\mu_{f\cdot g}$

は、

$\mu_{f\cdot g}(A\cross B)=\mu(J^{-1}(A)\cap g^{-}(\iota B))$ $(\forall A\in X, \forall B\in \mathrm{Y})$

と –意に定まり、それに対応してチャネルも $-$意に固定されてしまうので、確かに

こうした状況においては極大相互エントロピーを考える必要はなさそうである。 し

かし、 状態の持つ情報量の変化という立場から、状態を特徴付けようとするとき、

距離 $\mathcal{E}$ によって特定されたある状態に移すことのできるチャネルの同値類を考え、

その中での効率をも考慮するといった視点は、通信理論の観点からしても新しい見

方を提供する可能性が考えられるのである。 (Kolmogorov においては、 チャネルに

対する考察は希薄なように思われる。)

ここで、 我々は状態の $\mathcal{E}$ -エントロピーを用いて、状態のフラクタル次元を次のよ

うに与えることができる [4, 5, 91。

[定義 3-2] 容量次元 ;
$d_{C}^{\mathrm{O}}( \mu)=\lim_{)\epsilonarrow(}\frac{S_{\mathrm{O}}(\mu,\mathcal{E})}{\log 1/\epsilon}$

.
(3.7)

\S 4 Gauss確率空間上での Ko lmogorov \epsilon -エントロピーと

Ohya \epsilon -エントロピーの比較

この節では、 実可分な Hilbert空間上の Gauss測度に対して、 $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{K}$) $_{\text{、}}$ Ohya各々

の \epsilon -エントロピーを計算しその比較を行う。

$\mathcal{H}$ を実可分な Hilbert空間、 $\mathfrak{B}$ を $\mathcal{H}$上の $\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\sigma$ -集合体とし、 $\mu$ を $\mathfrak{B}$上の Borel確

率測度で、 $\int_{\mathcal{H}}||X||2d\mu(x)<\infty$ を満たすものとする。 いま、 $\mathcal{H}$の任意の元 $X_{1^{\text{、}}}$ $x_{2}$ に

対して、 $m_{\mu}\in \mathcal{H}\text{、}R_{\mu}\in B(\mathcal{H})$ (i.e., 有界線形作要素) が–意に存在して、

(1) : $\langle x_{\iota},m\rangle\mu=\int_{\mathcal{H}}\langle x_{1},y\rangle\mu(d\mathcal{Y})$

(2) $\langle x_{1},R_{\mu}X\rangle 2=\int_{\mathcal{H}}\langle X_{1},y-m_{\mu}\rangle\langle \mathcal{Y}^{-}mx2\mu’\rangle\mu(d\mathcal{Y})$

を満たす。 このとき、 $\mathcal{H}$上の Gauss測度 $\mu$ は次のように与えられる。

[定義 4-1]

$\mu$が $\mathcal{H}$上の Gauss測度であるとは、 $\mu$ は $\mathfrak{B}$上の Borel測度であり各 $x\in \mathcal{H}$ に対し
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て、 実数値 $m_{X}$ $\text{、}$

$\sigma_{X}(>0)$ が存在して、

$\mu\{y\in \mathcal{H};\langle y,X\rangle\leq_{a}\}=\int_{-}^{a}\infty\frac{1}{\sqrt{2\pi\sigma_{X}}}e^{\frac{-(t-m_{x})^{2}}{2\sigma_{X}}}dt$

このとき、 $\mu$の特性関数は、 ,

$\hat{\mu}(x)=\exp\{i\langle.X,m\rangle-\frac{1}{2}\langle x,R_{\mu}x\rangle\}\mu$

ここで、 $R_{\mu}\in T(\mathcal{H})_{+}$ (i.e., 正なトレースクラス作用素) 。

(4. 1)

以下、 平均 $m_{\text{、}}$ 共分散作用素 $R$の Gauss測度 $\mu$ を $\mu=[m, R]$ と書くことにする。

次に、 Gauss測度 $\mu$ を別の Gauss測度に移すようなGaussianチャネルについて解説

する $[18, 19, 20, 2\iota, 22]$
。

$(\mathcal{H}_{1},\mathfrak{B}_{1})\backslash (\mathcal{H}_{2},\mathfrak{B}_{2})$ を各々入力空間、 出力空間とし、 $P_{G}^{K}$ を $(\mathcal{H}_{k},\mathfrak{B}_{k})$ 上の

Gaus禰 IJ度の全体とする。 このとき、 Gaussianチャネル $\Lambda^{*}$は次のように定式化される。

[定義 4-2]

写像 $\Lambda^{*}:$ $P_{G}^{1}arrow P_{G}^{2}$ が、 入力状態 $\mu_{1}\in P_{\mathrm{G}}^{1}$ に対して、測度 $\mu_{()}=[0,R_{()}]\in P_{G}^{2}$ を用い

て次のように書けるとき、写像 $\Lambda^{*}$ を Gaussianチャネルと呼ぶ。

$\Lambda^{*}\mu_{\mathrm{t}}(Q)=\int_{\mathcal{H}}\lambda(X,Q)\mu_{\iota}1(dX)$ (4.2)

ただし、

$\lambda(x,Q)\equiv\mu \mathrm{o}(Q^{X)}$

$Q^{X}\equiv\{_{\mathcal{Y}^{\in \mathcal{H}_{2}}}, Ax+y\in Q\}$ $(X\in \mathcal{H}_{1^{\text{、}}}Q\in \mathfrak{B})$

ここで、 $A$ は $\mathcal{H}_{1}$ から $\mathcal{H}_{2}$への線形作用素。

Gaussianチャネル $\Lambda^{*}$ を特徴付ける測度 \mu 。はチャネル $\Lambda^{*}$ のノイズを表す。すなわ

ち、 Gaussianチャネル $\Lambda^{*}$ による状態変化は下の図のようなものである。

$\mu_{1}\in P_{\mathrm{e}^{\backslash }}^{1}$, $arrow$ チャネル $arrow$ $\Lambda^{*}\mu_{1}\in P_{\mathrm{G}}^{2}$

(入力状態) $\Lambda^{*}$ (出力状態)

$\Uparrow\mu_{0}$ ; ノイズ

このとき、入力状態 $\mu_{1}$ と出力状態 $\Lambda^{*}\mu_{1}$の合成状態 $\mu_{1\cdot 2}$は、

$\mu_{1\cdot 2}(Q_{1}\cross Q_{2})=\int_{Q_{1}}\lambda(x,Q_{2})\mu_{1}(dX)$ $(Q_{1}\in \mathfrak{B}_{\iota}\text{、}Q_{2}\in \mathfrak{B}_{2})$

と表せる。

以下、平均 $0$ の–次元 Gauss 測度に限って話を進める。
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$\mathcal{H}_{1}=\mathcal{H}_{2}=R$ とし、 入力状態 $\mu_{1}$ を $\mu_{1}=[0,\sigma_{\iota}^{2}]\in P^{1}0\backslash ,\text{、}$ チャネル $\Lambda^{*}$ のノイズを

$\mu_{0}=[0,\sigma_{0}^{2}]\in P_{G^{\text{、}}^{}2}$ その線形作用素を $A=\beta\in R$ とする。 このとき、 チャネル $\Lambda^{*}$ に

よる出力状態 $\Lambda^{*}\mu_{1^{\text{、}}}$ 及び相互エントロピー $I(\mu_{\iota^{;\Lambda^{*}}})$ は、 次のように求まる。

$\Lambda^{*}\mu_{1}=[0,\beta^{2}\sigma_{1}+22\sigma_{()}]$ (4. 3)

$I( \mu_{\iota^{;}}\Lambda*)=\frac{1}{2}$ 1Og $\frac{\beta\underline’\sigma_{1}^{2}+\sigma_{0}^{\sim}}{\sigma_{\mathrm{t})}^{2}}$

,
(4. 4)

一般に、相互エントロピーは、 入力状態 $\mu_{1}$の共分散作用素を $A_{1^{\text{、}}}$ 出力状態 $\Lambda^{*}\mu_{1}$ の

共分散作用素を $A_{2^{\text{、}}}$ 合或状態の共分散作用素を $A_{\iota_{-}}.$

’ とすると、

$I(\mu_{1};\Lambda*)=\log^{\frac{|A_{1}||A\prime|L^{)}}{|A_{1-}|}}$

,
と求まる [141ことが知られているが、式 (4. 4)においては、

$|A_{1}|=\sigma_{\iota^{\text{、}}}2|A_{2}|=\beta^{2}\sigma+1()^{\text{、}}2\sigma 2|A_{1\cdot 2}|=\sigma_{10}^{22}\sigma$

と計算できる。

以下、 Kolmogorov と Ohyaの $\epsilon$ -エントロピーの比較を行おう。 まず、 二人の \epsilon -エ

ントロピーの定式化に目を向けると、式 (2. 3) と式 (3. 5)を見れば、 その違いは次

の 2点であることが分かる。

(1) Kolmogorovの \epsilon -エントロピーは、 距離 $\epsilon$ を確率変数の距離として与えるのに

対し、 Ohyaの $\epsilon$ -エントロピーは、距離 $\mathcal{E}$ を測度の距離として与える。

(2) Ohyaの $\epsilon$ -エントロピーは、 $\Lambda^{*}\mu=\Gamma^{*}\mu$を満たすチャネル $\Lambda^{*}$ の同値類を考え、

その集合の $\sup$ を取った極大相互エントロピーという概念を介して定式化されて

いる。

まず、 Ohyaの $\epsilon-$エントロピーにおいても Kolmogorovと同様に、距離 $\epsilon$ を確率変数

間の距離として与えると、次の定理が成立する [101。

$<$定理 4. $1>$ 確率変数 $f$によって導かれる入力状態 $\mu_{f}$ を、 $\mu_{f}=[0,\sigma_{1}^{2}]$ と与え

る。 このとき、

$||\mu_{f^{-}}\mu g||=\sqrt{\int_{R\cross R}d(J,g)^{2}d\mu Js}$

とすると、

$s_{\mathrm{o}}(\mu;\epsilon)=S_{\mathrm{K}}(J^{\cdot};\epsilon)$

$=\{$

$\log\frac{1}{\epsilon}+\log\sigma_{\mathrm{l}}$ $(_{\mathcal{E}<\sigma_{1}})$

$0$ $(_{\mathcal{E}\geq\sigma_{1}})$

(4. 5)

$d_{C}^{\mathrm{o}}(\mu_{f})=d_{c}\mathrm{K}(\mathit{1}^{\cdot})=1$
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(略証) いま、 Gaussian $\text{チャネ^{})\mathrm{s}}..\Lambda^{*}$ (Aま二つ’確率変数問の条件付き確\sim \leq 密度関数
が、 ! .

/1 $\backslash$

’

1 $\underline{(y-\cdot\beta_{X)^{2}}}$

-. .
$p_{g1f}(_{\mathcal{Y}}|_{X})= \frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma_{\cap}}e^{\frac{\backslash \text{ノ}\Gamma^{-}\prime}{2\sigma_{0}^{2}}}$

.
$(X\in \mathcal{H}_{1^{\text{、}}}y\in \mathcal{H}_{2})$

と与えられた場合に対応しているが、 実際、 $\mu_{f\cdot g}$. はこの条件付き確率密度関数と入

力状態 $\mu_{f}$の密度関数の積を用 $\iota’\mathrm{a}$て表せる。 よ $D$ て、

$\sqrt{\int_{R\cross R}d(f,g)2d\mu Jg’}=\sqrt{(1-\beta)2+\sigma_{()1}^{2}\sigma 2}$

と計算することができ、 $\sqrt{\int_{R\cross R}d(f,g)^{2}d\mu fg}=\mathcal{E}$ を満たす確率変数 $g$ により導がれ

る測度 $\mu_{g^{\wedge \text{の}}変換を与えるチャネ_{ル}}\Lambda*$ は、 $\sqrt{(1-\beta)22+\sigma_{()1}\sigma 2}=\mathcal{E}$ を満たす。すな

わち、条件 $\sqrt{\int_{R\cross R}d(J,g)^{2}d\mu_{f\iota}},$ $=\mathcal{E}$ のもとで、 $\Lambda^{*}\mu_{f}=\Gamma^{*}\mu_{f}=\mu_{g}$ を満たすチャネ

ルは $\epsilon$の関数として–意に特定される。 よって、

$J(\mu_{f}$ ; $\Lambda^{*})=I(\mu_{f}$ ; $\Lambda^{*})$

が成立し、距離 $\epsilon$ を確率変数間の距離として与える限り、Ohyaの \epsilon -エントロピーと

Kolmogorovの\epsilon -エントロピーは--致する。式 (4..5) の計算は文献 [19, 231にょる。

(Q.E.D)

$<$定理 $4.1>$ は、 ri次元の Hilbert 空間 $R^{n}\text{上^{の}}$Gauss 測度に対しても成立し、 そのと

きのフラクタル次元は $n$ になる。すなわち、次の定理が成立する [9]。

$<$定理 4. $1’>$ 入力状態 $\mu_{f}=[0, R]$ は、 $n$次元確率変数 $f=(f_{1},\cdots,f_{n})$から導かれ

る測度であり、 そのチャネル $\Lambda^{*}$ による出力状態を、 $\Lambda^{*}\mu_{f}=\mu_{g}$ と $n$次元確率変数
$g=(g_{1},\cdots,g_{n})$による測度とする。 この時、 二つの状態 $\mu_{f}$ と $\mu_{g}$の距離が

$||\mu_{f}-\mu_{g}||=\sqrt{\int_{R^{n}\cross}R^{n}d(f,g)^{2}d\mu_{fs}}$,

$\cdot$

で与えられるとき、

(1) $S_{\mathrm{O}}(\mu_{f} ; \mathcal{E})=s_{\mathrm{K}}(f;\mathcal{E})$

$= \frac{1}{2}\sum_{i=1}n\log\max$

ここで、 $\lambda_{1},\cdots,\lambda_{n}$は共分散作用素 $R$の固有値であり、 $\theta^{2}$は等式 $\sum_{i=\iota}\min(\lambda i$ , $\theta^{2})$

$=\mathcal{E}^{2}$から –意に決る定数。

(2) $d_{c}\mathrm{o}(\mu_{f})=d^{\mathrm{K}}C(\mu_{f})=n$

この定理の詳しい証明は文献 [9]にゆずるとして、 ここでは $n$次元の Gauss測度の場

合、 そのチャネルによる合成状態はどのように与えられるか、 その確認のみしてお
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こう。 まず、 チャネルを表わす条件付き確率測度が、

$p_{g1f}(y|_{X})= \frac{1}{(2\pi)^{\frac{n}{2}}\sqrt{|R_{()}|}}\exp\{-\frac{1}{2}(y-Ax)R^{-}1(\mathrm{t})y-AX)^{\mathrm{f}}|$
$x,y\in R^{n}$

と与えられ、 それ故、 このときの入力と出力の合成状態 $\mu_{f\cdot g}$ は、 次のように求まる。

$r$ 1 $\mathrm{r}$ 1 $–1,\mathrm{i}$ .$-\backslash$ $-/-n\backslash$$-$
$\mu_{f\cdot g}(Q_{1}\cross Q2)=\int_{\gamma}O_{1}\cross \mathit{0}\frac{1}{(2\pi)^{n}\sqrt{|C|}}\exp dZ$ $Q_{1},$ $Q_{2}\in \mathcal{B}(R^{n})$ ,

ここで、 $z$ は $2n$次元の確率変数ベクトル (X, $y$ ) $=(x_{1},\cdots,x_{n} ,y_{1}, \cdots,y_{n})$であり、 $C$

は以下のように与えられる $\mu_{f\cdot g}$の共分散行列ある。..

$C=$
ここで、 $R_{\text{、}}$ $RA^{t}\text{、}$ $AR_{\text{、}}$ $ARA^{t}+R\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}0$ それぞれ ‘ $(R)_{ij}=E(f_{i}J_{j})\text{、}(RA^{t})ij=$

$E(f_{i}g_{j})\text{、}$ $(AR)_{ij}=E(g_{i}f_{j})\text{、}(ARA^{t}+\sqrt 0)ijE=(\mathit{8}_{i}g_{j})$ となる n $\cross$ n行列である。

$<$定理 4. $1>$同様、 上記のように与えられる合成測度 (i.e., チャネル) においても、

$\Lambda^{*}\mu_{f}=\Gamma*\mu_{f}$ (i.e., $||\Lambda^{*}\mu f-\Gamma^{*}\mu f|’|=0$ )を満たすものは–意に定まることが示さ

れ、 よって、 上の定理が成立するのである。

以上. Ohyaの $\epsilon-$エントロピーは、 Kolmogorovの $\epsilon-$エントロピーを特殊なケース

として含むということができる。二つの確率変数が与えられれば、その合成測度が

意に決る (i.e., チャネルが二意に決る) ということは、状態の \epsilon -エントロピーの

定式化のところでも解説したが、 ここではそれをチャネルによる合成測度という点

から確かめたことになる。 また、 $\epsilon$ -エントロピーの $\epsilonarrow 0$ におけるその漸近的な挙

動としてのフラクタル次元を求めると、 その値は 1 ( $n$次元の場合は $n$ ) であり、

Hilebert空間の次元に等しい。すなわち、状態のフラクタル次元は従来の意味での次

元を表わすことが分かる。ただし、 この場合はその次元は非整数値とはならず、

Gauss測度が、 もし、 その” 半端な (i.e., フラクタル的な) ” 側面を有しているとし

ても、 ここではそれを見ることはできない。 そこで、状態 (測度) の距離をその自

然な与え方として、全変動ノルムを用いて与えると次の定理が成立する $[9, 10]$。

$<$定理 4. $2>$ 入力状態 $\mu_{f}$ は、 $\mu_{f}=[0,\sigma_{1}^{2}]$ と与えられ、状態間の距離が全変動ノ

ルム $|\bullet|(\Omega)$ を用いて与えられるとする。 Le.,

$||\mu_{f}-\Lambda^{*}\mu f||=|\mu_{f}-\Lambda^{*}\mu f.|(\Omega)$

いま、任意の $\delta(0\leq\delta\leq\epsilon)$ に対して、 $||\mu_{f^{-\Lambda^{*}\mu}f}||=\delta^{\text{のとき_{、}}}$ チャネル $\Lambda^{*}$ は、

$\beta^{2}\leq\frac{\sigma_{\delta}^{2}-\delta}{2}$

$\sigma_{1}$

(ここで、 $\sigma_{\delta}^{2}t\mathrm{h}||\mu_{f}-\Lambda^{*}\mu_{f}||=\delta$のときの $\Lambda^{*}\mu_{f}$の分散。 )
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を満たすとすると、

$S_{\mathrm{O}}( \mu_{f};\epsilon)=\frac{1}{2}\log\frac{1}{\epsilon}+\log\sigma_{1^{-}}\log(1+\frac{\sqrt{2\pi}}{4}(\epsilon+O(\epsilon)))\geq S_{\mathrm{K}}(f;\mathcal{E})=0$

... .
(ただし、 $O(\epsilon)$ は ‘ ’

$\epsilonarrow 0$のとき $O(\epsilon)arrow 0_{\text{。}}$ )

$d_{C}^{\mathrm{O}}.( \mu_{f})=\frac{\mathrm{i}}{2}\geq d_{C}^{\mathrm{K}}(\mu_{f})=.0$

(略証) 距離 $\mathcal{E}$ を全変動ノルムで与えると、

$||.\mu_{f}-\Lambda^{*}\mu f||=|\mu_{f}-\Lambda^{*}\mu_{f}|(R)$

$=4!_{()}^{a}| \frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma_{1}}e\frac{x^{2}}{2\sigma_{1}^{2}}-\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sqrt{\beta^{22}\sigma_{1}+\sigma_{0}^{2}}}e\frac{x^{2}}{2(\beta^{2}\sigma_{1^{+\sigma_{0}^{2}}}^{2})}\mathrm{b}^{X}$

$(_{} \text{で、}a=j(\frac{1}{\sigma_{1}^{2}}-\frac{1}{\beta^{2}\sigma^{2}+\sigma^{2}\mathrm{l}()})^{1}-\log\frac{\beta^{2}\sigma_{1}^{2}+\sigma_{(}^{2})}{\sigma_{1}^{2}})$

となるから、 チャネル $\Lambda^{*}$ を $\Lambda^{*}(\beta,\sigma_{0}^{2})$ と $\beta_{\text{、}}\sigma_{()}^{2}$ に準じて表記すると、

$\{\Lambda^{*};||\mu_{f}-\Lambda*\mu_{f}||\leq \mathcal{E}\}=$

.

’

$\Lambda^{*}(\beta,\sigma_{()}^{2});4\int_{0}i\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma_{1}}e^{\frac{x^{2}}{2\sigma_{1}^{2}}}-\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sqrt{\beta^{2}\sigma_{1}^{2}+\sigma^{2}\mathrm{t})}}e\frac{x^{2}}{2(\beta^{2}\sigma_{10}^{2}+\sigma^{2})}\mathrm{b}^{x\leq\epsilon}$

と書くことができる。 ただし、 上式の $|\bullet|$の中の関数は、 エラー関数であり -般に積

分できないため、 このままではチャネル $\Lambda^{*}$ を $\epsilon$の関数として表すことができない。

しかし、 このエラー関数のグラフの形、 及び $x-1\geq\log X$ を考慮すると、次の評価

餌を得ることができる。 .

$||\mu_{f^{-\Lambda}}\mu_{f}*||<$ $(\beta^{22}\sigma_{1}\sigma^{2}(\beta 22^{+}2<\sigma+\sigma_{0}>\sigma)1\sigma^{2}0\iota^{2}1)$

まず、 $\beta^{2}\sigma_{1}^{2}+\sigma_{0}^{22}>\sigma_{1}$の場合を考える。 このとき、 チャネル $\Lambda^{*}(\beta,\sigma_{0}^{2})$ が、

$4 \int_{()}i^{\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma_{1}}}e\frac{x^{2}}{2\sigma_{1}^{2}}-\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sqrt{\beta^{2}\sigma_{10}^{2}+\sigma^{2}}}e\frac{x^{2}}{2(\beta^{2}\sigma_{\mathrm{t}^{+}0}^{2}\sigma^{2})}\mathrm{b}^{x}=_{\mathcal{E}}$

を満たせば、 $\epsilonarrow 0$のとき $O(\epsilon)arrow \mathrm{O}$ なる $\epsilon$の関数 $O(\epsilon)$が–意に存在して、

$\frac{4}{\sqrt 2\pi}\cdot\frac{\sqrt{\beta^{2}\sigma_{10}^{22}+\sigma}-\sigma_{1}}{\sigma_{1}}=\epsilon+o(\epsilon)$ $(^{*})$

が成立することが分かる。すなわち、

$\{\Lambda^{*};||\mu f^{-}\mu_{f}\Lambda^{*}||\leq \mathcal{E}\}=$ :.

$\{\Lambda^{*}(\beta,\sigma^{2}0);\frac{4}{\sqrt{2\pi}}\cdot’\frac{\sqrt{\beta^{-}\sigma_{1}^{2}+\sigma_{0}\wedge}-\sigma_{1}}{\sigma_{1}},=\epsilon_{1^{+}}O(\epsilon)\iota’ 0\leq \mathcal{E}\leq\epsilon\}1$
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よって、 我々は、 $\mathcal{E}$ に関するオーダー $O(\epsilon)$ を介せば、 チャネルを特定することがで

きる。 このとき、式 (*)を満たすチャネル $\Lambda^{*}(\beta,\sigma_{0}^{2})$ において、

$\Lambda^{*}\mu_{f}=\Gamma^{*}\mu f\Leftrightarrow|\Lambda^{*}(\beta,\sigma^{2}0)\mu f-\Lambda*(\overline{\beta},\overline{\sigma}_{0}^{2})\mu f\cdot|(\Omega)=0$

$\Leftrightarrow\beta^{2}\sigma_{1}^{2}+\sigma^{2}()=\overline{\beta}^{2}\sigma_{\iota 0}^{22}+\overline{\sigma}$

となるチャネルの同値類 $\Lambda^{*}(\overline{\beta},\overline{\sigma}_{()}^{2})$が存在するので、 その $\sup$ をとって極大相互エ

ントロピーを計算すると、チャネルの条件より、

$J( \mu_{f};\Lambda*)=\frac{1}{2}\log\frac{1}{\epsilon}+\log\sigma_{1}+\log(1+\frac{\sqrt{2\pi}}{4}(\epsilon+O(\mathcal{E}))$

同様にして、 $\beta^{2}\sigma^{2}+\sigma^{2}\iota 0<\sigma_{1}^{2}$であれば、

$\int(\mu_{f};\Lambda*)=\frac{1}{2}\log\frac{1}{\epsilon}+\log\sigma_{1}-\log(1+\frac{\sqrt{2\pi}}{4}(\mathcal{E}+O(_{\mathcal{E}}))$

よって、 $J(\mu_{f}$

.
$;\Lambda*)$ は $\epsilon$ に関して単調減少であることから、

$S(\mu_{f}$ ; $\mathcal{E})=\inf\{\Lambda^{*}f(\mu f$ ; $\Lambda*);||\mu f-\Lambda^{*}\mu_{f}||\leq\epsilon\}$

$= \inf_{()\leq_{\overline{\mathcal{E}}}\leq \mathcal{E}}\{\frac{1}{2}\log\frac{1}{\overline{\epsilon}}+\log\sigma_{1\mathrm{g}(}-\mathrm{l}\mathrm{o}1+\frac{\sqrt{2\pi}}{4}(\overline{\epsilon}+O(\overline{\epsilon})))\}$

$= \frac{1}{2}\log\frac{1}{\epsilon}+\log\sigma_{1}-\log(1+\frac{\sqrt{2\pi}}{4}(\epsilon+O(\epsilon)))$ (Q.E.D)

距離 $\epsilon$ を全変動ノルムで与えると、 $\Lambda^{*}\mu_{f}=\Gamma^{*}\mu_{f}$を満たすチャネルは $-$つに特定

されず、 よって、極大相互エントロピーの概念が本質的な役割を演ずる。 というの

も、 極大相互エントロピーを介さず直接 inf を取ると、任意の $\mathcal{E}$ に対して、 \epsilon -エン

トロピーは常に $0$ になってしまう (すなわち、入力状態と出力状態の間の相関が $0$

のチャネルに対応してしまう) からである。 また、 ここで得られたオーダー $\mathcal{E}$ の $\epsilon-$

エントロピーの評価値は、確率変数で距離を与えた場合とは異る評価を与え、その

漸近的な挙動としてのフラクタル次元の値は $\frac{1}{2}$ と非整数値を取る $0$ すなわち、 Gauss

測度のフラクタル的な側面が顕著に姿を表す。

さて、 $<$定理 4. $2>$のチャネルの条件は、 $||\mu_{f^{-}}\Lambda^{*}\mu_{f}||=\delta$ を満たすチャネルガ

のノイズが、 下限 $\delta$で押えられることに対応するが、 この条件を外すと次の系が簡

単に導かれる。

$<$系 4. $3>$ チャネルに条件を加えないと、任意の $\epsilon\geq 0$に対して、

$S(\mu_{f}$ ; $\mathcal{E})=\infty$

これは、 ノイズの効果を考えなければ、 \epsilon -エントロピーの値も常に発散してしまう
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ということであり、 エントロピー $S(\mu_{f})$そのものが発散しているということを考え
れば、情報理論の観点からも自然な結果と解釈できる (i.e., ノイズ $=0$ ) 。

\S 5
,:
いくつかの応用例 .

以上、 状態の \epsilon -エントロピー (i.e., 状態のフラクタル次元) は、 Kolmogorovの $\epsilon-$

エントロピーを特殊な場合として含む、 より汎用性の高い新しい情報量と見なすこ

とができ、状態の距離の与え方を変えることで (i.e.,見方を変えることで) . Gauss

測度の持つフラクタル的な側面を特徴付けることができた。

一見、従来の幾何学図形のフラクタル次元の直感的なイメージからすれば、状態

のフラクタル次元に、 “次元 “ という概念を簡単に重ねあわせることは、 難しいよう

に思われる。 しかし、今回の結果から、 その測度が持つ情報量を介して定式化され

る状態のフラクタル次元もまた、 いわゆる次元としての指標の意味を合わせ持って

いることがわかる。 ただし、状態の $\mathcal{E}$ -エントロピーや状態のフラクタル次元は、あ

くまでエントロピーとは異る、情報量の伝達程度という角度からその状態が持つ複

雑さを表現しうるという点が、何よりも大事な視点であると筆者は考えている。 こ

のエントロピーとは異る複雑さという特徴が、実は様々な系の解析に、非常に有用

な見方を与えることになるのである。以下、離散的な確率分布に対するその適用例

を二つ簡単に紹介することにしよう。

(1) 状態のフラクタル次元による、 クレータ、河川の形状の分類 [7]

月のクレータや河川については、 フラクタル幾何学においても、様々な解析が試

みられている。例えば、 月面のクレータには様々な直径のクレータが存在しており、

その頻度分布は、各々の月の海で若干異っているが、 これらの月の海に対する幾何

学図形のフラクタル次乖を近似的に求めると、 それは全ての海で等しく、 ほぼ 2.0

という値が得られる [24]。そこで、各々の月の海に対して、様々な直径のクレータ

の頻度分布 (確率分布) を用いて、状態のフラクタル次元を求めると、それは各々

の月の海で異る値となり $-(\text{図}$ (5-1 ) $)$ 、我々は、 その複雑さの度合いから月の海を

大きく三つに分類することが出来る。 ここでは、エントロピーも計算することが出

来るが、状態の類似度を測るという点で、状態のフラクタル次元はエントロピーよ

りもより明確な指標となることがみてとれる。すなわち、情報量の伝達程度を表わ

す $\epsilon$ -エントロピーの $\epsilon$ に対する変化の度合いという視点から、その傾きを求めるこ

とによって各々のクレータの頻度分布をより明確に分類できるからである。

149



(type 1) (type 2)

$d_{C}$ (typel) $\neq$
$a_{c}(\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\angle)$

図 (5-1)

同様に、 日本の河川に対しても、我々はその形状から適当に確率分布を設定する

ことによって、 状態のフラクタル次元を用いた、河川の形状の複雑さの解析を行う

ことが出来る。

(2) 状態のフラクタル次元を用いた株価変動の解析 [11]

従来の計量経済学は、株価などの経済変数の変動は、 ランダムウォークに従うこ

とを前提とする。 しかし、 現実の市場においては、例えば、株価の変動には、過去

が現在に影響を及ぼし、現在が未来に影響を及ぼすというフィ $-$ ドバック効果が存

在すると考えるのは、ある意味では自然である。実際、 ある –定期間における株価

の収益率の度数分布を求めると、 それは、 正規分布というよりは、 $-$種のパレート

分布 (i.e., 分散が無限) とみなすこともできる。図 (5-2) は、 Edger E. Peters による

500企業の平均収益率の頻度グラフ (1928年 1月 \sim 1989年 12月) と正規分布との違い

を示したグラフである [25]。

図 (5-2);500企業の 5営業日毎の平均収益率 (1928年 1月 \sim 1989年 12月) の度数
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実際の収益率の頻度には、平均付近での高いピーク (High Peak) と平均から大きく
離れた収益率の生起確率の高さ (Fat Tail) が見てとれるが、従来の資本市場理論は、

こうした実際の経済変数から求められた確率分布を正規分布の近似として理解する。

しかし、 これらの特徴を正規分布とは異る、現実の市場が持つ基本的な特徴として

捉え、 そのカオティックな特徴を解析しようとするのが、 ” 資本市場のカオス解析”

と呼ばれるものである [25, 26, 27, 28, 29]。実は、 このような市場の特性に着目し、

そのカオス解析を始めた研究者の –人にMandelbrotも挙げられる。彼は、実際の収

益率の度数分布が正規分布とは異ることを、 $\mathrm{R}/\mathrm{S}$ 解析 (Rescaled Range Analysis) とい

う手法を用いて解析した。彼は、正規分布 (Gauss測度) に従う -次元の独立な確率

過程のフラクタル次元は 1/2 (正確にはその逆数) であることを示し (この結果は、

今回の我々の Gauss測度のフラクタル次元と -致する)
$\text{、}$ 実際の株価変動のフラクタ

ル次元は 1/2より大きい値をとると主張した [26]。彼の研究をベースとして、 R/S解

析、 相関次元などのフラクタル次元、及びリアプノブ数などを用いた株価変動のカ

オス解析が、近年、何らかの成果を出しつつあるように思われる。ただし、 これら

の解析は、確率分布そのものを定量的に解析するものではなく、 それ故、実際の市

場変数から得られた確率分布が持つ $<\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$ Peak&Fat Tail $>$などの特徴をどのよう

に定量的に理解するかといった解析は、十分に行われているとはいい難い。

そこで、我々は状態 (収益率の確率分布) のフラクタル次元を計算することによっ

て、 株価変動に現われるカオティックな特徴の解析を試みている [11]。

現在、 我々は SONY、 $\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{C}_{\text{、}}$ TOYOTAの過去 13年間の株価からその収益率の度数

分布を求め解析を行っているが、 この 3社の度数分布においても確かに、 $<\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$

Peak&Fat Tail $>$ という特徴が見てとれ、 また、 各々においてその $<\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$ Peak $>$の

高さには違いがある。状態のフラクタル次元を各々に対して求めると、分布が持つ
$<\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$ Peak $>$の高さのオーダーを、状態のフラクタル次元はエントロピーに比べ、

正しく評価できる指標であることがわかった。 $<\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}$ Peak&Fat Tail $>$の大きさは

正規分布からの違いの大きさを表わすと考えれば、 その意味において、状態のフラ

クタル次元は収益率の正規分布からの乖離度を表わす指標として有効であるといえ

る。 また、 我々は、度数分布を特定する期間の長さを変えることによって (時間ス

ケールを変化させることによって)
$\text{、}$ そのスケール変換に対してエントロピーや状

態のフラクタル次元がどのように変化するか調べてみた。図 (5-3) は収益率の度数

分布を、 1年間 (1983年 1月 \sim 1984年 1月)、 2年間 (1983年 1月 \sim 1985年 1月)、 $\ldots\text{、}$ 13年間

(1983年 1月 $-1995$年 9月) と求めたときの、各々に対するエントロピー、 状態のフラ

クタル次元のグラフである。
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図 (5-3); スケール変換に対するエントロピー及びフラクタル次元の変化
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エントロピーは、分布を特定する期間を長くしていくとある –定の大きさに収束

していくように思われるが、 状態のフラクタル次元にはある種の周期性が見てとれ

る。すなわち、 正規分布からの乖離度の大きさと、 3社のフラクタル次元の値の類

似性に関する二つの周期性である。 これは、分布の持つ複雑さそのものはある –定

の範囲に収まるにも関わらず、正規分布からの乖離という点では市場は周期的に揺

らいでいるといったことを表わしており、 このような周期性をスケール変換に対す

る –種の自己相似性の現われと解釈すれば、我々は、株価変動に存在するフラクタ

ル構造 (ある種の階層構造) を特徴付けることが出来るのである。
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