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1 序

$A$ を Noether 局所環とし, $\mathfrak{m}$ をその極大イデアル, $k=A/\mathfrak{m}$ をその剰余
体とする。 $A$-加群 $M$ に対して, $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}_{A}M,$ $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M,$ $\mathrm{i}\mathrm{d}_{A}M$ は, それぞれ $M$ の

grade, 射影次元, 入射次元を表すものとする。 また, 有限生成 $A$-加群 $M$ に対
して, $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}_{A}M,$ $\dim_{A}M,$ $\mu_{A}(M),$ $\ell_{A}(M)$ により, それぞれ $M$ の depth, 次元,
極小生成元の個数, 長さを表すものとする。
イデアル $J$ に関する重複度を $e_{J}(\Lambda f)$ と表して, FLC などの定義を思い出

そう。
任意の $i<\dim M$ に関して, local cohomology $\mathrm{H}_{\mathrm{m}}^{i}(M)$ が長さ有限である

とき, $M$ は $FLC$ であるという。
$\ell_{A}(M/JM)-e_{J}(M)$ が $M$ のパラメーターイデアル $J\text{のとり方によら}\dot{\text{な}}$

い値 $\mathrm{I}_{A}(M)$ をとるとき, $M$ を Buchsbaum $A$-module と呼ぶ。
自然な写像 $\varphi_{M}^{i}$ : $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{A}(k, M)arrow \mathrm{H}_{\mathfrak{n}\tau}(M)$ が任意の $i<\dim M$ に対して, 全

射であるとき, $M$ を surjective Buchsbaum A-module と呼ぶ。
$M$ が FLC $(\dim M=r)$ であるとき, $h_{A}^{i}(M)=\ell_{A}(\mathrm{H}_{\mathrm{m}}^{i}(M))$ $(i<r)$ と表

すと,

$\mathrm{I}_{A}(M)=\sum_{i=0}^{r-1}h_{A}^{i}(M)$

と書ける。
さらに, 等式 $\mu_{A}(M)=e_{A}(M)+\mathrm{I}_{A}(M),$ $\dim M=\dim A$ が成立するとき,

$M$ を linear maximal Buchsbaum A- module と呼ぶ。
一般には, 次の関係が成り立つ。

linear $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\Rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{m}\Rightarrow \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{m}\Rightarrow \mathrm{F}\mathrm{L}\mathrm{C}$
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我々の今回の講演の主目的は, 次を証明することである。

Theorem 1.1 $A$ を $CM$ 局所環, $M$ を perfect $A$ -module (i.e. $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}_{A}M=$

$\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M),$ $N$ を maximal surjec.tive, Buchsbaum $A$ -module とする $\circ,\overline{rightarrow.}\text{の}$. とき,
$.\dot{‘}$.

(1) $M\otimes_{A}$ N. は常 $\iota_{\sim}$ Buchsbaum $A- m..’ \mathit{0}.dul,e$ である $\circ$

$\mathrm{K}^{\cdot}$

(2) $\dim M\otimes_{A}N=\dim M$ .

(3) depth $M \otimes_{A}N=\max\{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}N-\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M, 0\}$

特に,-depth $N\geq \mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M$ のとき,

(4) $M\otimes_{A}N$ は surjective Buchsbaum $A- modu\dot{l}e$ である $\circ$

さらに, この証明から, $\mathrm{H}_{\mathrm{m}}^{i}(M\otimes_{A}N)$ を計算することが出来る。

Theorem 1.2 $A,$ $M,$ $N$ を上の定理のものとする。 このとき,

$\mathrm{H}_{\mathrm{m}}^{j}.(M\otimes_{A}N\rangle\cong\dot{.}\bigoplus_{=0}^{d-1}\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i-j}^{A}(M, k)^{h_{\dot{A}}(N)}.$ $(\forall j<\dim M)$

が成り立つ。

Corollary 1.3 $A$ を $CM$ 局所環とし, $M$ を peげ ect A-module で, $\dim M\geq 1$

とする。 $N$ は maximal surjective Buchsbaum $A$ -module と仮定する。 このと

き, 次の 2条件は同値である。

(1) $N$ は maximal CM A-module である。

(2) $M\otimes_{A}N$ は CM A-module である。

次の節で, これらの定理の証明を与え, 最後の節で, 定理 (1.2) の応用例を与
える。 また, これらの内容を考えるにあたって, 川崎氏によって証明された次
の定理とその応用が刺激となったことを付記しておく。

Theorem 1.4 ([6, Theorem (3.3)]) $A$ を $CM$ 局所環とし, $K_{A}$ を $A$ の

canonical module とする。 $M$ を射影次元有限の $A$ -module とするとき, 次が成
立する。

(1) $M\otimes_{A}K_{A}$ は $CM\Leftrightarrow M$ は $C\Lambda I_{0}$

(2) もし, $M\otimes_{A}K_{A}$ が surjective Buchsbaum $A$ -module ならば $M$ もそう。
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2 定理の証明
. :: . , $.\backslash$

$\cdot$

$A$ を局所環とし, $M,$ $N$ を $0$ でない有限生成 A-加群とする。
定理 (1.1) の証明を, まず $N$ が maximal CM $A$-module の場合から考える。

そのためにいくつかの簡単な注意と補題を用意する。
(2.1) depth $A\leq \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}_{A}M+\dim M\leq\dim A$ .
(2.2) $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}_{A}$ M $\leq \mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M$ .
(2.3) (Auslander-Buchsbaum) $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ のとき, $-$

‘

depth $A=\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M+\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}M$ .
(2.4) (Intersection Theorem) $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ のとき,

$\dim N\leq\dim M\otimes_{A}N+\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M$ . $\sim$

(2.5) $A$ が射影次元有限の CM $A$-module をもつとき, それは CM 局所環で
ある。
(2.6) $A$ が CM 局所環で, $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ ならば, $M$ が $\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}.\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\wedge$ で b $6arrow \text{と}arrow \text{と}.\cdot M$

が CM であることは同値である。 . $\vee$

Lemma 2.7 $M$ は perfect A-module とし, $\dim N=\dim A=d$ と仮定する。
このとき, $\dim M\otimes_{A}N=\dim M$ が成立する。

Proof (2.4) と (2.1) から, 容易に従う。 QED

Lemma 2.8 $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ とし, $N$ は maximal CM A-module と仮定する。こ

のとき, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i}^{A}(M, N)=0$ $(\forall i\geq 1)$
。

Proof Buchsbaum-Eisenbud の acyclicity criterion ([2]) から従う。 $\mathrm{Q}\mathrm{E}\mathrm{D}$ .

..
Lemma 2.9 ([10, Theorem (7.1.2)]) $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i}^{A}(M, N)=0$ $(\forall i\geq 1)$ $t^{\mathrm{a}-}\supset$

$\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ と仮定する。 このとき,

$\mu_{A}^{i}(M\otimes_{A}N)=\sum_{p=0}^{s}\beta_{p}^{A}(M)\mu_{A}^{i+p}(N)$ $(\forall i.)$

が成立する。 ここに, $s=\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M$。

これらから, 直ちに $N$ が CM A-module の場合に定理 $(l.1)$ が正しいこと
が得られる。

Proposition 2.10 $M$ を perfect とし 2 $N$ を maximal CM $A$ -module とする。
このとき, $M\otimes_{A}N$ は CM $A$ -module で, $\dim M\otimes_{A}N=\dim M$ である。
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Proof. $d=\dim A,$ $s=\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ とおく。 (2.8) と (2.9) から, depth $M\otimes_{A}$

$N=d-s$ を得る。
特に, $M$ を perfect とすれば, $\dim M\otimes_{A}N=\dim M\leq\dim A-\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{e}_{A}M=$

$d-s$ である。ゆえに, $M\otimes_{A}N$ は CM A-module である。 QED
また, この証明から, 次の系も得られる。

Corollary 2.11 $A$ の任意のイデアル $I$ に対して, $\dim A/I+\mathrm{h}\mathrm{t}_{A}I=\dim A$

が成立すると仮定する。このとき, $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M<\infty$ なる $M$ に対して, 次は同値で
ある。

(1) $M$ は perfect である。

(2) 任意の maximal CM A-module $N$ に対して, $M\otimes_{A}N$ は CM A-module
で, $\dim M\otimes_{A}N=\dim M$ が成立する。

(3) ある maximal CM $A$ -module $N$ に対して, $M\otimes_{A}N$ が CM $A$ -module で,
$\dim M\otimes_{A}N=\dim M$ が成立する。

次に, 定理 (1.1), (1.2) を–般の $N$ に対して証明するために, $A$ を CM 局所
環に限定し, まず, 入射次元有限の maximal surjective Buchsbaum A-module
$N$ に対して, 定理を証明しよう。
まず, 入射次元有限の maximal surjective Buchsbaum A-module について

の構造定理を思い出す。

Theorem 2.12 ([3], [6, Theorem (3.1)]) $A$ を $d$ 次元完備 $CM$ 局所環とし,
$K_{A}$ をその canonical module とする。 $F$ . $arrow k$ を $k$ の $A$ 上の極小自由分解と
し, (-)* は関手 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}(-, A)$ を表すものとする。
我々は, $L_{i}$ を次のように定義する : $i=0,1,$ $\cdots,$

$d$ に対して,

$0arrow F_{0}^{*}\otimes K_{A}arrow F_{1}^{*}\otimes K_{A}arrow\cdotsarrow F_{d-i}^{*}\otimes K_{A}arrow L_{i}arrow 0$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

。

このとき, $L_{i}$ は, 直既約な maximal surjective Buchsbaum A-module で, 入

射次元有限なものとなる。 さらに,

$h_{A}(L_{j})=\delta_{ij}$ $(\forall i=0,1, \cdots, d-1;\forall j=0,1, \cdots, d)$

が成立する。ただし, $A$ が正則局所環の場合には, $L_{0}=k$ と解釈する。
また, 入射次元有限の任意の maximal surjective Buchsbaum A-module $N$

に対して, 次のように表せる。

$N \cong\bigoplus_{i=0}^{d}L_{i}^{h_{\dot{A}}(N)}.$ .
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次の補題は明らかではあるが, 以下の証明においては重要である。

Lemma 2.13 $A$ を局所環とし, $M$ を有限生成 $A$ -加群とする。このとき, 各 $i$

に対して, $\ell(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i}^{A}(M/xM, k))$ は $M$ -正則元 $x$ のとり方によらない。

$N$ が入射次元有限の場合の定理 (1.1), (1.2) の証明 $A$ は完備であるとして

良い。また, (2.1) から, $\dim M\otimes_{A}N=\dim M$。これを $r$ とおくとき, $r\geq 1$ と

して良い。更に, 上の構造定理から, $M\otimes_{A}L_{i}$ が Buchsbaum $(i=0,1, \cdots, d)$

であることを示せば良い。
まず, $i=0$ の場合を考える。$A$ が正則局所環でないときは, $\overline{L_{0}}=L_{0}/H_{\mathrm{m}}^{0}(L_{0})$

とおくと, $\overline{L_{0}}$ は maximal CM $A$-module であるから,

$\mathrm{O}arrow M\otimes_{A}karrow M\otimes_{A}L_{0}arrow M\otimes_{A}\overline{L_{0}}arrow 0$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

を得る。 ここで, $M\otimes_{A}\overline{L_{0}}$ は CM A-module だから, $M\otimes_{A}L_{0}$ は surjective
Buchsbaum $A$-module $-C^{\backslash }$ ,

$\mathrm{H}_{m}^{0}(M\otimes_{A}L_{0})--M\otimes_{A}k$ , $\mathrm{H}_{m}^{i}(M\otimes_{A}L_{0})=0$ $(1\leq\forall i<\cdot r)$

が成立する。 これは $A$ が正則局所環の場合にも成り立つ。
次に, $i=1$ の場合を考える。簡単のため, $X_{k}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}(\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{z}_{d-}^{A}(k), K_{A})$ とお

くと, $M\otimes_{A}X_{k}$ は CM $A$-module である。更に, 短完全列

$0arrow L_{1}arrow X_{k}arrow karrow \mathrm{O}$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

から, . ‘

‘

$0arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M^{f},k)arrow M\otimes_{A}L_{1}arrow M\otimes_{A}X_{k}arrow M\otimes_{A}karrow \mathrm{O}$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

$t$

;
$t$

を得る。
$J$ を $M\otimes_{A}L_{1}$ の任意のパラメータ一イデアルとすれば, $\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}_{A}(L_{1})=$

.
$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(A)$ だから, $J$ は $M$ のパラメーターイデアルでもある。ゆえに, 上記の完
全列から,

$k$

$e_{J}(M\otimes_{A}L_{1})=e_{J}(M\otimes_{A}X_{k})$

である。他方, $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M/JM<\infty$ だから,

$0 arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M/JM, k)arrow\frac{M\otimes L_{1}}{J(M\otimes L_{1})}arrow\frac{M\otimes X_{k}}{J(M\otimes X_{k})}arrow M\otimes_{A}karrow 0$
$(\mathrm{e}\mathrm{x})$
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を得る。 これより, 等式

$\ell(\frac{M\otimes L_{1}}{J(M\otimes L_{1})})-e_{J}(M\otimes_{A}L_{1})=\ell(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M/.JM, k))-\ell(M/\mathfrak{m}M)\backslash$

を得るが, $M$ が CM $A$-module だから, (2.13) より) 右辺の値は $J$ のとり方に
よらない。 したがって, $M\otimes_{A}L_{1}$ は Buchsbaum A-module である。
最後に, $M\otimes_{A}L_{i-1}$ が Buchsbaum A-module $(2 \leq i\leq d)$ と仮定して,

$M\otimes_{A}L_{i}$ が Buchsbaum $A$-module になることを示そう。そのために, 短完全列

$0arrow L_{i}arrow F_{d-i+1}^{*}\otimes_{A}K_{A}arrow L_{i-1}arrow 0$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

を考える。 簡単のため $X=F_{d-i+1}^{*}\otimes_{A}K_{A}$ とおく。上記の完全列に関手 $M\otimes_{A}-$

を適用すると,

$0arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M, L_{i-1})arrow M\otimes_{A}L_{i}arrow M\otimes_{A}Xarrow M\otimes_{A}L_{i-1}arrow 0$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

が得られる。
$J$ を $M\otimes_{A}L$: の任意のパラメーターイデアルとすると, $J$ は $M$ のパラ

メーターイデアルであり,

$0 arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M/JM, L_{-1}.\cdot)arrow\frac{M\otimes L_{i}}{J(M\otimes L_{i})}arrow\frac{M\otimes X}{J(M\otimes X)}arrow\frac{M\otimes L_{i-1}}{J(M\otimes L_{-1})}\dot{.}arrow 0$

を得る。 これを用いて, 先と同様の計算をすると,

$\ell(\frac{M\otimes L_{i}}{J(M\otimes L_{i})})-e_{J}(M\otimes_{A}L_{i})$

$=$ $\ell(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M/JM, L_{i-1}))+\mathrm{I}_{A}(M\otimes_{A}X)-\mathrm{I}_{A}(M\otimes_{A}L_{-1}\dot{.})$

$=$ $\ell(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}^{A}\dot{.}(M/JM, k))-\mathrm{I}_{A}(M\otimes_{A}\underline{r}_{i-1})$

であり, $M\otimes_{A}L_{i}$ が Buchsbaum A-module であることが分かる。
更に, 上の議論から,

$\mathrm{H}_{m}^{j}(M\otimes_{A}L_{i})\cong \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i-j}^{A}(M, k)$ $(\forall j\leq r-1)$

が得られる。 (1.2) の等式はこれから従う。
(1.1) の (4) については, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{i}^{A}(M, L_{t})=0(\forall i\geq 1, \forall t\geq s=\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M)$ を示

して, Bass number criterion (e.g. [13, Theorem (1.2)]) と (2.9) を使えば, 証明
できる。 (cf. [15]) QED
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最後に, 一般の maximal surjective Buchsbaum module $N$ に対して, 定理
を証明しよう。
その前に, Buchsbaum 性の判定法をひとつ思いだそう。 (cf. [11], [12])
有限生成 A-\not\supset O群 $L(r=\dim L)$ に対して, $L$ が Buchsbaum A-module で

あるための必要十分条件は, $L$ が FLC で, 次の条件を満たす $\mathfrak{m}$ の L-basis
$a_{1},$ $\cdots$ , $a_{v}$ $(v=\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}(A))$ が存在することである : 任意の数列 $1\leq i_{1^{-}}<\vee\ldots<$

$i_{r}\leq v$ に対して, 等式

$\ell(L/JL)-e_{J}(L)=.\sum_{i=0}^{r-1}h_{A}^{i}(L)$

が成立する。 ここに, $J=(a_{i_{1}}, \cdots, a_{i_{f}})A$。

定理 (1.1), (1.2) の証明 $A$ は完備な局所環, $\dim M=r\geq 1$ として良い。 $N$

を任意の maximal surjective Buchsbaum A-module とし,

$\mathrm{O}arrow Narrow Yarrow Xarrow \mathrm{O}$

${ }$

(ex)-
をその $A$ 上の finite injective hull とする。すなわち, $Y$ は有限入射次元をも

ち, $X$ は MCM A-module とする $($ cf. $[1])_{\circ}$ このとき, $Y$ も maximal surjective
Buchsbaum A-module で, depth $Y=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}$ N。更に, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(M, X‘)=0$だから,,

,

$\mathrm{O}arrow M\otimes_{A}Narrow M\otimes_{A}Yarrow M\otimes_{A}Xarrow \mathrm{O}$ $(\mathrm{e}\mathrm{x}).\cdot$ (2.14)

先に示したことから, $M\otimes_{A}X$ は CM A-module ゆえ,

depth $M\otimes_{A}N$ $=$ depth $M\otimes_{A}Y$

$=$ $\max$ {depth N- $\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M,$ $0$}-
である。

さて, $\underline{a}=a_{1},$ $\cdots,$ $a_{v}$ を $\mathfrak{m}$ の M-basis とする。 この $\underline{a}$ は $M\otimes_{A}$ N-basis で

もあるから, $M\otimes_{A}N$ が Buchsbaum であることを示すには, 任意の $1\leq i_{1}<$

. . . $<i_{r}\leq v,$ $J=(a_{i_{1}}, \cdots, a_{i_{r}})A$ に対して,

$\ell(\frac{M\otimes_{A}N}{J(M\otimes_{A}N)})-e_{J}(M\otimes N)=\sum_{i=0}^{r-1}h_{A}^{i}(M\otimes N)$

. .-.を示せば良い。 $Jf$

特に, この $J$ は $M$ のパラメータ一イデアルだから, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{1}^{A}(A/I\wedge’ M\otimes_{A}X)-.$

.
$=0$

であり, $M\otimes_{A}Y$ は Buchsbaum だから,

$p( \frac{M\otimes N}{J(M\otimes N)})-e_{J}(M\otimes_{A}N)$
$’arrow$

$\wedge$
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$=$ $p( \frac{M\otimes Y}{J(M\otimes Y)})-e_{J}(M\otimes_{A}Y)-\{\ell(\frac{M\otimes X}{J(M\otimes X)})-e_{J}(M\otimes_{A}X)\}$

$=$ $\sum_{i=0}^{r-1}h_{A}^{i}(M\otimes_{A}Y)$

$=$ $. \cdot\sum_{=0}^{r-1}h_{A}^{i}(M\otimes_{A}N)$

したがって, $M\otimes_{A}N$ は Buchsbaum A-module である。
方, (1.2) における local cohomology の計算は, 完全列 (2.14) を用いて,

$N$ が有限入射次元を持つ場合に帰着することが出来る。 QED

続いて, 系 (1.3) を証明しよう。

(1.3) の証明 (2) $\Rightarrow(1)$ を証明すればよい。$\dim M\geq 1$ とし, $M\otimes_{A}N$ は CM
A-module と仮定する。 $A$ は完備として良い。 このとき,

$\mathrm{O}arrow Narrow Yarrow Xarrow \mathrm{O}$ $(\mathrm{e}\mathrm{x})$

を $N$ の finite injective hull とすれば, $Y$ も maximal surjective Buchsbaum
A-module だから, $N$ は入射次元有限としてよい。
さて, (2.12) の $L_{t}$ が $N$ の直和因子 $(0\leq t\leq d)$ であるとすれば, $M\otimes_{A}L_{t}$

も $\mathrm{C}\mathrm{M}_{0}$ したがって, (1.2) より,

$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{t-:}^{A}(M, k)=0$ $(\forall i=0,1, \cdots, r-1)$ 。

故に, $t-(r-1)\underline{>}\mathrm{p}\mathrm{d}_{A}M+1=d-r+1$ となり, t=d。言い換えれば, $N$ は

maximal CM A-module である。 QED

先の証明を応用すれば, 次のようなことも分かる。

Example 2.15 $A$ を任意の局所環とし, $M$ を $\dim M\geq 1$ なる CM A-module
とする。 このとき, もし, $M\otimes_{A}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{z}_{t}^{A}(k)$ が CM $A$ -module $(\exists t\geq 1)$ ならば,
$M$ は perfect である。

3 応用例

一般に, $N$ が linear maximal CM [resp. Buchsbaum] A-module で, $f$ が正

則元でも, $N/fN$ は linear maximal CM [resp. Buchsbaum] $A/fA$-module と

は限らない。
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しかしながら, 適当な条件の下で, $-\otimes_{A}A/fA$ の代わりに, perfect A-module
$M$ を選んで, 次のような結論を成立させることが出来ることを定理 (1.2) の応
用として証明しよう。

Theorem 3.1 (cf. [5, Theorem (2.2)]) $A$ を $CM$ 局所環とし, $f\in \mathfrak{m}$ をそ

の $\mathrm{g}\mathrm{r}_{\mathrm{m}}(A)$ における initial form 声が, パラメーターになるものとする。 この
とき, ある perfect $A$ -module $M$ が存在して, 以下の条件を満たす :

(1) $M$ は maximal CM $A/fA$ -module である。

(2) 任意の linear maximal Buchsbaum $A$ -module $N$ に対して,

(a) $M\otimes_{A}N$ は linear maximal Buchsbaum $A/fA$ -module である。

(b) $\dim M\otimes_{A}N=\dim N-1$ .
(c) depth $M \otimes_{A}N=\max\{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{h}N-1,0\}$ .

この定理は, [5, Theorem (2.2)] において証明された結果の Buchsbaum 版
である。我々はこの定理の証明の方針のみ記す。

(3.1) の証明 $f\in \mathfrak{m}\backslash \mathfrak{m}^{2}$ ならば, $M=A/fA$ とすればよい。
そうでない時は, [5, Theorem (2.2)] の証明の様に, ある $s$ に対して, $f$ の

大きさ $s$ の–般化された matrix factorization $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})$ で, $I(\alpha_{i})=$

$\mathfrak{m}(\forall i)$ , $\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{n}$ となるものをとり, $M=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}(A^{s}arrow A^{s})\alpha$ とおく。 こ

こに, $s=\mu_{A}(M)$ であり, $n$ は $f^{*}$ の次数である。 このどき, $M$ は (1) を満た
す perfect A-module である。

(2) を任意の linear maximal Buchsbaum $A$-module N. に対してチェックす
るには, depth $N\geq 1$ に限定して良い。 (cf. [14])
このとき, [5, Theorem (2.2)] の証明を適用すると,

$e_{A}(M \otimes_{A}N)=\mu_{A}(M)\cdot\frac{e_{\overline{A}}(\overline{N})}{n}=\mu_{A}(M)\cdot e_{A}(N)$

を得る (cf. [16])。ここに, $\overline{A}=A/fA$ である。

方, 先の定理 (1.2) をこの $M,$ $N$ に適用して計算すると, $\forall j<d-1=$

$\dim M$ に対して,
..

残 (M\otimes A $N$ ) $= \sum_{i=0}^{d-1}\beta_{i-j}^{A}(M)\cdot h_{A}^{i}(N)=\mu_{A}(M)\cdot(h_{A}^{j}(N)+h_{A}^{j+1}(N))$
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が得られる。 これから容易に, $I_{\overline{A}}(M\otimes_{A}N)=\mu_{A}(M)\cdot I_{A}(N)$ が得られ, 合わ
せて求める等式

$\mu_{\overline{A}}(.M\otimes_{A}N)=\mu_{A}(M)\cdot\mu_{A}(N)=e_{\overline{A}}(M\otimes_{A}N)+I_{\overline{A}}(M\otimes_{A}N)$

を得る。
また, 次元などの計算は定理 (1.1) から従う。 QED
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