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1 はじめに

$k$ を体とし、 $S$ を加法的半群 $\mathrm{N}_{0}^{e}$ の有限生成部分半群とする、但
し $e$ は自然数、 $\mathrm{N}_{0}\text{は}0$ と自然数全体からなる集合。. このとき、 半群

環ん [S] が定義される。 この環をアフィン半群環という。 また、 $k[S]\cong$

$k[ \prod_{i=1}^{S}t^{m_{1}}i’\cdots,\prod_{i=1}^{s}.tir’\iota_{i}](n_{ij}\geq 0)$ のとき、次のような自然な環準同型写像

が与えられ、
$k[X_{1}, \cdots, X_{r}]$ $arrow$ ん [S]

$X_{j}$ $arrow$
$\prod_{i=1}t_{i}^{t}4j$

その核をアフィン半群環の定義イデアルという。
$>$ こでは、その定義イデアルの高さが 2の場合を取り扱う。 この場合

について、今までに知られている結果を述べよう。 1970年、 Herzog は
$s=1$ のとき $($必然的に $r=3)_{\text{、}}$ その定義イデアルは、高々 3元で生成
されることを証明した ([71)。また、鴨井氏によって、 $S$ が simplicial 半
群のとき $k[S]$ が Cohen-Macaulay であることと定義イデアルが高々3元
で生成されることが同値であることが証明された ([9])。さらに simplicial
な場合に関しては最近の Morales の結果もある ([11])。

方で、 $\mathrm{P}^{3}$ の (projective) monomial curve の座標環もアフィン半群
環で、 その定義イデアルの高さも 2である。 この場合は Bresinsky らに
よって様々な性質が (例えば minimal free resolution) が調べられている

([1], [2], [3], [4], [8])。
この報告では、 $S$ が simplicial であることを仮定せずに、 しかもすべ

ての結果を含むような理論があることを紹介します。その中で最も驚く
べきものは、簡単に定義イデアルの最小生成系を求めるアルゴリズムが
存在することだと思います。将来、 この方向が定義イデアルの高さが 3
以上の場合にも応用できることを期待しています。
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2 定義イデアルの最小生成系

$k[S] \cong k[\prod t_{i}^{n}:1,$ $\cdots,$$\prod t_{i}^{n_{i]}}fss,$ $A=\text{ん}[X_{1}, \cdots, X_{r}]$ とする。 このとき

$V=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\subset \mathrm{Z}^{r}$ とおく。

$v\in V$ に対し、

$F(v)= \sigma_{j}(v\prod_{<)0}X-\sigma_{j}(v)-\prod_{\sigma_{j}}jx^{\sigma_{j(}}\in A(v)>0jv)$

とおき、

$I(V)=(F(v))_{v\in V}$

とおく。
このとき $I(V)$ がん [Sl の定義イデアルになる。 より –般に、 $\mathrm{Z}^{r}$ の部

分加群 $V$ に対して $A$ のイデアル $I(V)$ は定義できることを注意する。事
実上、重要なのは $V$ が positive の場合である。 $V$ が positive とは、 あ
る自然数 $n_{1},$ $\cdots,$ $n_{r}$ が存在し、 $V$ が $\mathrm{K}\mathrm{e}.\mathrm{r}(n_{1}, \cdots, n_{r}.)$ に含まれることで
ある。 但し,(nl, $\cdot$ . . , $n_{r}$ ) $\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{Z}^{r}, \mathrm{z})$

。
$V$ が positive のとき、 $A/I(V)$

は positively graded ring になる。 実際、 $\deg X_{i}=n_{i}$ とおけば、各 $F(v)$

は homogeneous になり $I(V)$ は homogeneous ideal になる。
さらに degree を固定したとき次の補題が成立。

補題 21 $V$ が positive のとき (その positive degree に関して)
$v_{1},$ $v_{2}\in V$ について、

$\deg F(v_{1})\leq\deg F(v_{1}+v_{2})$

ならば
$\deg F(v_{1}+v_{2})\leq \mathrm{d}\mathrm{e}.\mathrm{g}F(2v_{1}+v_{2})$

この補題は大変重要である。例えば

$\deg F(v_{\iota})\leq\deg F(v_{1}+v_{2})$

かつ. $\deg F(v_{2})\leq\deg F(v_{1}+v_{2})$
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のとき、 $F(v_{1}+v_{2})$ はすべての $F(mv_{1}+nv_{2})(m>0_{n},>0)$ の形であらわ

される多項式の中で degree最小であることがわかる。さらに, $F(v_{1}),$ $F(v_{2})$

が最小生成系の-部で、

$F(v_{1}+v_{2})\not\in(F(v_{1}), F(v2))$

ならば、 $F(v_{1}+v_{2})$ が最小生成系に含まれることが期待される 実際そ
うである)。

方、 $F(v_{1}+v_{2})\in(F(v_{1}), F(v2))$ の場合はどのようになっているか
というと、

補題 22 rank $\langle_{V_{1},V_{2}}\rangle=2$ とする。 このとき $F(v_{1}+v_{2})\in(F(v_{1}), F(v_{2}))$

となるための必要十分条件は、次の符号条件が成り立たないことである。

$\exists i,i’\sigma_{i}(v_{1})>0,$ $\sigma_{i’}(v1)<0$

$\sigma_{i}(v_{2})<0,$ $\sigma i’(v_{2})>0$ .

上の補題によって、次がわかる。

$F(.v_{1}+v_{2})\in(F(v_{1}), F(v2))$ ならば、
任意の $m>0,n>0$ に対して、

$F(mv_{1}+nv_{2})\in(F(v_{1}), F(v_{2}))$ .

すなわち、 $F(v_{1}+v_{2})$ がイデアル $(F(v_{1}), F(v2))$ に入るかどうかによっ

て、 すべての $F(mv_{1}+nv_{2})$ という形の多項式がそのイデアルに入るか
どうかがわかる。
この 2つの補題によって、次の最小生成系を求めるアルゴリズムを

える。

$\ll$ アルゴリズム $\gg$

(1) $V=\langle v_{1}, v_{2}\rangle$ となる $v_{1},v_{2}$ を選ぶ。

(2) $v_{1},$ $v_{2}$ の degree を最小化する。

すなわち、 $F(v_{1}),$ $F(v_{2})$ の degree と $F(v_{1}+v_{2}),$ $p(v_{1}-$

$v_{2})$ の degree を比較する。 もし、 それらの degree より
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$\deg F(v_{1}),$ $\deg F(v_{2})$ が等号を含めて小さければ O. $\mathrm{K}_{\mathrm{O}}$ も
し大きければ、例えば、

$\deg F(v_{1})>\deg F(v_{1}+v_{2})$

のときは、 $v_{1}+v_{2}$ を $v_{1}$ と置きなおして、 もう –度比較
する。 明らかにこの操作は有限回で終わる。 $.\cdot-.:$

.

(3) $v_{1}$ $v_{2}$ $-v_{1}$ と並べ、 前の補題の符号条件を各隣り合った元につ
.

いてチ\iota ックする。符号条件をみたしているときは、その間に 2 $’\supset$

の元を加えたものを入れ、再び条件を新しく隣り合った元について
チエックする。 もし条件をみたしてないときは、 そのまま何も加え
ない。加えるものが無くなった時点で作業は終わる。

ここにあらわれた元の中で $-v_{1}$ 以外のそれぞれの元に対応する $F(v)$

という形の多項式が $I(V)$ の最小生成系をなす。

例 $V=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ の場合。

$v_{1}=$ , $v_{2}=$ とおくと
$\rangle$

$V=\langle v_{1}, v_{2}\rangle$ で\rangle degree 最/J で

ある。 そこで、 上のアルゴリズムの (3) を行うと、

$v_{1}$ $v_{2}$ $-v_{1}$

から、

$\cdot$
$v_{1}$ $4v_{1}+v_{2}$ $3v_{1}+v_{2}$ $2v_{1}+v_{2}$ $v_{1}+v_{2}$ $v_{2}$ $-v_{1}$
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をえる。 このとき、

$F(v_{1}),$ $F(4v_{1}+v_{2}),$ $F(3v_{1}+v_{2}),$ $F(2v_{1}+v_{2}),F(v_{1}+v_{2}),$ $F(v_{2})$

が $I(V)$ の最小生成系である。

3 Minimal free resolution

前の節で、 $I(V)$ の最小生成系が求まったので、Bresinsky ([1]) と同様
の方法で minimal free resolution をえる。

定理 3.1 $A/I(V)$ は次の minimal free resolution をもつ。 但し、
$a=\mu(T(V))\geq 3$ .

$0arrow A^{a-3}arrow A^{2(a-2)}arrow A^{a}arrow Aarrow 0$.

この結果、

系 32 $A/I(V)$ が Cohen-Macaulay であるための必要十分条件は、
$\mu(I(V))\leq 3$ である。

さらに、 鴨井 [ $10|$ , Bresinsky et al. [ $3|$ の拡張として、次の結果を示
すことができる。

定理 33 (1) $A/I(V)$ が non Cohen-Macaulay $k$ -Buchsbaum ならば、
$r=4(r=\dim A)$ .

(2) $A/I(V)$ が Buchsbaum ならば、 $\mu(I(V))\leq 4$ .

(3) $A/I(V)$ が $k$ -Buchsbaum ならば、 $\mu(I(V))\leq k+3$ .
但し、 $A/I(V)$ が $k$ -Buchsbaum とは、 $m^{k3}H_{m}^{r-}(A/I(V))=0$ となる

ことである、 ここで $m=(X_{1}, \cdots, X_{r})$
。

注意 $A/I(V)$ が non Cohen-Macaulay ん-Buchsbaum アフィン半群
環のとき、 (1) より、 $r=4,$ $\dim A/I(V)=2$ となる。 ゆえに、 その定義
する半群は必然的に simplicial になる。特に Buchsbaum の場合に、 どの

ような半群になるかは鴨井 [1C] によって研究されている。
また、 non simplicial 半群に付随した半群環で、Cohen-Macaulay にな

るものも存在する。 .
注意 上の定理は、 Cohen-Macaulay 性などの性質が、係数体 $k$ の標

数によらないことを示している。 一般の半群環については、そのような
ことはいえない ([14])。
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4 最後に

講演で最後に述べたことに関する正確な statement を付け加えます。
もちろん、 $\mathrm{h}\mathrm{t}I(V)-$ に関する制限はありません。

まず、 次を仮定する。
$Vt3$:positive, rank $V=r_{0}$ ,
$\exists v_{1},$

$\cdots,$ $v_{r_{\mathrm{O}}}\in V$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $V=\langle v_{1}, \cdots, v_{r_{0}}\rangle,$ $I(V)=(F(v_{j_{1}}+\cdots+v_{j_{s}}))$
$1\leq S\leq r_{0}$

.

$1\leq j_{1<}\cdots<j_{s}\leq r_{0}$

このとき、

定理 4.1 環 $A/I(V)\text{は}.C.ohen_{-}M,ac\vee a..\downarrow.\tau v\mathrm{J}ay\text{である_{。}}$

この定理は実際 free resolution を作ることによって示される。 $r_{0}$ が小
さい場合の free resolution は次のようになる。

$0arrow A^{2}arrow A^{3}arrow Aarrow 0$ $(r_{0}=2)$

$0arrow A^{6}arrow A^{12}arrow A^{7}arrow Aarrow 0$ $(r_{0}\Rightarrow 3)$

$0arrow,$ $A^{24}arrow A^{60}arrow A^{50}arrow A^{15}arrow Aarrow 0$ $(r_{0}=4)$

定理の条件をみたす例としては、

(1) $I(V)\mathrm{B}\grave{\grave{:}}$ almost complete intersection,

(2) $A/I(V)$ が planar distributive lattice に付随した環.
(講演ではここがはっきりしなかったところです)

がある。-
この節の内容については、現在論文準備中です。
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