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これは [Y2] のほぼ忠実な日本語訳である。

J. Leray [L] と L. $\mathrm{G}\circ \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ , 小竹武, J. Leray [G-K-L] は初期面が特性点を持つ場合

に, 正則なデータを持つ Cauchy 問題の解の特異点について調べた。彼らは, 解がある超

曲面 $K$の周りに分岐する事を示した。

浜田雄策は, 別のクラスの特性 Cauchy 問題を調べた。 この場合, データは全て regular

なのに解が真性特異点を持つ事がある。

方程式 $Pu=v$ を考える。 $u$ が分岐したり真性特異点を持つ場合まで含めて考えなけ

ればならない事はすでに判っている。そうなると, $v$が特異な場合まで許すのが望ましい。

勿論 $u$ の属するクラスを広げずにの話である。

[D] と [O-Y] は, こういう方針でなされた研究である。 これらは [L] と [G-K-L] の–般

化である。

この論説では [H] に類似の問題を考察する。 [H] に比べて作用素 $P$には強い条件を課

すが, $v$に課す条件は弱める。特異な場合を含めるのである。 さらに,[D] のような symbol

calculus を用いて, vが正則でも $u$ が真性特異点を持つ理由を分かりやすく説明する。本

当に分かりやすく書くので, みなさん読んで下さいね。
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$\llcorner|\S 1\mathrm{r}$ . $\text{結果}$

.

$S$ と $K$を $\mathbb{C}_{x}^{n}$の超曲面で, それぞれ $x_{1}$ $=x_{2}^{q}$ と $x_{1}=0$ で定義されるものとする。 ここ

で $q$は 2以上の整数。 $x=0$ における多価関数のクラス A $q,K$を導入する。 その定義は

$f(x)\in$ 鵠,K $\Leftrightarrow f(x)=\sum_{j=0}^{q-1}f_{j(X})Xj1^{/q}$
’ がは $x=0$ の近傍で正則

また,

$N_{q,K}^{l}=$ { $f(x)\in$ 人 $q,K$ ; $f$ は $S$ 上で $l^{\mathfrak{o}}$ 消える} $(l\geq 0)$

とおく。 さらに次のようにおく:

$\tilde{N}_{q,K}=\sum_{=j0}^{q}x_{1}\lim_{arrow,\ni}\mathcal{O}(X-1j/qX0\backslash K)_{\circ}$

人 $q,K$ は多価関数や真性特異点を持つ関数を含む。Cauchy 問題を設定するために次のク

ラスを導入する:

$\tilde{N}_{q,K}^{l}=$ { $f\in\tilde{N}_{q,K;}$ $f$ は $S$ 上で $l^{[]}$ 消える} $(l\geq 0)$ 。

次が主定理である。

定理 1. $P(x, D)$ を原点の近傍で定義された微分作用素で次の形のものとする:

$P(x, D)=D_{1}^{A_{1}A_{2}}D_{2}- \sum_{|\alpha|<A_{1}+A2}D\alpha a\alpha(_{X)},$
$A_{1}\geq 0,$ $A_{2}\geq 0_{0}$

ここで a\alpha (のは原点の近傍で正則で銑 と $x_{2}$ について多項式とする。 この時, 任意の

$v(x)\in D_{1}^{A_{1}}N_{q,K}^{A_{1}}$ に対し, $\tilde{N}_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}$ の元 u(勾がただ–つ存在して

$Pu=v$

が成り立つ。

注童. もし $\sum_{|\alpha|<A+A_{2}}D^{\alpha}a(1X\alpha)$ が $D_{1}$に関して高々且 1–1階ならば, $P$ は [O-Y] で扱わ

れたクラスに属し, 解 $u\text{は人_{}q,K^{+A}}A_{1}2$ に属する

111



定理 2. ([O-Y]) $A_{1}\geq 1$ と仮定する。 この時

$(A)x^{-\frac{q-1}{q}}N1q,K\subset D_{1}^{A_{1}}N^{A_{1}}-\underline{\mathrm{t}},K$ . さらに $A_{1}=1$ の時は等号が成り立つ $\circ$

$(B)$ もし $l\geq q$ ならば $x_{1}q\not\in D_{1}^{A_{1}}N_{q,K}^{A_{1}}$ 。

Theorem 2の証明は [O-Y] に書いた。 以下では, 定理 1を証明する。

マイクロ微分作用素と形式ノルムの定義をおさらいする。 詳しくは [K-K-K] を参照し

て下さい。

定義 1. $\Omega$ を $T^{*}\mathbb{C}_{x}^{n}$の conic な開集合とする。 $\xi$ で $x$ の dual な変数を表す。 $P(x, \xi)$ を

次の形の形式和とする:

$P(x, \xi)=k\sum_{=0}pm-k(X, \xi)\circ$

ここで $Pm-k(X, \xi)$ は\Omega で正則で\xiについて $m-k$ 次斉次とする。 $P(x, \xi)$ が以下の増大度

条件を満たすとき, $P(x, \xi)$ は\Omegaにおける $m$ 階のマイクロ微分作用素だという:

$\Omega$の任意のコンパクト集合 $K$ に対し正定数 $C_{K}$ が存在して

(G) $|pm-k(x, \xi)|\leq^{c_{K}^{k+1}}k!_{0}$

時には $P(x, \xi)$ を $P(x, D)$ と書く。

対応

$\Omega\mapsto$ {$P(x,$ $D)$ ; $P$ は\Omegaにおける $m$階のマイクロ微分作用素}

は $T^{*}\mathbb{C}^{n}$上の層をなす。 これを $\mathcal{E}(m)$ と表す。

マイクロ微分作用素の計算では [Bou-Kr] で定義された形式ノルムが大変有効である。

定義 2. 定義 1の状況で, 形式ノルム $N_{m}^{K}(P;t)$ とは次の式で定義される形式和である:

$N_{m}^{K}(P;t)= \sum\frac{2(2n)^{-k}k!}{(|\alpha|+k)!(|\beta|+k)!}k,\alpha,\beta\sup_{K}|D^{\alpha_{D_{\xi}}}x\beta p_{m}-k(X, \xi)|t^{2k+}|\alpha+\beta|\circ$

ここで和は $k\in \mathrm{N}_{0}=\{0,1,2, \ldots\}$ , $\alpha,$ $\beta\in \mathrm{N}_{0}^{n}$ に関してとる。

注意. もし $N_{m}^{K}(P;\epsilon)<\infty$ がある $\epsilon>0$ に関して成り立てば, 増大度条件 (G) が満たさ

れる。逆に, もし (G) が満たされれば, $N_{m}^{K’}(P;\epsilon)<\infty$ がある $K’\subset K$ と\epsilon >0に対して

成り立つ。

[Y] から 2つの補題を引用する。
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補題 1. ($[Y]$ の補題 10) $R(x, D)$ を階数 $\leq-j<0$ のマイクロ微分作用素でコンパクト

集合\mbox{\boldmath $\omega$} $\subset T^{*}\mathbb{C}_{x}^{n}$ のある近傍で定義されたものとする。 ここで $j$は正整数である。 このとき

次が成り立つ:

$N_{0}^{\omega}(R;t)<< \frac{(2n)^{-j}}{j!}t^{2j}N_{-}^{\omega}j(R;t)_{0}$

証明. 定義より

$N_{0}^{\omega}(R;t)= \sum_{k,\alpha,\beta}\frac{2(2n)^{-k}k!}{(|\alpha|+k)!(|\beta|+k)!}\sup_{\omega}|D_{x}\alpha_{D^{\beta}r}-k(X, \xi)|t^{2k|\alpha}++\beta|0$

ここで $R= \sum_{k\geq 0}r_{-k}$ であり, $r_{-k}$ は -k次斉次部分である。 $k=0,1,2,$ . $,$ , , $j-1$ に対

応する項による寄与はない。ゆえに $l=k-j$ と置くと,

$N_{0}^{\omega}(R;t)= \sum_{\beta l\geq 0_{\alpha}},\frac{2(2n)^{-(}l+j)(l+j)!}{(|\alpha|+l+j)!(|\beta|+l+j)!}$

$\mathrm{x}\sup_{\omega}|D_{x\xi(}^{\alpha_{D^{\beta}r}}-l+j)(X, \xi)|t^{2(lj)+|}+\alpha+\beta|$

次を示せば良い :

$\underline{2(2n)^{-(l}+j)(l+j)!}<\underline{(2n)^{-j}}\underline{2(2n)^{-l}l}$!
$(|\alpha|+l+j)$ ! $(|\beta|+l+j)$ ! $-$

$j$ ! $(|\alpha|+l)$ ! $(|\beta|+l)!\circ$

この評価は次の計算で得られる :

$\frac{2(2n)^{-(l}+j)(l+j)!}{(|\alpha|+l+j)!(|\beta|+l+j)!}\cross\frac{(|\alpha|+l)!(|\beta|+l)!}{2(2n)^{-l}l!}$

$\leq(2n)^{-j}\cross\frac{1}{(|\alpha|+l+j)\cdots(|\alpha|+l+1)}\mathrm{x}\frac{(l+j)\cdots(l+1)}{(|\beta|+l+j)\cdots(|\beta|+l+1)}$

$\leq(2n)^{-j}\cross\frac{1}{j!}\mathrm{x}1\circ$

口
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補題 2. ($[Y]$ の補題 11の特別な場合) $Q$ を階数 $\leq-1$ のマイクロ微分作用素とする。 こ

のとき

$N_{0}^{\omega}(Q^{j} ; t)<< \frac{(2n)^{-J}}{j!}t^{2j}\{N^{\omega}-1(Q;t)\}^{j}\circ$

証明. [B-Kr] により, $N_{-j}^{\omega}(Q^{j})<<\{N_{-1}^{\omega}(Q)\}^{j}$ である。 補題 2は補題 1から従う。 口

さて, 定理 1の $P$ を考えよう。 マイクロ微分作用素 P(x, $D$ ) を次の式で定義する:

$\tilde{P}(x, D)=D_{1}^{-A_{1}A_{2}}D_{2}-P(x, D)\circ$

明らかに

$\tilde{P}=1-\sum_{|\alpha|<A_{1}+A2}D_{1}-A1D_{2}-D\alpha a(A_{2}x)\alpha$

が成り立ち, その adjoint $\tilde{P}^{*}$ は

$\tilde{P}^{*}(_{XD},)=1-\sum_{<|\alpha|A_{1}+A2}a_{\alpha}(x)(-D1)^{-A}1(-D2)-A_{2}(-D)\alpha$

で与えられる。和の階数は $\leq-1$ である。 $\tilde{P}^{*}$ の逆を Rで表す。 Rは Neumann 級数で計

算できる:

$R=( \tilde{P}^{*})^{-1}=\sum_{j=0}Q(X, D)^{j}\circ$

ここで

$Q(x, D)=| \alpha|A_{1}+A\sum_{<2}a_{\alpha}(x)(-D1)^{-A}1(-D_{2})-A2(-D)\alpha\in \mathcal{E}(-1)\circ$

$q_{jk}$ を $Q^{j}$の $(-k)$ 次斉次部分とする : 即ち

$Q(x, D)^{j}= \sum_{k=j}^{\infty}qjk(x, D)\in \mathcal{E}(-j)\circ$

(実は, 後で示すようにこれは有限和である) 。 補題 2と形式ノルムの定義より,

$t>0$ のとき $\frac{2(2n)^{-k}t2k}{k!}\sup|q_{jk}|\leq\frac{(2n)^{-j}}{j!}t^{2j}\{N_{-1}(Q;t)\}^{j}$

(簡単のためコンパクト集合には言及しない) 。 従って,

(1) $|q_{jk}| \leq\frac{1}{2}(2n)^{-}j+k_{\frac{k!}{j!}}t^{2(jk}-)\{N_{-1}(Q;t)\}^{j}\circ$

次に, $Q^{j}= \sum_{k}qjk$ が有限和であることを示そう。 実際
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補題 3. によらない正整数 $m$ が存在して $Q^{j}$ は-j, $-(j+1),$ $\cdots)-mj$ 次の斉次部分の

みからなる。

証明. $a(x)D_{1}\gamma_{1}D_{2}^{\gamma 2}\cdots D^{\gamma_{n}}n$ の形の項を $(s, -t)$ 型と呼ぼう。 ここで $s\in$ No, $t\in$ No $=$

$\{0,1,2,3, \cdots\}$ であり $a$ は正則関数で $x_{1}$ と $x_{2}$ については次数 $\leq s$ の多項式とする。 さ

らに\mbox{\boldmath $\gamma$}1+ $\cdot$ . . $+\gamma_{n}\geq-t,$ $\gamma_{1}\in \mathbb{Z},$ $\gamma_{2}\in \mathbb{Z},$ $\gamma_{3}\in \mathrm{N}_{0},$

$\ldots,$
$\gamma_{n}\in \mathrm{N}_{0}$ とする。 (もし $s’\geq s$ か

つ $t’\geq t$ であれば, $(s, -t)$ 型の項は $(s’, -t’)$ 型である) 。

全ての a\alpha が $x_{1}$ と $x_{2}$について次数 $\leq l$の多項式とする。 このとき $Q$ は $(l, -A)$ 型

$(A=A_{1}+A_{2})$ の項からなる。容易に判るようにもし $r_{1}(x, D)$ (resp. $r_{2}(x,$ $D)$ ) が

$(s_{1}, -t_{1})$ (resp. $(s_{2},$ $-t_{2})$ ) 型だとすると, $r_{1}(x, D)r_{2}(X, D)$ は $(s_{1}+s_{2}, -t_{1}-t_{2}),$ $(s_{1}+$

s2–1, $-t_{1}$ –t2 $-1$ ), $\ldots,$
$(0, -s_{1}-s_{2}-t_{1}-t_{2})$ 型の項からなる。 帰納法により $Q^{j}$は

$(jl, -jA),$
$\ldots,$ $(0, -jl-jA)$ 型の項からなることが示せる。 このことと $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}Q^{j}\leq-j$を

組み合わせて , 補題が示される。 $\square$

$r_{k}(x, D)$ を作用素 $R(x, D)= \tilde{P}^{*}(x, D)^{-1}=\sum_{j=0}^{\infty}Q(x, D)^{j}$ の $(-k)$ 次斉次部分とす

る。 このとき $R= \sum_{k=0}^{\infty}r_{k}(X, D)$ であり, また, 上の補題より

$r_{k}= \sum_{j=\lceil\frac{k}{m}\rceil}^{k}q_{jk}$ , ただし $\lceil\frac{k}{m}\rceil=\min\{n\in \mathrm{N}_{0}; n\geq\frac{k}{m}\}$

である。 評価 (1) を用いて次を得る :

$|r_{k}| \leq\sum_{\rceil j=\lceil\frac{k}{m}}^{k}|qjk|\leq\sum_{j=\lceil\frac{k}{m}\rceil}^{k}\frac{1}{2}(2n)-j+k\frac{k!}{j!}t^{2(j)}-k\{N-1(Q;t)\}^{j}\circ$

ここで

$\frac{1}{j!}\leq\frac{1}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\frac{1}{(j-\lceil\frac{k}{m}\rceil)!}$

を用いて

$|r_{k}| \leq\frac{1}{2}(2n)^{k2}k!\frac{1}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}t-k(2n)-\lceil\frac{k}{m}\rceil\{t^{2}N_{-1}(Q;t)\}\lceil\frac{k}{m}\rceil$

$\cross$ $\sum k(2n)^{-}(j-\lceil\frac{k}{m}\rceil)\frac{1}{(j-\lceil\frac{k}{m}\rceil)!}\{t^{2}N_{-}1(Q;t)\}^{j}-\lceil\frac{k}{m}\rceil$

$j= \lceil\frac{k}{m}\rceil$

$\leq\frac{1}{2}(2n)^{k2}k!\frac{1}{\lceil\frac{k}{m}\rceil}t-k(2n)-\lceil\frac{k}{m}\rceil\{t^{2}N_{-1}(Q;t)\}^{\mathrm{r}\frac{k}{m}\rceil}$

. $\exp\{\frac{1}{2n}t^{2}N-1(Q;t)\}$
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が判る。従って, 任意のコンパクト集合\mbox{\boldmath $\omega$} $\subset\{x\in \mathbb{C}^{n} ; |x|<<1\}\cross\{\xi;\xi_{1}\neq 0, \xi_{2}\neq 0\}\subset$

$T^{*}\mathbb{C}_{x}^{n}$に対して, $k$によらない正定数 $C_{\omega}$ が存在して

(2) $\sup_{\omega}|r_{k}(X, \xi)|\leq C_{\omega}^{k+1}\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\mathrm{o}$

ここで $|x|<<1$ とは $|x|$ が十分小さいということである。

さて

$r_{k}(X, D)= \sum_{|\beta|=-k}b_{\beta}(x)D^{\beta}\in \mathcal{E}(\{|x|<<1\}\cross\{\xi_{1}\neq 0, \xi_{2}\neq 0\})$

と表示する。 $\beta_{1}>0(\Rightarrow\beta_{2}<0)$ のときに $b_{\beta}(x)$ に関する評価を導こう。 部分和

$\sum_{k\geq 0|\beta|=-k,\beta 1}\sum_{\leq 0}b\beta(X)D^{\beta}$

は [D] のシンボルクラス $\mathcal{E}_{K}$ に属し, すでに良く判っている。

$b_{\beta}(X)= \frac{1}{(2\pi i)^{n-1}}\oint_{|\xi_{2}|=\delta}2\oint_{|\xi_{3}|=\delta’}\cdots\oint_{|\xi_{n}|=\delta’}\xi^{-}2\xi\beta_{2}-1-\beta_{3^{-}}1\ldots\xi_{n}3n-\beta-1$

$\cross r_{k}(x;1, \xi_{2}, \xi_{3}, \ldots, \xi n)d\xi_{2}d\xi 3^{\cdot}$ .. $d\xi_{n}$

なので,(2) より

(3) $|b_{\beta}(x)|\leq Ck+1,$$\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\delta_{2},\delta 2-\delta\beta 2\delta J-|\beta’|$ , $\beta’=(\beta_{3}, \ldots, \beta_{n})$ ,

を得る。 ここで $C_{\delta_{2},\delta’}$ は $k$によらない正定数。

このセクションを終える前に , 次に注意しよう:

$\tilde{P}^{-1}=R^{*}=\sum_{k=0}^{\infty}\{rk(x, D)\}^{*}=\sum_{k=0|\beta|=}^{\infty}\sum(-D)^{\beta}b-k\beta(X)0$

116



補題 4.

$( \frac{1}{z^{q-1}}D_{z})^{j}=\frac{1}{z^{qj}}\{\theta-q(j-1)\}\cdots\{\theta-q\}\theta$ , $j\geq 1\circ$

ここで $\theta=zD_{z}$ 。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\wedge}\wedge \text{明}$ .

$\theta\frac{1}{z^{k}}=\frac{1}{z^{k}}\theta-z\frac{k}{z^{k+1}}=\frac{1}{z^{k}}(\theta-k)$

である。補題は帰納法で示される。 口

補題 5. $j$を正整数とする。 $0<y<1$ の時,

$\sum\underline{\{k+q(j-1)\}\cdots\{}\infty k+q\}ky^{k}\leq\frac{j!y^{q}}{(1-y)\{yq-1(1-y)\}^{j}}\mathrm{o}$

$k=0$
$j$ factors

証明. 実際,

$= \frac{1}{y^{qj-q-j}}\frac{d^{J}}{dy^{j}}\sum_{k=0}^{\cdot}yk+q(j-1)$

$\leq\frac{y^{q}}{y^{(q-1)j}}\frac{d^{j}}{dy^{j}}(1+y+y+\cdots)2$

$= \frac{y^{q}}{y^{(q-1)j}}\frac{j!}{(1-y)^{j+}1}\mathrm{o}$

口

補題 6. $f(z)$ を $\{z\in \mathbb{C};|z|<r+\epsilon\},$ $r>0,$ $\epsilon>0$ , における正則関数とする。 もし

$|f(\mathcal{Z})|\leq M$ が $\{z\in \mathbb{C};|z|\leq r\}$ で成り立てば, $\{z\in \mathbb{C};0<|z|<r\}$ において,

$|( \frac{1}{z^{q-1}}D_{z})^{j}f(\mathcal{Z})|\leq M\frac{j!(\frac{|z|}{r})^{q}}{(1-\frac{|z|}{r})\{|z|^{q}(\frac{|z|}{r})q-1(1-\frac{|z|}{r})\}^{j}}$
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である。

証明. $f$のテイラー展開を

$f(z)= \sum f_{k}\infty z^{k}$

$k=0$

とする。 このとき

$f_{k}= \frac{1}{2\pi i}\oint_{|z|=r}\frac{f(z)}{z^{k+1}}dZ$, $|f_{k}|\leq Mr^{-k}$

である。補題 4を用いて

$( \frac{1}{z^{q-1}}D_{z}\mathrm{I}^{f()=}j\infty-z\sum f_{k}\frac{1}{z^{qj}}\{k-q(j-1)\}\cdots\{kq\}kzk$

$k=0$

が判る。 右辺の級数は補題 5を用いて評価できる:

$|( \frac{1}{z^{q-1}}D_{z})^{j}f(Z)|$

$\leq\sum Mr^{-k_{\frac{1}{|z|qj}\{k}}\infty+q(j-1)\}\cdots\{k+q\}k|\mathcal{Z}|^{k}$

$k=0$

$= \frac{M}{|z|qj}\frac{j!(\frac{|z|}{r})^{q}}{(1-\frac{|z|}{r}\mathrm{I}\{(\frac{|z|}{r})q-1(1-\frac{|z|}{r})\}^{j}}\mathrm{o}$

口

$N_{q,K}$の研究の為に , 特異な座標変換 $z=x_{1}1/q$を用いる。 8で $\mathbb{C}_{z,x_{2},x}^{n}$ , の超曲面 $z=x_{2}$

を表す。 ここで $x’=(x_{3}, \ldots, x_{n})$ 。この特異な座標変換により, 同型

$N_{q,K}\simeq \mathcal{O}_{(z,x_{2},x’)}=0$

$f(x)= \sum_{j=0}^{-1}f_{j}(x)x^{j/}-1\tilde{f}q(arrow \mathcal{Z}, X2, X)/=q\sum_{j=0}^{q-1}fj(Z, X2, X)q/zj\circ$

が誘導される。 さらに $f\in N_{q,K}^{l}$ の時その時に限り $\tilde{f}$ は S上で $l^{\mathfrak{o}}$ 消える。
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命題 $\underline{1.}$ ($[D]$ 命題 6) 特性 Cauchy 問題

$D_{2}g=f\in N_{q}l,K$

は–意解 g\in Nj提を持つ。 さらにもし

$|\tilde{f}(_{Z,X_{2},X’})|\leq M\{|z|+|x_{2}-z|\}m$

がある正定数 $M$と非負整数 $m$ に対して成り立てば

$| \tilde{g}(_{Z,X_{2},X’})|\leq\frac{M}{m+1}\{|z|+|_{X_{2}}-Z|\}^{m}+1$

である。

証明. 方程式 $D_{2}g=f$ は $D_{2}\tilde{g}=\tilde{f}\text{に同値^{で}}$ , 初期面 Sはに変換される。 $\tilde{S}$ は 非特性

なので, 正則な解 g\tildeが–意に存在する。評価は初等的な積分表示から得られる。 口

この命題から判るように $N_{q,K}$ とその仲間は特性 Cauchy 問題の研究に適したクラス

である。 正則関数のクラスでは話がうまくまとまらない。

定義 3. 上の命題を用いて

$D_{2}^{-1}$ : $N_{q,K}^{l}arrow N_{q,K}^{l+1}$

を定義できる。 これは

$D_{2}$ : $N_{q,K}^{l+1}arrow N_{q,K}^{l}$

の右逆であるが, 左逆ではない。

$-$

注意. もし $u$ が $N_{q,K}$ の元で fが $x=0$ の近傍で正則ならば, $D_{2}^{-l}(f(x)u(x)),$ $l\in \mathrm{N}_{0}$ を

定義できる。 これは Cauchy 問題

$\{$

$D_{2}^{l}w(X)=f(_{X)(x)}u$

$w(x)\in N_{q,K}^{l}$

の–意解である。
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他方, $D_{2}^{-l}\circ f(X)$ は [D] のシンボ)レクラス $\mathcal{E}_{K}$ に属し, $(D_{2}^{-l_{\circ f(x}}))u(X)\in N_{q,K}^{l}$ は

[D] で定義されている。 Dunau は積分を右においている :

$D_{2}^{-l} \circ f(X)=f(x)D_{2}^{-l}+\sum_{+j=l1}f\infty j(_{X)D^{-}\circ}2j$

ここで $f_{j}(x)$ は正則関数。彼の定義は

$(D_{2}^{-l_{\circ f())u}l}x(X) \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=f(x)D^{-}u2(x)+=\sum_{jl+1}^{\infty}f_{j}(x)D_{2}^{-j}u(x)$

である。 これは上と同じ方程式の解となり, さらに

$D_{2}^{-l}(f(x)u(x))=(D_{2}^{-l}\circ f(x))u(x)$

である。 そんな訳で積分が右にあっても左にあっても違いはない。

いよいよ $\tilde{P}(X, D)^{-1}w(x)\in\tilde{N}_{q,K}$ を定義しよう。 ここで $\tilde{P}$ は\S 2で定めた記号で $w(x)\in$

$N_{q,K}$である。

$\tilde{P}^{-1}$ ta

$\tilde{P}^{-1}=\sum\infty$
$\sum(-D)^{\beta}b_{\beta(X})\in \mathcal{E}(\{|x|<<1, \xi_{1}\neq 0, \xi_{2}\neq 0\})$ , ord $\tilde{P}^{-1}\leq 0$

$k=0|\beta|=-k$

という表示を持つ。

$\beta_{1}\leq 0$ に対応する項からなる部分和は [D] のシンボルクラス $\mathcal{E}_{K}$ に属し, $N_{q,K}$への作

用は [D] で定義されている。従って, $\tilde{P}^{-1}$の作用を定義するとき, 一般性を失うことなく,

もし $\beta_{1}\leq 0$ ならば $b_{\beta}\equiv 0$ であると仮定してよい。 すなわち $\beta_{2}<0$ の項だけ考える。

$\tilde{P}^{-1}(x, D)w(X)=\sum^{\infty}\sum_{|k=0\beta|=-k}(-D)\beta b\beta(X)w(x)$

とおく。 $\text{これが}\tilde{N}q,K$の元を定めることを示すのが目標である。 $x_{1}^{1/q}=z,\tilde{w}(z, x_{2}, x’)=$

$w(z^{q}, X_{2}, X’),\tilde{b}_{\beta}(Z, x_{2}, x)/=b_{\beta}(z^{q}, X_{2}, X’)$ とおく。

$( \tilde{P}^{-1}w)(x)=\sum_{k}\infty=0|\beta|=\sum_{-}(\frac{1}{qz^{q-1}}kDz)\beta_{1})D_{2}^{\beta_{2}/}D^{\beta}\cdot(-1|\beta|\tilde{b};\beta(z, x_{2}, X’)\tilde{w}(Z, X2, X’)$
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となる。 \S 2の (3) により $(z, X_{2}, X/)=0$ の近傍 $X$ において

$|(-1)^{|\beta|}\tilde{b}\beta\tilde{w}|\leq C^{k}1,$ .$\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\delta_{2^{+}},\delta\delta-\beta 2\delta’2-|\beta’|\sup_{X}|\tilde{w}|$ , $|\beta|=-k$

となる。 より小さな近傍において正定数 $r’>0$ が存在して

$|D’(\beta’.-1)^{1}\beta|\tilde{b}\beta\tilde{w}|\leq\beta’!r’C^{k}-|\beta^{r}|+1,$$\cdot\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\delta 2,\delta\delta-\beta 2\delta/-2|\beta’|\sup|\tilde{w}x|$

が成り立つ。次に命題 1を, まず $m=0$ に対し, 次に $m=1$ に対しというように繰り返

して用いる。 こうして

$|D_{2}^{\beta_{2}}D’\beta^{r}$ . $(-1)^{1\beta}| \tilde{b}_{\beta}\tilde{w}|\leq\frac{\lambda^{-\beta_{2}}}{(-\beta_{2})!}\beta’!r’C_{\delta_{2^{+1}}}-|\beta’|k,\delta’$ . $\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\delta_{2}-\beta_{2}\delta’-|\beta’|\sup|\tilde{w}X|$

が $\{|z|<\lambda/3, |x_{2}|<\lambda/3, \ldots, |x_{n}|<\lambda/3\}$ において成り立つ。

補題 6より

(4) $|( \frac{1}{qz^{q-1}}D_{z})^{\beta}12D_{2}\beta D/\beta^{;}$ . $(-1)|\beta|\tilde{b}_{\beta}\tilde{w}|$

$\leq\underline{\beta_{1}!(\frac{|z|}{r})q}$

$(1- \frac{|z|}{r})\{q|z|q(\frac{|z|}{r})^{q}-1(1-\frac{|z|}{r})\}^{\beta_{1}}$

$\cross\frac{\lambda^{-\beta_{2}}}{(-\beta_{2})!}\beta’!r^{\prime-}C^{k}+1,$$\cdot\frac{k!}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}\mathrm{r}\beta;|\delta-\beta 2\delta’-|\beta’|\delta 2,\delta 2\sup|\tilde{w}x|$

が $\{0<|z|<r<\lambda/3, |x_{2}|<\lambda/3, \ldots, |x_{n}|<\lambda/3\}$ において成り立つ。 $|z|,$ $0<|z|<r$ ,

に連続に依存する定数 $C_{z}>1$ が存在して $\{q|z|^{q}(\frac{|z|}{r})^{q-1}(1-\frac{|z|}{r})\}^{-1}\leq C_{z}$が成り立

つ。 直ちに

$\underline{1}<C^{\beta_{1}}<C^{\beta_{1}+1\beta}’|+k=C_{z}^{-\beta_{2}}$

$\{q|z|q(\frac{|z|}{r})^{q}-1(1-\frac{|z|}{r})\}^{\beta_{1}}-$

$z$ $-$ $z$

を得る。

さらに\mbox{\boldmath $\delta$}’ $>0$ を $r’\delta’<1$ なるように十分小さく取ると,

$(r^{l}\delta’)-|\beta’|\leq(r’\delta’)^{-1}\beta J|-\beta_{1}-k=(r’\delta;)\beta_{2}$
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となる。 また容易に判るように
$\underline{\beta_{1}!\beta’!k!}<1$

$(-\beta_{2})$ ! $-$

となる。 なぜなら $\beta_{1}+|\beta’|+k=-\beta_{2}$であるから。 (4) とこれら 3つの不等式を組み合わ

せて

$|( \frac{1}{qz^{q-1}}D_{z})^{\beta_{1}}D_{2}^{\beta_{2}/}D^{\beta}\cdot(-1l)|\beta|\tilde{b}\beta\tilde{w}|$

$\leq\frac{(\frac{|z|}{r})^{q}}{(1-\frac{|z|}{r})\cdot\lceil\frac{k}{m}1!}(\frac{C_{z}\lambda\delta_{2}}{r’\delta},)^{-\beta_{2}}C_{\delta_{2},\delta}k+1,\sup_{x}|\tilde{w}|$

を得る。

fix された $k$ と $\beta_{2}$に対し,

$\#\{(\beta_{1}, \beta’);\beta_{1}>0, \beta’\in \mathrm{N}_{0^{-}}^{n}2, \beta 1+\beta_{2}+|\beta/|=-k\}\leq 2^{n-}2-k-\beta_{2}$

である。 故に

$| \sum_{k\geq 0\beta|}\sum_{|=-k}(\frac{1}{qz^{q-1}}D_{z})^{\beta_{1}}D\beta_{2}2D’\beta^{;}$ . $(-1)^{|\beta|}\tilde{b}_{\beta}\tilde{w}|$

$\leq\frac{(\frac{|q|}{r})^{q}\sup_{X}|\tilde{w}|}{1-\frac{|z|}{r}}\sum_{k\geq 0}\frac{C_{\delta_{2},\delta}^{k1}+\prime}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!}2\sum_{\beta=-\infty}-1\beta_{1}+|\beta’\rfloor\sum_{\beta_{2}=-k-}(\frac{C_{z}\lambda\delta_{2}}{r’\delta’})^{-\beta_{2}}$

$2^{n-2}( \frac{|z|}{r})^{q}\sup_{X}|\tilde{w}|$

$\leq$

$1- \frac{|z|}{r}$

$\sum_{k\geq 0}\frac{2^{-k}C_{\delta 2^{+}\delta}^{k}1}{\lceil\frac{k}{m}\rceil!},$

’
$\sum-1$

$( \frac{2C_{z}\lambda\delta_{2}}{r’\delta’})^{-\beta_{2}}$

$\beta_{2}=-\infty$

となる。

右辺は $\{0<|z|<<1, |x_{2}|<<1, .t\cdot, |x_{n}|<<1\}$ の任意のコンパクト集合上一様に絶

対収束する。 $\delta_{2}>0$ をコンパクト集合に応じて十分小さく取れば良い。

以上をまとめると, ついに次が示された。

$(\tilde{P}^{-1}w)(X)\in\tilde{N}_{q,K\circ}$

さらにもし $w\in$ 人 $q,KA_{1}+A_{2}$ ならば, 容易に判るように

$(\tilde{P}^{-1}w)(X)\in\tilde{N}_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}\circ$
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最初に次に注意しよう:

$D_{2}^{A_{2}}$ : $N_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}arrow N_{q,K^{\circ}}^{A_{1}}\sim$

故に

$D^{A_{1}}N_{q}^{A_{1}}=D^{AA_{2}A+}1D1,K12^{\cdot}KN_{q},1A_{2}\mathrm{O}$

$Pu=D_{1}^{A_{1}}D_{2}^{A_{2}}w,$ $w\in N_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}$ を解こう。 解 $u$ は $u=\tilde{P}^{-1}w\in\tilde{N}_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}$ で与えられ

る。 実際

$Pu=P(\tilde{P}^{-1}W)=D1A1D^{A_{2}}w2$

が成り立つ。 –意性は Cauchy-Kowalevski の定理を非特性点で当てはめれば出る。

$\overline{\lfloor\underline{\S 6.\text{浜田}}Q\sim}$

浜田 $([\mathrm{H}])$ は次の例を与えた。

$\{$

$(D_{2^{-}}^{2}D1)u(x)=0$

$u|_{S}=\gamma_{1}X_{2}^{3},$ $D_{1}u|s=\gamma 2X2\circ$

ただし

$S=\{x_{1}=x_{2}^{2}\}$ , $\gamma_{1}=\sum_{m=0}^{\infty}(-1)^{m}\frac{\Gamma(m-\frac{3}{2})}{(2m)!}$ , $\gamma_{2}=\sum_{m=0}^{\infty}(-1)^{m}+1\frac{\Gamma(m-\frac{1}{2})}{(2m)!}\circ$

解 $u(x)$ は

$u(x)= \sum_{m=0}^{\infty}(-1)m\frac{\Gamma(m-\frac{3}{2})}{(2m)!}xx2\frac{3}{12}-mm2$

で与えられる。 これは分岐しており, さらに真性特異点を持っている。 この現象を我々の
観点から解釈しよう。 まず問題を次の形のものに帰着する:

$\{$

$(D_{2}^{2}-D_{1})u(x)=v(x)|$
’ $v\in O_{x=0}$ は既知

$u|_{S}=0$ , $D_{1}u|s--0$ 。

マイクロ微分作用素

$(D_{2^{-}}^{2}D1)^{-1}=(1-D_{1}D-2)2-1D_{2}-2$

$= \sum(D_{1}D_{2}-2)^{j}D_{2}^{-}2=\infty\sum\infty D_{1}^{j}D_{2}-2j-2$

$j=0$ $j=0$
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を用いて , 解を

$u(x)=j= \sum^{\infty}D_{1}jD^{-}-2(xv)022j$

のように表示できる。

$z=x_{1^{/}}^{1}2$とおくと, 次を得る:

$u(z^{2}, X_{2}, X’)= \sum_{j=0}^{\infty}(\frac{1}{2z}D_{z)^{j}0}D_{2}-2j-2v(z, X_{2}, x)2/$

分岐は $D_{2}^{-2j-2}$のために起きる。真性特異点が現れるのは $( \frac{1}{2z}D_{z})^{j}$ という大子のせいで

ある。
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