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解析汎関数にたいして幾つかの変換を定義し、その応用として幾つ
かの定理と公式を導く。 $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}1_{\mathrm{S}}\circ \mathrm{n}$の定理、演算子法で重要なLerchの定理、
ディジタル信号の理論で用いられるWhittaker-Shanonnの定理 (あmpling
定理\rangle , ラプラス変換の理論で知られているWidderの公式、 $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}1_{\ddot{\mathrm{O}}\mathrm{m}}\mathrm{i}1_{\mathrm{C}\mathrm{h}}$ 展

開の例を与える $\mathrm{P}\circ 1\mathrm{y}\mathrm{a}- \mathrm{P}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\circ \mathrm{t}$ の公式などである。

1 解析汎関数のいくつかの変換

Wを Cnの開集合とする。H(W) でW上の正則関数の全体をあらわす。
$K$を Cnのコンパクト凸集合とするとき、

$H(K)= \lim_{K\subset W}indH(W)$

とおく。 $H(K)$ には $\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{S}$位相が入ることが知られている。 $H(K)$ の双対空

間を $H’(K)$ であらわし $H’(K)$ の元を解析汎関数とよ蟇 $T\in H’(K)$ とし

たとき Tの Fourier-Borel(フーリエボレル) 変換 T-(z) を次の様に定義する。

$\tilde{T}(z)=\langle Tt, e\rangle zt,$ $(_{Z\in}c^{n})$ .

又、 指数面心関数の空間を

$F_{Jxp}(C^{n} : K)=\{f(z)\in H(C^{n});\forall\epsilon>0, \exists C_{\epsilon}\text{ノ}>0, |f(z)|\leq c_{\text{ノ_{}\xi}}e^{H_{K(}}z)+\epsilon|z|, (z\in C^{7l})\}$ .

と定義する。
解析汎函数の Fourier-Borel変換の像については次の定理が知られている。
定理 1 (Ehrenpreis-Martineau) Fourier-Borel変換は解析汎関数の空間 $H’(K)$

から指数型整関数の空間 $Exp(C^{n};K)$ J\の線形位相同型である。
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Kが $K=\Pi_{i=1}^{n}K_{i}$という直積の形をしていると解析汎関数TのCauchy-
Hilbert(コーシーヒルベルト) 変換 T\check$(w)$ をつぎで定義することができる。

$\check{T}(w)=\langle\tau_{t},\prod_{i=1}^{n}\frac{1}{w_{i}-t_{i}}.\rangle$ .

ここで

$H_{0}( \prod_{i=1}^{n}(C\backslash K_{i}))=\{g(u’)\in H(\prod_{1i=}^{n}(c\backslash K_{i}));\lim_{arrow\infty}g(\mathrm{I}w|w)=0\}$

とおく。
このとき次が知られている。

命題 1. $\mathrm{c}_{\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{c}}\mathrm{h}\mathrm{y}$-Hilbert 変換は $H^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(K)$ から $H_{\text{。}}(\Pi_{i}^{n}=1(c\backslash K_{i}))$ への線形位
相同型である。

Cauchy-Hilbert変換の逆変換は境界値写像と呼ばれる。
例えば $f(t)\in C([a, b])^{\text{の}\mathrm{c}_{\mathrm{a}}\mathrm{h}}.\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{y}$-Hilbert変換を $F(t+iS)$ とするとき

$\lim_{sarrow 0^{\{(t}}p\urcorner+is)-F(t-is)\}$ $=F(\theta+i\mathrm{O})-F^{\urcorner}(t - i\mathrm{O})=-2\pi if(.t)$

が成立するからである。
次の Legendre多項式 $P_{n}(x)^{\text{と}第二種_{}\mathrm{L}}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{e}$関数 $Q_{n}(x)$ の関係はこの例
である。

$Q_{n}(\theta+i\mathrm{o})-Qn(t-i0)=-TiP_{n}(\iota),$ $(-1<t<1)$

さて $K=\Pi_{i=1}^{n}$ K,であるとき指数型円関数 $f(z)\in Exp(C^{n} : K)$ に対
しそのラプラス変換を次の様に定義する。

$L(f)(u’)= \int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}f(_{Z)edz}-wz$.

次が成立する。
命題 2.

$L\circ FB=cH$

つまりフーリエボレル変換を行ってからラプラス変換をしたものはコー
シーヒルベルト変換に等しい。
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.. Cnのコンパクト凸集合Kに対火番目座標への射影を瓦と表す。$K_{i}\subset$

$\{t_{i}\in C;|Imb_{i}|<\pi\},$ $(1\leq\prime i\leq n)$ であると変換 G (Avanissian-Gay変換)
が次の様にして定義できる。 . $\iota$

$G(T)(w)= \langle Tt,\prod_{i-\iota}n-\frac{1}{1-8D_{i}e^{\iota_{i}}}\rangle,$ $(w=(w1, \ldots u’ n))$ .

次の性質を持つ。
命題 3.(圖)

(1) $G( \tau)(w)\in H0(\prod(Ci=1\backslash exp(-Ki)))$ .

(2) $G( \tau)(u’)=\sum_{N^{n}m\in}\tilde{\tau}(rn)u’ m$ .

(3)(反転公式)

$\overline{T}(z)=(\frac{-1}{2\pi\sqrt{-1}})^{\nu}.\int_{\Pi_{i1}^{n}:}\mathrm{I}^{\urcorner}w-G(T)(w)-z-1du’$ .

が成立する。 但し、 F,は exp(-Ki) を正のむきに囲む路である,)

注意 (2) において $w=e^{-t}$とおくと

$G(T)(e-t)= \sum_{--}\overline{7^{1}}n^{-0}\infty(n)e\wedge\int-nt\overline{T}(\approx)=e^{-z}dc\mu(z)$ ,

となる。 但し、 $d \mu(z)=\sum^{\infty}n=0\delta(\mathcal{Z}-n)\text{、}$ (\mbox{\boldmath $\delta$}はディラックのデルタ関数)で

ある。 このため Avanissian-Gay変換は時々離散的ラプラス変換とも呼ば
れる。

数列空間 $l(K)$ と標本化写像

$l(K)=\{\{a_{m}\};\exists f:\in Exp(C^{\dot{n}} : K), s.t.a_{m}=f(\grave{m}), (m\in N^{n})\}$

と定義する。
命題 4($l(K)$ の特徴付{力 K $=\Pi_{i=1}^{n}K_{i}\subset\Pi_{i=1}^{n}\{t_{i}\in C;|Imt_{i}|<\pi\}$である

とする。 このとき次の (1), (2) $,(3)$ は同値である。

(1) $\{a_{m}\}\in l(K)$

(2) $m= \sum_{0}a_{m0}u)^{m}\in H(\prod_{i=1}c\backslash exp(-K_{i}))$
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(3)$\forall\epsilon>0,$ $\exists C_{\epsilon}>0,$ $| \sum a7\iota nc|\leq C_{\epsilon}\text{ノ}S?rp\iota\in K_{\epsilon}|\sum C_{n}e^{\iota n}|$ .

がすべての有限数列 (ある番号からさきではすべてゼロである数列){へ}
に対して成立する。

(1) と (2) の同値牲は Leroy-Lindel\"ofの定理の特別な場合と考えること
ができる。 又、 (1) と (3) の同値性は ([9]) による ‘」-.

$\cdot$

$L_{X}^{l^{1}}p(c_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{n} : K)\ni farrow\{.f(m)\}\in l.(K)$ を標本化写像と呼ぶ。 定義から
標本化写像は全射である。 さらにもし $K\subset\Pi_{i=1}^{n}\{t_{i}\in C;|Imt_{i}|<\pi\}\backslash$ で

あれば後述する Carlsonの定理により単射である。

2 Lerchの定理

[12] において次の指数型整関数に関する Lioui垣 e型定理を証明した。
定理 2 $f\in F_{Jxp}(C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}nK:)$ とし、 次の条件を満たしているとする (’

$|f(rn)|\leq A|m|p,$ $(m\in Z^{n}\Gamma\rangle$ .

もし Kが実コンパクト集合であると $f(z)$ は高々 $p$次の多項式である。

(注意) (1) $K=\{0\}$ のときは R.Gayにより示されたっ
(2) $K=\{0\},n=1$ とした場合の定理は ([4]) に出ている,\supset

さて、 定理 2を $n=1$ の場合に使うことにより Mikusinskiの方法 ([6])
とは異なる Lerchの定理の証明を与えることができる。

$l$

’

Lerchの定理
$f(t)$ を $[0, a]$ の連続関数で次の条件を満足しているとする。

$| \int_{0}^{a}f(t)e^{mt}dt|\leq M,$ $(m=0_{\text{、}}1,2, \ldots)$

このとき $f(t)=0$ である。

(証明)F(z) $= \int_{0}^{a}f(t)ez\tau dt$ とおく。 仮定から

$|F(m)|\leq M,$ $(rn=0,1, \ldots)$ .
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又 $F(z)$ の定義から

$|F(-m)| \backslash \leq’ a\sup_{t\in}1^{0_{a}}\cdot]|f(\iota)|,$ $(^{:}nl:=1,2, ..)$ .
’

が分かる。
$|F(_{Z})|\leq ae.ax.’(Z=.\cdot x. .\cdot+.iy\in.C)$

. $\lrcorner$ .

である。従って、定理 2により $F(\approx)$ は定数関数である。 $\lim_{zarrow-\infty^{F}}(\mathcal{Z})=0$

$.\text{に注意すると}\prime.\cdot$, .:. .
$F(\approx)=0^{\cdot},$ $(\approx\in C)$

;

. :.:
. .. $:_{\text{、}}.$

. ... .

が分かる。 ゆえにフーリエラプラス変換の単射性を使うか又はワイエル
シ\check \check l トラスの多項式近似定理を使うと

$f(t)=0,$ $(b\in[\mathrm{o}, a]).\cdot’.\dot{\}:.’.\cdot.’...\wedge.\prime\prime..\wedge^{-}.\cdot$

.
$\cdot i:_{\urcorner,-}’-4$

が結論できる。1
系 $f(t)$ を $[0, a]$ の連続関数で次の条件を満足しているとする。

$\int_{0}^{a}f(b)edmt0i=,$ $(m=0,1,2, \ldots)$ .

このとき $f(t)=0,$ $(t\in[0,a])$

である。

(注意)境界値写像を用いても証明できる。 ([15])

数学的帰納法を用いると Lerchの定理を次のように高次元化すること
ができる。
Lerchの定理の高次元化
$K=\Pi_{i=\iota}^{n}[\mathrm{o},a_{i}]$ とおく。 $f(t)\in C(K)$ は次の条件を満足しているとする。

$| \int_{K}f(i)edt|mt\leq M,$ $(m\in N^{n})$ .

このとき $f(t)=0,$ $(t\in K)$ である。

解析汎関数による Lerchの定理の–般化については [13] を見てくださ
い。
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3 Carlsonの定理
定理 $([2])f(z\rangle$

$\in.Ex.p(C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}nK:.)$ とし、 次の条件を満たしているとする。

$f(m)=0,$ $(m\in N^{n})$ .
もし $K\subset\Pi_{i1}^{n}=\{ti\in c:|Irnt_{i}|<\pi\}$ であると $f(z)=..,$ $0$ である ‘
(証明)
Martineau-Ehrenpreis の定理により

: $\overline{T}(z)=f(_{Z)}$

となる解析汎関数 T\in H’(K) が存在する。命題 3の (2) により

$G(T)(w)= \sum\overline{T}(m)uf=\sum m..f(m)w^{m}:..\cdot.\cdot$

仮定より $f(m)=0$であるので

$G_{T}(_{W})=0$ .

命題 3の (3)(反転公式) により

$f(\mathcal{Z})=0^{\cdot}$ .: . $\cdot$ . $\cdot$

が判る。

(注意)素粒子論などでは右半平面 (複素角運動量平面)上での指数型正
則関数に対する Carkonの定理が使われる。 このことも込めてCarkonの
定理に関する話題については例えば [ $14|$ を見てください。

4 Polya-Pisotの公式

Cauchy-Hilbert変換と Avanissian-Gay変換を結ぶものとしてっぎの公
式がある。
定理 ([5])
$K\subset\{t\in C;|Im\iota|<\pi\}$ とする。 このとき $f(z)\in F_{\lrcorner}1xp(c*. K)$ に対して

$\sum_{n=^{-}-- 0}^{\infty}f(n)e-nt=\frac{1}{2}f(0)+\sum_{n=_{-}}\infty\infty L(f)(t+2\pi in)$
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が成立する。 $\wedge\backslash$

(証明)

$\frac{1}{1-e^{(-t}}=\frac{1}{2}+\sum_{n=-\infty}^{\infty}\frac{1}{t-\dot{\zeta}+2\pi i7\iota}$

の両辺に解析汎関数 T\in H’(K) を作用させる,

例 (Schl\"omilch展開 [7])

$\sum_{n=0}^{\infty}j0(nx)e^{-}=\frac{1}{\sqrt{x^{2}+a^{2}}}na-\frac{1}{2}+\sum_{n=0}\infty(\frac{1}{\sqrt{(a+2mi\pi)2x+2}}-\frac{1}{\sqrt{(a-2mi\pi)2+x2}})$

$J_{0}(z)$ は $0$次のベッセル関数であり $6=\sqrt{-1}$である。

5 Widderの公式

Widderの公式 $f(\approx)\in Exp(C*. K),$ $g(w)= \int_{0}^{\infty}f(z)e-ztd_{\sim}’$, とする (o

$f(z)= \lim_{karrow\infty}\frac{(-1)^{k}}{k!}g^{(k})(_{\vee}^{\underline{k}}\sim)(\frac{k}{\approx})^{k+1}$ .

ここで $g^{(k)}$は $g(w)$ の k次導関数である。

解析汎関数の理論を使うと指数型整関数に対する Widderの公式を次
のようにして導くことができる。
(証明)f(z) $=\overline{T}(z)$ となる $T\in$

.
$H’(K.)\backslash$

が存在する。 又、命題 2により
$g(w)=\check{T}(w)$ である。 従って

$\lim_{karrow\infty}\frac{(-1)^{k}}{k!}g(k)(\frac{k}{z})(_{\vee}^{\underline{k}}\sim)^{k+}1.kz=\lim_{karrow\infty}<T_{t},$$(1+ \frac{zl}{k})>=\overline{\tau}(.)$ .

(注意)(1)上の証明はWidderによる証明 ([10]) とも Paley-Wienel$\cdot$ によ

る証明 $([8|)$ とも異なる。 ...$\cdot$ . . $-$...

(2)Kが–般のコンパクト凸集合のときには Fantappie $\text{変換}\hat{T}(p)$ を用いた

次の公式が成立する。 ([16]) $\sim_{j,\prime}..\cdot.’$

.

$\overline{T}(z),$
$= \lim_{karrow\infty}\frac{(n-1)!}{k!}\prod_{\iota-n}^{k}D\iota\hat{\tau}-(-_{\gamma,\sim})\underline{k}$ .
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ここで

1} $f(p)=lf( \mathrm{P})+\sum_{=i1}np_{i^{\frac{\partial’f(p)}{\partial p_{i}}}}$

.: $\iota.-$

.
${ }$

.

であり

$\hat{T}(p)-arrow\langle\tau t,\frac{1}{(1+\sum_{i=}^{n}1piti)^{n}}\rangle$

である。
(3)超幾何関数から合流型超幾何関数を得る操作はWidderの公式に他な
らない。 ([17]) ..$\cdot$ :... . $\cdot$ . $i$., .. $\cdot$..$\cdot$:. ‘

6 Sampling定理 :

$\mathrm{C}\mathrm{a}\dot{x}\mathrm{k}\circ \mathrm{n}$ の定理を使うと標本化写像 $Exp(C^{n}:.K)...\cdotarrow\iota \mathrm{t}(.K)$ が単射であ
ることが分かる。
$l(K)$ から $H_{0}(C\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash exp(-K))$ への対応はディジタル信号処理の分野では $z_{J}$

変換でとよばれている、–‘ $l..(K):\text{から}$ $Exp(C^{n}... :.. K)\wedge\cdot$

への対応は次の Sampling定
理で実現される。:1’

定理 $3([12])$ $K=\Pi_{i=}^{r\iota}\iota\sqrt{-1}[-bi, b_{i}],$ $(|b_{i}|<\pi)\text{とする_{。}}.\text{もし}f(\approx)\in$

$F_{\lrcorner}xp(CnK:)$ であると次が成立する。
$\backslash$

$f(z)_{-}- \lim_{\epsilonarrow 0_{m}}\sum\in Nne^{-\epsilon}f|n|(m)i=1\prod^{n}\frac{\sin(T(\approx i-m_{i}))}{\pi(z_{i^{-m)}}}$ .

注意 (1)$n=1$ のとき上の級数はWhittakeI-Shannonの補間公式、又は
Cardinal級数と呼ばれることもある。 . : ’$t,\cdot,\cdot.$ , .

(2) $\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$定理は $n=1$ のときは音声のディジタル信号処理で重票であ
り、 $n=2$のときは画像のディジタル処理で重要である。 $([1],[11])$

(3)指数型正則関数の自然数の上の値のみを使う補間公式としては例えば
Newtonの補間公式がある。 ([11])
例 (Dougal展開) $| \theta_{\mathrm{I}}^{1}<\frac{\pi}{2}$ とする「) このとき次が成立する。

$\iota$

$P_{z}( \cos\theta)=\sum Pn(\cos-\infty\infty\theta)\frac{\sin(\pi(\sim\vee-n))}{\pi(\sim\vee-n)}$

. ’.

$P_{z}(\cos\theta)$ は Legendre関数であり $P_{\mathit{7}l}(\mathrm{c}\mathrm{o}.\mathrm{s}\theta)$は $\mathrm{n}$次の Legendre多項式であ
る。
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