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1. Introduction と主な結果

$\Omega$ を境界 $\partial\Omega$ が滑らかな $\mathrm{R}^{n}$ の有界開集合とし, 境界値問題 (BVP)

$\{$

$(L+\lambda)u=f$ in $\Omega$

$u\in M$ at $\partial\Omega$

を考える. ここで $u=(u_{1}, \ldots, u_{N})$
.
及び $\partial_{j}=\partial/\partial x_{j}$ として,

$Lu= \sum_{j=1}^{n}A_{j}(x)\partial_{j}u+B(x)u$ , $A_{j}(x),$ $B(x)\in C^{\infty}(\overline{\Omega})$ , $A_{j}^{*}(x)=A_{j}(x)$

とする. また境界空間 $M(x)(x\in\partial\Omega)$ は $\mathrm{C}^{N}$ の線形部分空間で, maximal positive
という条件を満たすとする. 即ち各 $x\in\partial\Omega$ に対して, $\nu(x)=(l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}}(X), \ldots, \nu_{n}(x))$

を $\Omega$ に対する単位外法線として

れ

$A_{b}(x)= \sum\nu_{j}(x)A_{j}(x)$

$j=1$

で境界行列を表わすとき, 次の 2つの条件が満たされるとする.

$\langle A_{b}(X)V, V\rangle\geq 0$ , $\forall v\in M(x)$ ,
$\dim M(x)=\#${ $A_{b}(x)$の重複度を込めた非負固有値}.

ここでは, “
$f$ がある種の regularity をもつとき, 解 $u$ もまた同様の regularity

をもつかどうか ? ” という問題について考えてみたい.
$A_{b}(x)$ の rank が $\partial\Omega$ 上一定のときは既に多くの肯定的な結果が知られている.

(例えば [6], [7] などを参照のこと). しかし rank が–定でないときとしては, 特別
な場合が [5] で扱われているだけである. この報告では [5] の拡張として, 次のよう
な場合を考えてみる.

$O^{+}(O^{-})=$ { $x\in\partial\Omega;A_{b}(x)$ が正 (負) 定値}

として $\gamma^{\pm}$ を $O^{\pm}$ の境界とするとき, $\gamma=\gamma^{+}\cup\gamma^{-}$ が滑らかであって, $A_{b}(x)$ が
$\partial\Omega\backslash \gamma$ 上正則行列になっていて, 更に $M(x)$ は $\partial\Omega\backslash \gamma$ の各連結成分上滑らかであ
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るという場合を考えることにする. (特に $\gamma^{+}=\gamma^{-}$ のときが [5] で扱われている場
合となっている). このとき $M(x)$ は次を満たすことが分かる.

$M(x)=\{$
$\mathrm{C}^{N}$ if $x\in O^{+}$

$\{0\}$ if $x\in O^{-}$ .

正確には次のような条件の下で考えることにする. 各房 $\in\gamma$ に対して次を満たす
$\overline{x}$ の近傍 $U$ が選べる: $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A_{b}(x)$ が $\gamma\cap U$ 上 rank 一定の滑らか vector bundle
になっていて $V(x)=(v_{1}(x), \ldots , v_{P}(x))$ をその滑らかな基底ベクトルを並べた行
列とするとき, $h\in C^{\infty}(U)$ を $\gamma\cap U$ の定義関数として

$h(x)^{-1}V^{*}(X)A_{b}(X)V(x)$ , $V^{*}(x)A_{h}(X)V(x)$

は $\gamma\cap U$ 上滑らかな行列関数で同じ definiteness をもつとする. ここで

れ

$A_{h}(x)= \sum_{j=1}(\partial_{j}h)(X)A_{j}(x)$

とする. 注意として, 上の条件は $V(x),$ $h(x)$ の選び方には依ってはいない. (特に
$\gamma^{+}=\gamma^{-}$ のときは [5] と同じ条件となっている).
さて次のような関数を導入する.

$m_{\pm}(X)=\{r(x)^{2}+h_{\pm}(X)^{2}\}^{1}/2$ , $\phi_{\pm}(x)=m(X)-h\pm(x)$ .

ここで $r(x)\in C^{\infty}(\overline{\Omega})$ は $\Omega=\{r(x)>0\}$ で $\partial\Omega$ 上 $dr(x)\neq 0$ を満たすものと
し, $h_{\pm}(x)\in C^{\infty}(\overline{\Omega})$ を $O^{\pm}=\partial\Omega\cap\{h\pm(x)>0\}$ で $\gamma^{\pm}$ 上 $dh\pm(x)$ は $\nu(x)$ と

次独立となるものとする. この関数 $\emptyset\pm$ は次を満たしていることに注意しておく.

$\phi_{\pm}(x)\{$
$>0$ if $x\in\overline{\Omega}\backslash (O^{\pm}\cup\gamma^{\pm})$

$=0$ if $x\in O^{\pm}\cup\gamma^{\pm}$ .

また $q\in \mathrm{z}_{+}$ 及び $s,$ $t\in \mathrm{R}$ に対して次のように関数空間を定める.

$x_{()}^{q_{S,t}}(\Omega;\partial\Omega)=j=\cap\phi^{S}+\phi+q-jt+q-jH^{j}0q-(\Omega;\partial\Omega)$

但し $H^{j}(\Omega;\partial\Omega)$ は境界 $\partial\Omega$ に conormal な $i$ 次 Sobolev 空間を表わす.
以上の下で次の結果が得られた.
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定理 1.1 $q\in \mathrm{z}_{+}$ に対して次を満たす $\sigma(q)>0$ が選べる: $s,$ $t>\sigma(q)$ に対して
$\Lambda(q, s, t)\in \mathrm{R}$ があり, ${\rm Re}\lambda>\Lambda(q, s, t),$ $f\in X_{(t}^{q}-S,)(\Omega;\partial\Omega)\cap\phi_{-L^{2}}(\Omega)$ のとき

$||u||^{2_{q}}\mathrm{x}_{(-s,\iota)}(\Omega;\partial\Omega)+||\phi_{-}^{-1}u||_{L(\Omega}22)\leq C_{1}\{||f||^{2_{q}}\mathrm{x}-s,\iota)(()\Omega;\partial\Omega+||\emptyset_{-}-1f||_{L^{2}()}2\Omega\}$

を満たす (BVP) の弱解 $u\in X_{(-s,t}^{q}$)
$(\Omega;\partial\Omega)\cap\emptyset-L^{2}(\Omega)$ が存在する. ここで

$c_{1}=c_{1}(q, s, t, \lambda)>0$ は $f,$ $u$ に依らない定数である.

2. 主な結果の証明の概略

定理 1.1の証明. まず $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ とする. [5] と同様にして次の命題が示される.

命題 2.1 ある $\Lambda\in \mathrm{R}$ があり ${\rm Re}\lambda>\Lambda$ のとき, $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対する (BVP) の
弱解 $u\in L^{2}(\Omega)$ で $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap(O^{-}\mathrm{U}\gamma^{-)=}\emptyset$ を満たすものが存在する.

ここで次の 2つの定理を用いることで, $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ のときには定理 1.1は従う.

定理 2.2 $q’\in \mathrm{z}_{+}$ に対して次を満たす $\sigma(q’)>0$ が選べる: $s,$ $t>\sigma(q’)$ に対し
て $\Lambda(q’, s, t)\in \mathrm{R}$ があって ${\rm Re}\lambda>\Lambda(q’, s, t)$ のとき, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}u\cap(o^{-\cup\gamma}-)=\emptyset$

なる $u\in L^{2}(\Omega)$ が $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対する (BVP) の弱電とすると, このとき $u$ は

$u\in x_{(-}^{q’}(s,t)\partial\Omega;\Omega)$ を満たす.

定理 2.3 $q\in \mathrm{z}_{+}$ に対して次を満たす $\sigma(q)>0$ が選べる: $s,$ $t>\sigma(q)$ に対して
$\Lambda(q, s, t)\in \mathrm{R}$ があり ${\rm Re}\lambda>\Lambda(q, s, t)$ 及び $q’\in \mathrm{Z}_{+}$ が $q’>q+n/2+1$ を満た
すとし, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap$ ( $O^{-}\mathrm{U}\gamma^{-)=}\emptyset$ なる $u\in x_{(-}^{q’}(s,t)\partial\Omega;\Omega$ ) が $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対す
る (BVP) の弱国とすると, このとき次の評価が満たされる.

$||u||^{2_{q}}x_{(-s,t}(\Omega;\partial\Omega)+)||\phi_{-}^{-}1u||_{L^{2}}2(\Omega)\leq C_{1}\{||f||_{\mathrm{x}}2_{q,(-s},t)(\Omega;\partial\Omega)+||\emptyset_{-}-1f||_{L^{2}()}2\Omega\}$.

ここで $C_{1}=C_{1}(q, s, t, \lambda)>0$ は $f,$ $u$ に依らない定数である.

次に $f\in x_{(-s,t}^{q}()\Omega\Omega;\partial)\cap\phi_{-L^{2}}(\Omega)$ のときを考える. ここで $C_{0}^{\infty}(\Omega)$ は

$X_{(-s,t}^{q})(\Omega;\partial\Omega)\cap\phi_{-}L^{2}(\Omega)$ で稠密であることから, $f$ を $C_{0}^{\infty}(\Omega)$ の元で近似し

て上の議論を用いることで示される.
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Regularity を得る本質は定理 22にある. したがってこの報告では, 定理 22
を示すことを中心としたい. 簡単のために問題を局所化して扱うことにする. そ
のなかでも特に $\gamma^{+}$ の近くの近傍 $U$ で考えることにする. (仮定から $\gamma^{+}\cap U$ 上

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A_{b}(X)=P$ とする). 局所座標で考えることで次を仮定してよい.

$r=x_{1}$ , $h_{+}=x_{2}$ , $\Omega=\mathrm{R}_{+}^{n}$ , $\partial\Omega=\partial \mathrm{R}_{+}^{n}$ ,
$\gamma^{+}=\{(0,0, X^{J})’;x’J\in \mathrm{R}^{n-2}\}$ , $O^{+}=\{(0, x’);X2>0\}$ .

ここで $x=(X_{1}, X^{;})=(X_{1}, X_{2}, X’)’=(x_{1}, x_{2}, x3, \ldots, xn)$ とする また $u\in$

$L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})$ は $f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}_{+}n)$ に対する (BVP) の弱解として次を仮定してよい.

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\subset\{|x|<1, x_{1}\geq 0, \phi_{-}(x)>\eta\}$ .

ここで $\eta>0$ は小さな paramater を表わす. 更に従属変数を適当に変換すること
で, $(0, x’)\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ に対して次を仮定してよい.

$A_{b}(x^{;})=$ ,

$M(x’)=\{$
$\mathrm{C}^{N}$ if $x_{2}>0$

$\{0\}\cross \mathrm{c}^{N}-p$ if $x_{2}<0$ .

ここで $I_{p},$ $I_{N-p}$ はそれぞれ $P$ 次, $N-p$ 次単位行列を表わす.

3. Tangental regularity

以下では単に $||\cdot||$ で $L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})$ または $L^{2}(\mathrm{R}^{n})$ の norm を表わす.
半空間 $\mathrm{R}_{+}^{n}$ で考えたとき, 境界 $\partial \mathrm{R}_{+}^{n}$ に conormal な $q$ 次 Sobolev 空間

$H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n}; \partial \mathrm{R}n)+$ は次のように表わすことができる.

$H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n};\partial \mathrm{R}_{+}n)=\{w\in L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n});\mathrm{Z}^{\alpha}w\in L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n}), |\alpha|\leq q\}$,
$||w||_{H(}^{2}q\mathrm{R}_{+}^{n};\partial \mathrm{R}_{+}^{n})=\Sigma|\alpha|\leq q||\mathrm{z}\alpha w||2$ .

但し $\mathrm{Z}=(x_{1}\partial 1, \partial 2, \ldots, \partial n)$ とする. この空間 $H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n}; \partial \mathrm{R}n)+$ について詳しく調
べるために, 次のような変数の変換について考察する.

$w(\# x)=w(e^{x_{1}}, x’)e^{x_{1}}/2$ , $a^{\mathfrak{h}}(x)=a(e^{x\prime}1, x)$ .

このとき $\#$ : $L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})arrow L^{2}(\mathrm{R}^{n}),$ $\#$ : $L^{\infty}(\mathrm{R}_{+}^{n})arrow L^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$ は norm 不変な全単
射であって, $(aw)\#=a\#_{w}\#$ が成立する. また微分との関係については次が分かる.

$\partial_{1}(w^{\#})=(\mathrm{z}_{1}w)\#+(w)^{\#}/2$ , $\partial_{j}(w^{\#})=(\mathrm{z}jw)\#$ , $2\leq j\leq n$ ,
$\partial_{j}(a^{\#})=(\mathrm{Z}_{j}a)^{\mathfrak{h}}$ , $1\leq j\leq n$ .

これより次の補題が従う.
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補題 3.1 $w\in H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n}; \partial \mathrm{R}n)+$ であることと, $w\#\in H^{q}(\mathrm{R}^{n})$ であることは同値で
ある. 更にこのとき, $||w||_{H^{q(;\partial}}\mathrm{R}^{n}+\mathrm{R}_{+}^{n}$ ) と $||w|\#|_{H^{q}}(\mathrm{R}^{n})$ は同値な norm である.

このことから $w\in H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n}; \partial \mathrm{R}n)+$ に対して, $||\cdot||_{Hq(\mathrm{R}^{n};\partial \mathrm{R}_{+}^{n}}+$ ) と同値である次

のような norm を導入する. ([3] の 24節も参照のこと).

$||w||_{q}^{2},tan$ $=||w^{\#}||_{q}^{2}$ $= \int_{\mathrm{R}^{n}}|(w)^{\wedge}\#(\xi)|2\langle\xi\rangle^{2}qd\xi$ ,

$||w||^{2}q,tan, \delta=||w^{\#}||_{q,\delta}2=\int_{\mathrm{R}^{n}}|(w^{\#})^{\wedge}(\xi)|^{2}\langle\xi\rangle^{2q2}+\langle\delta\xi\rangle-2d\xi$, $0<\delta\leq 1$ .

ここで $(w)^{\wedge}\#(\xi)$ は $w(\# x)$ の Fourier 変換を表わす. この norm について次のこ

とが分かる. (同様に [3] を参照のこと).

補題 3.2 $q\in \mathrm{Z}_{+}$ で $q\geq 1$ とする. このとき次の (i), (ii) は同値である.

(i) $w\in H^{q}(\mathrm{R}_{+}^{n};\partial \mathrm{R}n)+$ である.
$\backslash$ . . $\cdot$ : :.

(ii) $w\in H^{q1}-(\mathrm{R}_{+)}^{n}\partial \mathrm{R}_{+}^{n})$ で, $||w||_{q,\delta}tan$, は $0<\delta\leq 1$ について–様に有界である.
更にこのとき, $||w||_{q-}1,tan,\delta\nearrow||w||_{q,a}tn(\delta\searrow 0)$ が成り立つ.

今次の命題を認めることにする.

命題 3.3 $q\in \mathrm{Z}_{+},$ $q\geq 1$ に対して次を満たす $\sigma(q)>0,$ $c_{0}(q)>0$ が選べる:

$s,$ $t>\sigma(q)$ に対して $\Lambda(q, s, t)\in \mathrm{R}$ があり ${\rm Re}\lambda>\Lambda(q, s, t)$ 及び
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\subset\{|x|<1, x_{1}\geq 0, \phi_{-(X})>\eta\},$ $u\in X_{(t}^{q-1n}-S+1,+1)(\mathrm{R}_{++};\partial \mathrm{R}n)$ なる

$u\in L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})$ が $f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}_{+}n)$ に対する (BVP) の弱解とする. このとき
$\phi_{+^{\phi_{-}^{-}}}^{S}tu\in H^{q-1}(\mathrm{R}_{++}^{n};\partial \mathrm{R}n)$ で, $0<\delta\leq 1$ に対して次が満たされる.

$( \min(s,t)-\sigma(q))||\phi^{S}+\emptyset_{-}-tu||^{2}q-1,tan,\delta$

$.\leq c_{0}(q)\{||\phi^{s}+\phi^{-t}-f||2q-1,tan,\delta+||\phi_{+}^{s}\emptyset_{-}^{-t}u||_{qan}2\}-1,t,\delta$

$+C_{1}\{||f||^{2}X^{q-1}(1,t1)|(- s++\mathrm{R}_{+}^{n};\partial \mathrm{R}_{+}^{n})|u||^{2}x_{(+}q-1(1)+;\mathrm{R}n\partial++|- s+1,t\mathrm{R}_{+}^{n})|f||^{2}+||u||^{2}\}$.

ここで $C_{1}=C_{1}(q, s, t, \lambda, \eta)>0$ は定数である.

定理 2.2の証明. $q’$ に関する induction で示す. $q’=0$ のときは明らかなので,
$q’-1$ まで成り立つとして $q’$ のときを考える. $s’=s-1,$ $t’=t+1$ とおくと

induction の仮定から次が分かる.

$u\in x_{(t’)}q’-1(-S’,n\mathrm{R}_{++};\partial \mathrm{R}n)$ $=$ $X_{(1,t1}^{q’-1}-s++)(\mathrm{R}_{++}n;\partial \mathrm{R}n)$

$=$ $q’j=0\overline{\cap}\phi_{+}-s+q^{J}-j\emptyset_{-}t+q-\prime jH^{j}(\mathrm{R}_{+}^{n};\partial \mathrm{R}_{+}^{n})1$ .

これより命題 33が適用できる. ここで $||\phi_{+^{\phi_{-f||_{q’\delta}}}}^{S}-t-1,tan,\leq\exists C$ に注意すること

で, $||\phi_{+}^{S}\emptyset_{-|}^{-}tu|_{q\delta}’-1,tan$, は $0<\delta\leq 1$ について–様に有界であることが分かるので,

補題 32より $u\in\phi_{+}^{-S}.\phi_{-^{H}}^{t}q’(\mathrm{R}^{n};\partial++\mathrm{R}n)$ つまり $u\in x_{(-}^{q’}(S,t)+;\mathrm{R}^{n}\partial \mathrm{R}n+)$ が従う.
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さて命題 3.3を示すのに重要な働きをする次のような作用素を導入する.

$J_{\epsilon}w(X)= \int_{\mathrm{R}^{n}}w(x1e-y_{1},’-Xy)’-y1/2(e\chi\epsilon y)dy$ , $0<\epsilon\leq 1$ .

ここで $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$ は次を満たすもので, $\chi_{\epsilon}(y)=\epsilon^{-n}x(\epsilon^{-}1y)$ とする.

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\chi\subset\{|y|<1, y_{1}<0, y_{2}>0\}$ ,
$\hat{\chi}(\xi)=O(|\xi|^{k})$ , $(\xiarrow 0)$ ,

$\hat{\chi}(t\xi)=0,$ $\forall t\in \mathrm{R}\Rightarrow\xi=0$ .

但し $k>0$ は十分大きくとっておく. このとき $(J_{\epsilon}w)\#=w*\#\chi_{\epsilon}$ や $[\mathrm{Z}_{j}, J_{\epsilon}]=0$

などの関係が分かる. また [3] の Theorem 2.4.1. より, 次の命題が従う.

命題 3.4 $q\in \mathrm{Z}_{+},$ $1\leq q<k$ に対して $c_{0}=C_{0}(q)>0$ があり,
$w\in H^{q-1}(\mathrm{R}_{++}^{n}; \partial \mathrm{R}n)$ 及び $0<\delta\leq 1$ に対して次が満たされる.

$c_{0}^{-1}||w||_{q\delta}2rightarrow 1,tan$,
$\leq$ $\int_{0}^{1}||Jw|\epsilon|2\epsilon-2q(1+\delta 2/\epsilon^{2})^{-1}d\epsilon/\epsilon+||w||_{q-1}^{2},tan$

$\leq$ $c0||w||_{q\delta}2-1,tan,\cdot$

4. 解の tangental regularity を得る評価

さて命題 33 の証明の概略を与える. $q\in \mathrm{z}_{+},$ $q\geq\cdot 1$ とする. また
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\subset\{|x|<1, x_{1}\geq 0, \phi_{-}(X)>\eta\},$ $u\in X_{(+1,t1}^{q-1}-S+)(\mathrm{R}n+;\partial \mathrm{R}n+)$ なる

$u\in L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})$ が $f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}_{+}n)$ に対する (BVP) の弱解とする $\mathrm{s}$
このとき

$\phi_{+^{\phi_{-}^{-}}}^{S}tu\in H^{q-1}(\mathrm{R}_{++}^{n};\partial \mathrm{R}n)$ は困難なく得られるので, 以下では評価のみを考
える. そのために次の 3つの命題を準備しておく.

命題 4.1 次を満たす $\sigma_{0}>0,$ $c_{0}>0$ が選べる: $s,$ $t>\sigma_{0}$ に対して $\Lambda(s, t)\in \mathrm{R}$

があり ${\rm Re}\lambda>\Lambda(s, t)$ で $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\subset\{|x|<1, x_{1}\geq 0, \phi_{-}(X)>\eta\}$ なる

$u\in L^{2}(\mathrm{R}_{+}^{n})$ が (BVP) の弱解とするとき, $0<\epsilon\leq 1$ に対して次が満たされる.

$( \min(S, t)-\sigma_{0})||\phi^{s_{\emptyset_{-}Ju}}+-t\epsilon||2\leq c_{0}||m+\emptyset s\phi_{-}^{-t}+(L+\lambda)J\epsilon u||2$ .

命題 4.2 $a(x, y)\in B^{\infty}(\mathrm{R}n\cross \mathrm{R}n)$ とする. $\alpha\in \mathrm{Z}_{+}^{n}$ に対して次を満たす
$c=c(\alpha)>0$ が選べる: $w\in H^{q-1}(\mathrm{R}_{++}n ; \partial \mathrm{R}n)$ に対して次のようにおく.

$W_{\epsilon}(x)= \int_{\mathrm{R}^{n}}a(x, y)w^{\#}(x-y)y\chi\alpha\epsilon(y)dy$ .
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このとき $0<\delta\leq 1$ に対して次が満たされる.

$\int_{0}^{1}||W_{\epsilon}||^{2}\epsilon^{-}2q(1+\delta 2/^{2}\epsilon)^{-}1d\epsilon/\epsilon$

$\leq$ $\{$

$c||w||_{q-|\alpha|}2-1,tan,\delta$
’

$|\alpha|\leq q-1$

$c||w||^{2}$ , $|\alpha|\geq q$ .

命題 4.3 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}w\subset\{|x|<1, x_{1}\geq 0\}$ なる $w\in X_{(_{\acute{S}’},t\text{り^{}(}+}\mathrm{R}^{n};+\partial \mathrm{R}^{n}$ ) に対して, 次
の 2つの norm は同値である.

$||w||_{X_{(,)}}q_{St}’,J(\mathrm{R}_{+}n;\partial \mathrm{R}_{+}^{n})$ ’ $\sum_{|\alpha|\leq q’}||\phi+-S’-q’+|\alpha|\phi---t’|\mathrm{Z}^{\alpha}w|q’+|\alpha|$
.

これらの証明はここでは与えない. (命題 42については [3] の Theorem 242な

ども参照のこと).
以下で命題 33の評価を示そう. まず命題 34から次が分かる.

$||\phi_{+^{\phi_{-|}}}^{S}-tu|^{2}q-1,tan,\delta$

$\leq$ $c_{0} \{\int_{0}1|||(J_{\epsilon}\phi_{+}^{S}\phi-u)-t\#||2\epsilon-2q(1+\delta 2/\epsilon)^{-1}2d\epsilon/\epsilon+||\phi S+\phi_{-u}^{-}t|^{2}q-1,tan\}$ .

ここで Taylor 展開を用いることで次のように表わせることに注意する.

$(J_{\epsilon} \phi_{+^{\phi_{-}^{-t})=}}^{S}u\#\int(\phi_{+}^{s}\phi_{-}^{-t})\#(_{X}-y)u^{\#}(X-y)\chi\epsilon(y)dy$

$=$
$\sum_{|\beta|\leq q}(\beta!)-1(\mathrm{Z}^{\beta}(\phi_{+^{\phi_{-)}}}S-t)\mathfrak{h}(x)\int u^{\#\beta}(x-y)(-y)\chi\epsilon(y)dy$

$+ \sum_{+|\beta|=q1}(\beta!)-1\int\Phi(x, y)u^{\#}(X-y)(-y)\beta\chi_{\epsilon}(y)dy$

$=$ :
$\sum_{|\beta|\leq q}U_{\beta}(X)+\sum|\beta|=q+1U\beta(x)$

.

但し

$\Phi(x, y)=(q+1)\int_{0}^{1}(1-\theta)q(\mathrm{Z}\beta(\phi^{s}+\emptyset_{-}^{-}t))\#(x-\theta y)d\theta$.

$|\beta|=0$ の項は, $U_{\beta}=(\phi_{+^{\phi_{-}u}}^{S}-tJ_{\epsilon})\#$ より 命題 4.1を適用する. $|\beta|\geq 1$ の項は,
$|\mathrm{Z}^{\beta}(\phi^{S}+\phi_{-}^{-}t)|\leq\exists C\phi_{+}^{s-|}\emptyset\beta|-t--|\beta|$ とできることや次の補題を用 v・る.

補題 4.4 次を満たす $c>0$ が選べる: $x-y\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\#,$
$y\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}x\epsilon$ なる (X, $y$ )

及び $0\leq\theta\leq 1$ に対して, 次が満たされる.

$(\phi_{+})^{\mathfrak{h}}(x-\theta y)\leq c(\phi_{+})\#(X-y)$ , $\cdot$

$(\phi_{-}^{-1})\#(x-\theta y)\leq c(\phi_{-}^{-1})^{\mathfrak{h}}(x-y)$ .
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この補題から粗く言って次のようにおさえちれる.

$|U_{\beta(_{X)|}} \leq\exists C|\int(\phi s+\emptyset-|\beta|-)^{\#}-t-|\beta|(X-y)u(\#-y)(-y)\beta x_{\epsilon}(y)dXy|$.

更に命題 4.2, 命題 43を用いることで次のように評価できる.

$\int_{0}^{1}||U\beta||2\epsilon^{-}(2q1+\delta 2/^{2}\epsilon)^{-}1d\epsilon/\epsilon$

$\leq$ $\{$

$C_{1}||u||_{X^{q}(;}2(-s+1,t+1)-1\mathrm{R}_{+}^{n}\partial \mathrm{R}_{+}^{n})$ ’
$1\leq|\beta|\leq q$

$C_{1}||u||^{2}$ , $|\beta|=q+1$ .
よってこれらをまとめて次が得られることが分かる.

$( \min(s, t)-\sigma_{0})||\phi_{+}s\emptyset^{-t}-u||^{2}q-1,tan,\delta$

$\leq$ $c_{0} \int||(m_{+}\phi_{+^{\phi^{-t}}}^{s}-)^{\#}((L+\lambda)J\epsilon u)\#||^{2-2q}\epsilon(1+\delta 2/^{2}\epsilon)^{-}1d\epsilon/\epsilon$

$+C_{1}$ { $||u||^{2}X$

乙+l,t+l)(R$+n;\partial \mathrm{R}_{+}^{n})+||u||^{2}$ }.

さてここで右辺について次を用いる.

$((L+\lambda)J_{\epsilon}u)^{\#}=(J\epsilon(L+\lambda)u)\#+([L, J\epsilon]u)^{\#}$.

このとき第 1項については殆ど問題なく処理できる. (実際,

$(J_{\epsilon}(L+ \lambda)u)^{\#}=\int((L+\lambda)u)\#(x-y)\chi\epsilon(y)dy$

とでき, 外にある $(m_{+}\phi_{+\emptyset^{-t}}S-)\#(X)$ を積分の中にいれることで同様に議論できる).
したがって以下では第 2項についての考察を行う. 次のように表わせることに注意
しておく.

れ

$L=-A_{b}(xJ) \partial 1+A_{1}(X)\mathrm{z}1+\sum_{=j2}A_{j}(X)\mathrm{Z}j+B(X)$ .

まず $([A\mathrm{Z}_{j}, J_{\epsilon}]u)\#$ の項から考えてみることにする.

$([A\mathrm{Z}_{j}, J\epsilon]u)^{\#}(x)=([A, J_{\epsilon}]\mathrm{Z}_{j}u)^{\#}(x)$

$=$ $\int\{A^{\mathfrak{y}}(X)-A\#(x-y)\}(\mathrm{Z}_{j}u)^{\#}(x-y)\chi_{\epsilon}(y)dy$

これよりこの項は次の形の項の和で表わされる.

$\int a(x, y)u^{\#}(X-y)y\chi\alpha\epsilon(y)dy$ , $|\alpha|=1$ ,

$\int a(x, y)\partial x_{j}u(\# x-y)y^{\alpha}x\epsilon(y)dy$ , $|\alpha|=1$ .
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但し $a(x, y)\in B^{\infty}(\mathrm{R}^{n}\mathrm{x}\mathrm{R}^{n})$ は適当なものとする. 上の項については, 外にある
$(m_{+}\phi_{+\emptyset_{-}^{-}}st)\#(x)$ を積分の中にいれることで上の議論と同様にできる, 下の項につ
いては, $\partial_{x_{j^{u}}}\#(x-y)---\partial u\#(y_{j}x-y)$ を用いることで

$\int\partial_{y_{j}}\{a(_{X}, y)y\alpha\chi\epsilon(y)\}\cdot u\#(x-y)dy$

と表わされるので, この項もまた同様にして処理できる. $([B, J\epsilon]u)\#$ の項も同じく
して扱うことができる.
したがって残っているのは $([A_{b}\partial_{1,\epsilon}J]u)\#$ の項だけである. ここで

$([Ab\partial_{1}, J\epsilon]u)^{\#}(X)$

$=$ $A_{b}(x) \int(\partial_{1}u)^{\#}(x-y)e^{-y_{1}}x_{\epsilon}(y)dy-\int A_{b}(x-y)(\partial 1u)\#(X-y)\chi_{\epsilon}(y)dy$

とできるので, この項は結局次の形の項の和で表わすことができる.

$\int a(x, y)(\partial_{1}u)\#(X-y)y^{\alpha}\chi_{\epsilon}(y)dy$ , $|\alpha|=1$ .

ところで $m_{+}^{2}=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}$ であったことを思い出そう. これより

$\partial_{1}=m_{+}-2x_{11}\mathrm{z}+m_{+}^{-2}x_{2}\cdot x_{2}\partial_{1}$

とでき, また $\tilde{A}(x)$ を適当な行列として

$x_{2}\partial_{1}=\tilde{A}(x)Ab\partial_{1}$

れ

$=$
$A(x) \{-L+A_{1}(X)\mathrm{Z}_{1}+j=\sum_{2}A_{j}(x)\mathrm{z}j+B(x)\}$

とできることから, $([A_{b}\partial_{1}, J_{\epsilon}]u)\#$ は次の形の項の和で表わされることが分かる.

$\int a(x, y)(m_{+}-2)^{\#}i(X-y)u(\# x-Xy)y\chi\alpha\epsilon(y)dy$,

$\int a(x, y)(m_{+}-2xxi)^{\#}(X-y)\partial u^{\#}(jx-y)y^{\alpha}\chi\epsilon(y)dy$,

$\int a(x, y)(m_{+}-2)i(\#-Xy)X((L+\lambda)u)^{\#}(x-y)yx\epsilon\alpha(y)dy$ .

但し $i=1,2$ , $1\leq i\leq n$ , $|\alpha|=1$ を表わすとする. ここで $(m_{+}^{-2_{X_{i})}}\#(X-y)$

が問題となる. 細かい議論はここではしないが, 粗く言って $m_{+}^{-2}$ のうち 1つを $x_{i}$

でキャンセルさせて, 残った 1つを外に出ている $(m_{+}\phi_{+\emptyset_{-}^{-}}^{s}t)\#(X)$ の $m_{+}$ を用い
てキャンセルさせるということを行う. これによってこれらの項も, 今まで扱ってき
た項と同じように扱うことができ, うまく処理される.
これらのことから評価において右辺を望むものでおさえることができ, これによ

って命題 33を示すことができる.
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