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\S 1 序

1973年、 岩澤氏は [Iw, p.316] において、 CM-体でその円分的 $\mathbb{Z}_{p}- \text{拡大}$

の $\lambda-$輪変量の (
$‘ \mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}$-part”が正であるものを見つけることは興味深い問題

であると言及している。 恐らくはこのことに端緒を発し、 Greenberg 氏

は、 1976年、彼の論文 [Gr] で次の問題を提唱した (ここでは慣例にならっ
て予想として記す) 。

予想. $p$ を素数, $k$を総実代数体とするとき、 その円分的 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大の $\lambda-$不

$\text{変量}\lambda_{p}(k)$ と $\mu-$門変量愚 (k) は共に零であろう。

これは現在しばしば Greeiiberg 予想と呼ばれている。言い換えれば、 総

実代数体の円分的 $\mathbb{Z}_{p}$ -?\mbox{\boldmath $\kappa$}\star 体において
$\text{、}$
その最大不分岐アーベル pro p-

拡大が有限であろうというのである。 よく知られているように、 有理数

体 $\mathbb{Q}$ の場合には任意の素数 $p$ に対してこのことが正しいのであるが、 次

にシンプルな場合である実 2次体の場合には未だ決定的な結果は知られ
ていない。 kが $\mathbb{Q}$ 上のアーベル拡大の場合には\mu p(k) $=0$ であることがわ

かっているので ([FW] 参照) 、 この場合は本質的には $\lambda-$不変量を調べるこ

とに帰着されている。

このような状況ではあるが、 それでも、 小さな奇素数と比較的判別式の

小さな実 2次体に対しては、 ほぼこの予想の正当性を検証することが可

能であった ([Ca, Gr, $\mathrm{F}\mathrm{K}1,$ $\mathrm{F}\mathrm{K}2,$ $\mathrm{F}\mathrm{T},$
$\mathrm{O}\mathrm{T}$ , Su] 参照) 。 しかし、 そのため

には (素数罵を法として) 全単数群を知る必要があり、 いくつかのものに

ついては大きな困難に遭遇してしまった。
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ところが、 近年、 全単数群の情報を必要としないいくつかの有効的な検

証法が与えられた。つまり、 (素数罵を法としての) 基本単数系を必要とし

ない、 有限体内の計算や有限群部内の計算で判定できる条件が与えられた
のである (但し、 これらは反例の検証には使えない) 。 その $-$つは、 市村

氏と隅田氏による円単数と $P$ 進 $L$ 関数から得られる罵級数を使う方法で

あり ([IS1, $\mathrm{I}\mathrm{S}2]$ または [IS3] 参照) 、 これによってルートの中身が 10,000
より小さい実 2次体の $p=3$ に対する Greenberg 予想はすべて正しいこ
とが確かめられた。 いま $-$つは、 Kraft 氏と Schoof 氏による円単数群を
法とする全単数群の商群の Pontryagin dual を扱う方法であり ([KS] 参

照) 、 市村-隅田両氏の方法ほどシンプルではないものの、 イデアル半群

に付随する岩澤加群の構造も決定することができる。そして最後の $-$つ

は、 栗原氏による Inotivic コホモロジー群の Deligne や Soule の円分元
( $\mathrm{c}\mathrm{y}_{\mathrm{C}1\mathrm{t}_{0}\dot{\mathrm{n}}\dot{\mathrm{u}}}\mathrm{o}\mathrm{c}$ element) に依る方法であり $($ [Ku2] $\text{参照})_{\text{、}}$ 本質的には円単

数を使う方法と同じで、 市村-隅田両氏の仕事の影響を受けてはいるもの

の、 これまでのものとは全く異なる観点から得られている点で興味深い。

この方法は有限体上の初等的な計算だけで検証が実行でき、 イデアル類

型に付随する岩澤加群が cyclic である場合に有効だと思われる。.

ここでは、最後にあげた栗原将人氏の仕事 (論支 [Ku2]) を紹介する。 ま

ず、 \S 2と 3で主結果を紹介し、 \S 4でこの仕事の背景となる事柄につい

て触れ、 \S 5では主結果の証明の概要について、 \S 6ではさらに実効的な

判定法と実際の例について述べていく。

本来、 この話しは、講演も含めて\ $,$ 栗原氏本人にやって頂いた方が有意

義な内容のものになったことは言うまでもないが、 研究集会が行われた

時期が栗原氏のプリンストン渡航と重なり、 それが叶わぬものとなって
しまったのです。 しかしながら、 この研究集会の代表者である小松氏は、
Greenberg 予想に関する仕事もこの研究集会の $-$つの柱と (少なくとも私
が推察する限りでは) お考えだったようで、 それを紹介する人物を捜して
おられました。 そして、 今回、 早稲田の談話会と駒場セミナーの両方で

これに関連する栗原氏の話を聞いていた私に、紹介の話しが舞い込んで
きたというわけです。従って、 説明が行き届かない部分もあるかと思い
ますが、 それはすべて私の不勉強によるものです。 どうぞご理解下さい。
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また、 興味を持たれた方は、 将来出版される栗原氏の論文をどうかご台
下さい。

最後に、 このような勉強の場を与えて下さった小松啓 $-$氏と、 ご自身の

仕事の紹介をお許し下さった栗原将人氏に感謝の意を表します。

\S 2 主定理 (その 1: $\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{m}\ddot{\mathrm{u}}$ller 指標に関する場合)

まずはじめに、 $\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{n}1\ddot{\mathrm{u}}11\mathrm{e}\mathrm{r}$ 指標に関する場合を述べる。 $l$を奇素数、 $\mathrm{F}_{l}$

を l個の元から成る有限体、 $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ をその乗法群、 $g$を $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ の生成元とする。 $-\supset$

まり、 gは $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l_{l}$の原始根である。 また $x\in \mathrm{F}_{l}^{\cross}$ に対して、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(X)$ を $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ に

おける $x$ によって生成される部分群の指数: $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}.(X)=[\mathrm{F}_{l}^{\cross}.. ; <x>]$ とす

る。 このとき、 任意の整数 $r>1$ に対して、 $i$

$c \iota_{r},:=i=1l-\mathit{2}\prod(1-g)^{i}ir-1$

によって $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ の元 $c_{l,r}$を定める。 ここで、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(c\iota_{r},)$ は $g$の選び方に依らない
ことを注意しておく。 $r$が偶数の時には $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(cl,r)$ は大きな値をとり、 $r$が

奇数の時には小さい値をとる傾向がある。我々が興味を持っているのは $r$

が奇数の場合の $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(cl,r)$ であり、 $l$を動かしたときのその最大公約数の値
である。 しかし、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(c_{l,\Gamma})$ は $l-1$ の約数であり、 このまま扱うのでは面
白くない。 そこで $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\iota(x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}})$ の定義を少し定式化する。

$P$ を素数、 $\mathrm{t}$ ’ を $?f(pp)=1$ によって正規化された $P$ 進付値とし、 任意の
元 $x\in \mathrm{F}_{l}^{\cross}$ と素数 $P$ に対して、

$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(X)^{*}p:=\{$

$P^{v_{p}(\mathrm{n}\mathrm{d}_{l(x}}\mathrm{i}))$

$v_{p}(\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l(x)})<v_{p}(l-1)$ の時
$p^{\infty}$ $\not\in$ 。lffi,

と定める。 従って、 $p$ が $l_{--}1$ と素ならば $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(x)_{p}*=p^{\infty}$となる。 さらに、

$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(_{X})^{*}.\cdot.=\square \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}p(x)^{*}p=2^{e}23e35e_{5}\ldots,$. $0\leq e_{i}\leq\infty$

とおく。 ここで、 上の積における $P$ は全ての素数を渡る。

定義 1. 1が全ての奇素数を動くときの
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\iota(c.\iota.’ r)^{*}$の最大公約数を $n(r)$

.
と

定める。
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最大公約数の計算において $p^{\infty}$は形式的に扱う。従って、 $n(r)$ は無限にな

る可能性もあるが、 実は次が成り立つ。

定理 1. $r$を奇数とするとき、 $n(r)\neq\infty$ となる。

$\backslash \cdot$ 意注意 1. $p$ を奇素数、 $\omega$ を $P$ に関する Teichnl\"Uller 指標、 $A_{p}$を p-分体
$\mathbb{Q}(\mu_{p})$ のイデアル類群の $p$-part とし、 その $\omega^{i}$-part を $A_{p}^{\omega^{i}}\text{て}$表す。 このと

き $r\geq 3$ を奇数とすれば、 任意の奇素数 $p$ に対して $A_{p}^{\omega^{1-r}}=0$ となるこ

とと $rl(r)=1$ となることとは同値になる ([Wa] 参照) 。 とくに、 [Kul] に

より $n(3)=1$ である。

この注意からわかるように、 Vandiver 予想が正しければ、 勝手な奇数

$r\geq 3$ に対して $n(r)=1$ となることが期待される $0-$方、 Greenberg 予

想は、 これより弱く $\text{、}.r$が 3以上の奇数を動くとき n(r)(の $P$-part) が有界

であることを予期している。次にこのことを述べる。 これがこの章の主

定理である。

$p$ を奇素数とする。代数体 $F$に対して、 その当分的 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大を $F_{\infty}\text{、}F_{\infty}$

の最大不分岐アーベル pro $P$-拡大体の $F_{\infty}$上の Galois 群を $X_{F_{\infty}}$で表す。

このとき」$\mathrm{Y}_{F_{\infty}}$は有限生成ねじれ $\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F\infty/F)]]$ -加群となる。 Aを $\mathbb{Z}_{p}\text{上}$

の罵級数環 : $\Lambda=\mathbb{Z}_{p}[[T]]$ とする。 これは、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F_{\infty}/F)$ の位相的生成元\mbox{\boldmath $\gamma$}

を $-$つ固定して、 $\gamma$ と $1+T$を同 $-$視することで $\mathbb{Z}_{p}[[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F\infty/F)]]$ と同型

になる。 さらに、 有限生成ねじれ A-塩群 $M$に対して、 Aの単元の違いを

除いて定まるその特性罵級数を cllar $(M)$ と書くことにする。 このとき次

が成り立つ。

定理 2. $p$ を奇素数、 $r_{0}\geq 3$ を奇数とする。 また、 $K$を $P$-分体 : $K=$

$\mathbb{Q}(\mu_{p})_{\text{、}}\omega$ を $P$ の Teichnl\"Uller 指標とし、 $X_{I\sigma_{\infty}}^{\omega^{i}}$ を.\swarrow YA’\infty $\text{の}\omega^{i}$-part とする。
このとき次の 2条件は同値である。

(a) ある整数 $n>0$ があって、 任意の奇数 $r\geq 3,$ $r\equiv \mathrm{r}_{0}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)$ に

対して $p^{n} \int n(r)$ となる。

(b) char(XI\mbox{\boldmath $\omega$}l\acute 諮) は $\mathbb{Z}_{p}$に根を持たない。

とくに、 $z\mathrm{Y}_{I}^{\omega_{i_{\infty}’}^{1}}-\Gamma 0$が有限ならば、 $r$が上のような条件を満たして動くとき、

$n(r)$ の $P$-part は有界となる。
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\S 3 主定理 (その 2: 非自明な Dirichlet 指標を伴う場合)

$p$ を奇素数とし、 以下固定しておく。先の章では Teichm\"uller 指標だけ

の場合を扱ったが、 この章では非自明な Dirichlet 指標を伴う場合の、 固

定された $p$ に対する $p$-part についての話しをする。
$N\geq 3$ を整数とし、

$\chi$ : $(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{\cross}arrow \mathbb{C}^{\cross}$

を原始的な Dirichlet 偶指標とする。以下、 簡単のため $\chi$の位数を $p-1$ の

約数だと仮定し、 $\chi$ を

$\lambda’$ : $(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{\cross}arrow \mathbb{Z}_{p}^{\cross}$

なる $P$ 進指標とみなす。

. $n\geq 1$ を整数とし、 $l$ を $l_{-}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{P^{n_{N)}}}$ なる素数とし、 $l-1=p^{n}NM,$ .
$M\in \mathbb{Z}$ と書くことにする。 この素数 $l$が $P$-part を調べる際の補助的な役
割りを担う。

まず、 任意の奇数 $r\geq 1$ と整数 $i$ に対して

$c_{l,N,r,p}n(i):= \prod_{1j=}^{p1}(n-1-g)Mi+NMjMN(Mi+NMj)’-1$

によって $F_{l}^{\cross}$ の元 $C_{l,N,r,p^{n}}(i)$ を定める。 このとき $cl,N,r,p^{n}(i)^{p^{n}}=1$ であるの
で、 この元には $\chi$が作用する。 そこで、

$c_{l,r,p^{n}}^{\chi}:= \prod_{i=1}^{N1}-cl,N,r,p^{n}(i)x^{\prime(i})-1$

と定める。 このとき、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(c_{l,r},)$ と同様に、 $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(C^{x}l,r,p^{n})$ も gのとり方に依ら
ず定まる。 $c_{l,r,p^{n}}^{\chi}$ の定義より、 $\infty$-part を除いて $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(C_{l,r}^{\chi},)p^{n}*=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(c_{l,r}x,pn)_{p}^{*}$

である。

定義 2. 素数 $l$ と整数 $n$ を $l\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n_{N)}}$ となる条件の下ですべて動
かした時の $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}_{l}(C^{x}\iota_{r,p^{n}},)^{*}$の最大公約数を $n^{\chi}(r)_{p}$と定める。

このとき、 再び次が成り立つ。
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定理 3. $n^{\lambda}(r)_{p}\neq\infty$ となる $\circ$

定数 $n^{\lambda’}(r)_{p}$に対しても、先の章と同様に次の結果が成立する。これがこ

の章の主定理である。ここでも、 $F$を代数体とするとき、 $F_{\infty}$や $X_{F_{\omega}},$ $X_{F\infty}^{\chi}$

等は先の章と同じ意味で使う。

定理 4. $p$ を奇素数、 $r_{0}\geq 3$ を奇数、 $N\geq 3$ を整数とし、 $\dot{\chi}$を導者 $N$の

$\mathbb{Z}_{p}^{\cross}$ に値をもつ偶指標、 んを N-分体 $\mathbb{Q}(l^{\iota_{N}})$ の $\chi$に付随する部分体、 さら

に、 $K=k(\mu_{p})$ とおく。

(1) $\omega$ を $p$ の
$\mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}1_{1\mathrm{n}1}\ddot{\mathrm{u}}\overline{1}1\mathrm{e}\mathrm{r}$指標とし、 $\psi=\chi\omega^{1}-r_{\mathrm{t})}$ とおく $(\text{これは偶指標})\circ$

$\psi(p)\neq 1$ の時、 次の 2条件は同値。

(a) ある整数 $n>0$ があって、 任意の奇数 $r\geq 3,$ $r\equiv r_{0}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)$ に

対して $p^{n}\chi_{\mathit{7}l^{\chi}}(\gamma 3)_{P}$ となる $\circ$

(b) char $(x_{I\zeta_{\infty}}\nearrow\cdot\psi))$ は $\mathbb{Z}_{p}$に根を持たない。

(2) $\chi(p)=1$ の時、 整数 $r\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)$ に対して、 $a_{r}$ $:=?$)$(p \frac{r-1}{p-1})+1$

とおけば、 次の 2条件は同値。

(a) ある整数 $n>0$ があって、 任意の奇数 $r\geq 3,$ $r\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p-1)$ に

対して $p^{n+a_{r}}.\parallel n^{x},(r)p$ となる $\circ$

(b) char $(_{z\mathrm{x}_{I\mathrm{i}_{\infty}}^{r\lambda})}/’$ は $\mathbb{Z}_{p}$に根を持たない。

ここで、 $n_{-()_{p}}^{\lambda’}r$に関して、 次のような Kummer の合同式的性質が直ちに

従うことを注意しておく。

補題 1. $r$ と〆を $r\equiv r’$ (Inod $p^{n-1}(p-1)$ ) なる 2つの奇数とする。 この

とき、 $p^{n}|n^{\lambda’}(r)p\Leftrightarrow p^{n}|n^{\chi}(r’)_{p^{\text{と}}なる}$ 。

よって、 上の定理の条件 (a) を確かめるためには、原理的には、有限個の

$r$に対して確かめれば十分だということになる。
さて、 与えられた ( $\mathbb{Q}$ 上の Galois 群の exponent か 3 $p-1$ の約数であ

るような) 実アーベル体んに対して、 $\chi$ を Gal(ん/Q) の $P$ 進 (偶) 指標とす

るとき、 “
$\rho/$-part” の Greenberg 予想は 「

$X_{k(_{lp})}^{\lambda’}/_{\downarrow}\omega$が有限である」 というこ

とを主張している。 ここで $\mu_{p}\infty$は 1のすべての $P$ 罵乗根の成す群である
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( $K=k(\mu_{p})$ とすれば $I\iota_{\infty}’=k$ ( $\mu_{p^{\infty)}}$ である) 。 従って、 $x_{k(\mu_{p^{\infty}})}\text{の}\mathrm{I}\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{S}^{-}$

part である $X_{k(\mu_{p}\infty}^{\chi\omega}-1$

)について、 その char $(x_{k}’\chi\omega)(\mu p\infty)-1$ の根がすべて $\mathbb{Z}_{p}$の元と

なるような場合 (例えば $z\lambda^{\Gamma}k\lambda’(\mu p^{\infty})-1\omega_{\mathrm{I}}$ の $\lambda-$不変量が 1となるような場合) には、

char $(X_{k}^{\chi})(_{l^{\iota_{p}\infty}})$ の根もすべて $\mathbb{Z}_{p}$の元となるので、定理の条件 (a) を調べる

ことによって、 “
$\chi$-part” の Greenberg 予想を検証することができるとい

うことになるのである。

実際の計算に即したより有効な判定法は、最後の章で簡単に紹介する。

それは、 有限体 $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ の元 $c_{l,r}\text{や}c^{\chi}\iota,r,p^{n}$ を計算することによって得られるもの

で、 有限下上の計算だけでその判定が可能となっている。

\S 4 etale コホモロジーからの諸結果とアイデアの背景

$p$ を奇素数、 $r\geq 3$ を奇数とし、 $K$を $\mathbb{Q}$ 上の有限次アーベル拡大、 $O_{I\mathrm{i}^{r}}$

をその整数環、 さらに、 Mを $K$の最大 p-分野 pro $p$-斗大体 ($p$ の外で不

分岐な $K$の最大 pro $P$-拡大体) とする。 また、 $\mathbb{Z}_{p}(r)$ によって $r$回の Tate
twist: $\mathbb{Z}_{p}(r)=(\underline{1\mathrm{i}_{\mathrm{I}}\mathrm{n}}\{lnp)^{\otimes r}$ を表し、 $H^{q}(O_{K}[ \frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$ によって q次元 etale
コホモロジ一群 $H_{et}(Speco \text{え}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$ を表すことにする (この場合これ
は Galois コホモロジー群 $H^{q}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(M/K), \mathbb{Z}_{p}(r))$ と考えて良い) 。さらに、
任意の etale 層 $\mathcal{M}$ に対しても、 $H_{et}^{q}(speCo_{K}[ \frac{1}{p}], \mathcal{M})$ を単に $H^{q}(OK[ \frac{1}{p}], \mathcal{M})$

と略記する。

$l^{\iota_{p^{n}}}$ を 1の $p^{n}$乗根の成す群とし、 $I_{1_{n}}^{\nearrow}=K(\mu_{p^{n}})\text{、}I\iota_{\infty}’=\cup I\dot{\iota}_{n}’\text{、}G_{\infty}=$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{t}^{\nearrow}\infty/I_{1^{-}})$ とおき、 $I\iota_{n}^{-}$の p-単数群 ($p$ の外で単数であるものの成す群)
を $E_{I\mathrm{i}_{n}}’$, とし、 その部分群である Sinnott の意味での p-円単数群を $C_{I\mathrm{i}_{n}’}’$ で

表す。 また、 群 $G$ と G-加群 $\mathcal{M}$ に対して、 $\mathcal{M}^{G}$ を $\mathcal{M}$ の $G$-invariant part:
$\mathcal{M}^{\mathrm{t}_{J}}=\{mJ\in \mathcal{M}|7n^{g}=m, g\in G\}_{\text{、}}\mathcal{M}_{G}\text{を}\mathcal{M}\text{の}G$-coinvariant part:
$\mathcal{M}_{C\tau}=\mathcal{M}/I_{G}\mathcal{M},$ $I_{C\tau}=<g-1|g\in G>$ とする。 まず、

$\mathcal{H}^{1}:=\underline{1\mathrm{i}\iota 1}1H1(oI\mathrm{i}_{n}’[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}(p’\cdot))$

とおく。 ここで、 射影極限は corestriction 写像によるものである。 この

とき次が成り立つ。
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命題 1. 次の標準的準同型写像が存在する :

$(1-\mathrm{i}\mathrm{m}C_{K_{n}p}’\otimes \mathbb{Z}(r-1))c\mathrm{y}\varpiarrow(\underline{1\mathrm{i}\mathrm{n}}1E_{Ii^{r}n}’\otimes \mathbb{Z}(pr-1))c_{\infty}$

$arrow \mathcal{H}_{G_{\infty}}^{1}$

$arrow H^{1}(o_{I_{\dot{\llcorner}}’}.[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$

そこで、 この標準的準同型写像の像を

$C_{r}:={\rm Im}((1- \mathrm{i}\mathrm{m}C\prime \mathrm{A}_{n}’\otimes \mathbb{Z}(p-1r))c_{\mathrm{r}_{\omega}}arrow H^{1}(O_{K}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}p(r)))$

と書くことにする。 さらに、 標準的準同型写像 $\mathcal{H}^{1}arrow H^{1}$ (Oえ $[ \frac{1}{p}]$ , $\mathbb{Z}_{p}(r)$ )
についてもその像を

$E_{r}:={\rm Im}( \mathcal{H}^{1}arrow H^{1}(O_{K}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}p(r)))$

と書くことにする。 このとき、 $C_{r} \subset E_{r}\subset H^{1}(o_{I_{\dot{\llcorner}}’}.[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$ となる。,

$-$ さて、 $C_{r}$に関して類数公式の analogy である次の命題が成立する $(K=$

$\mathbb{Q}$ のときは Bloch-加藤両氏 [BK] による) 。

命題 2([KNF] の定理 5.4参照).

$\#(H^{1}(oK[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}(pr))/Cr)=\#(H^{2}(O_{K}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$

$A_{n}’$ を $O_{K_{n}}[ \frac{1}{p}]$ のイデアル類群の $p$-Sylow 部分群 ( $O_{K_{n}}$の p-イデアル類群
の $P$-Sylow 部分群): $A_{n}’=Pic(o_{K_{n}}[ \frac{1}{p}])$ とし、 $X_{\Lambda_{\infty}}’$, をそのノルムに関す

る射影極限 : $X_{I\mathrm{i}_{\infty}’}’=\underline{1\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{I}}1A_{n}’$ とする。 つまり、 $X_{K_{\infty}}’$ は、 $I\acute{\iota}_{\infty}’$の最大不分岐
アーベル pro $p$-拡大の部分体で $p$ 上の $Ii’\propto \mathrm{I}$のすべての素点が完全分解し
ている最大の体の $I\iota_{\propto\}}^{-}$上の Galois 群そのものである。 ここで、 実アーベ
ル体の場合には char $(z\mathrm{Y}’\mathrm{A}_{\infty}’)=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(x_{I}\mathrm{i}_{\infty}’)$ となっていることを注意してお

く。 $X_{\mathrm{A}^{\nearrow}\infty}’$ の $\mathbb{Z}_{p}$-ねじれ部分群を $X_{\mathrm{A}_{\infty}’,trS}’O$で表すことにする。 このとき $H^{1}$

について次が成り立つ。

命題 3([KNF] の定理 3.2参照). 次の完全系列が成り立つ:

$0 arrow(\mathcal{H}^{1})_{G_{\infty}}arrow H^{1}(O_{I}\mathrm{i}’[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))arrow(_{z}\mathrm{Y}_{I\sigma\infty^{t_{\mathit{0}}r}}’,s(r-1))c_{\infty}arrow 0$
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また、 乗法群 $\mathrm{G}_{m}$に関する Kummer の完全系列: $0arrow \mathbb{Z}/p^{n}(1)arrow \mathrm{G}_{m}arrow$

$\mathrm{G}_{m}arrow 0_{\text{、}}$ および、類体論による $O_{K_{n}}[ \frac{1}{p}]$ の Brauer 群の計算、 そしてさら
に、 同型 $H^{2}(O_{I1_{n}}’[ \frac{1}{p}], \mathbb{Z}/p(nr))_{\mathrm{c}_{7}1(}\mathrm{a}Kn/K)\simeq H^{2}(O_{K}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}/p^{n}(r))$ によって、

次の $H^{\mathit{2}}$

‘

に関する結果が得られる。

命題 4. 次の完全系列が成り立つ:

$0 arrow(_{z}\mathrm{Y}_{\mathrm{A}_{\infty}}’,(r-1))c_{\infty}arrow H^{2}(o_{I\mathrm{i}}’[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))arrow(\bigoplus_{v|p}\mathbb{Z}_{p}(r-1))^{0}c_{\infty}arrow 0$

ここで ‘ Uは $I\iota_{\infty}’$の $p$ 上のすべての素点を動き、 $(\oplus \mathbb{Z}_{p}(r-1))^{0}$は、 $(a_{i})$ を

$\Sigma$ 砺に対応させる写像\oplus Zp(r-- $l$ ) $arrow \mathbb{Z}_{p}(r-\mathit{1})$ の核である。

さて、 以上の諸結果に基づいて、Greenberg 予想への応用のアイデアの
背景について述べていきたい。

$\chi$を詠手 Nの $\mathbb{Z}_{p}^{\cross}$ に値をもつ偶指標、 $k$ を $\chi$に付随する実アーベル体とし、
$K=k(\mu_{p})$ とする。 また、 任意の $\mathbb{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k/\mathbb{Q})]$-n$\square$群 $M$に対して、 その

$\chi$-part を
$M^{\lambda’}=M\otimes \mathbb{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k/\mathbb{Q})]O\chi$

と定める。 ここで、 $O_{\lambda}$, は $\mathbb{Z}_{P}$に $\chi$の値を添加して得られる $\mathbb{Z}_{p}$の拡大環で、
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(k/\mathbb{Q})$ は $\chi$で作用している ( $O_{\chi}$ も $\mathbb{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k/\mathbb{Q})]- \text{加}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$とみる) 。 このと
き、 O\mbox{\boldmath $\lambda$}-素立として

$H^{1}(O_{K}[ \frac{1}{p}], \mathbb{Z}p(r))^{x}\simeq Ox$

であり、

$C_{r}^{\lambda}. \cdot\subset E_{r}^{f’}\subset H^{1}(o_{K}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))^{\lambda}$

’

なる包含関係が成り立つ。 まず、 命題 3より

$[H^{1}(OI \mathrm{i}’[\frac{1}{I’)}], \mathbb{Z}p(r))x : E_{r}^{\chi}]\approx(d\mathrm{Y}_{Io\infty}’(\mathrm{i}’,trs-1)^{\chi}r)^{c_{\infty}}$

となる。 ここで、 $\approx$はだいたい位数が等しいという意味である。 よって、
$H^{1}$

$(O_{K}[ \frac{1}{p}] , \mathbb{Z}_{p}(r))^{\lambda’}$ にお $l\mathrm{e}$ る $E_{r}^{\chi}$の指数は $X_{I\mathrm{i}_{\infty}}^{;\chi\omega}\prime 1-\gamma$ の “$\mathbb{Z}_{p}$-ねじれ部分” の大
きさが寄与する部分になる。 また、 命題 2と 4より

$[H^{1}(oI \mathrm{t}\mathrm{i}^{\vee}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))^{\chi} : C_{r}^{\chi}]\approx(x_{\mathrm{A}_{\infty}^{\prime(r-1)}}’x)_{C7}\infty+$ “
$\alpha$

”
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となり、 $H^{1}$ (Oえ $[ \frac{1}{p}],$ $\mathbb{Z}_{p}(r)$ ) $\chi$’における $C_{r}^{\chi}$の指数は $X_{\mathrm{A}_{\infty}}^{\prime x},\omega^{1-f}$ と “$\alpha$

”の大きさ

が寄与する部分になる。 ここで、 “
$\alpha$

”は命題 4の完全系列の余核の大きさ

から生じるものである (定理 2や定理 4の (1) の場合には現れないが、 定

理 4の (2) の場合には $a_{r}$ として現れてくる) 。 以上より、

$[E_{r}^{\chi} : C_{r}^{\chi}]\approx x^{\prime\lambda’}r\text{の}\mathbb{Z}\omega-I\iota\omega 1- p$ 自由部分の大きさ $+$
“

$\alpha$

”

となるので、 この左辺の指数が “$\alpha$

”程度の大きさならば、 $X_{I\mathrm{i}’\infty}^{\prime x}\omega^{1}- r$ は $\mathbb{Z}_{p^{-}}$ね

じれ部分だけしかないことになり、つまり、 “ $\chi\omega^{1-r}$-part” の Greenberg 予

想が正しいということが結論できることになる。 よって、 Crや $C_{r}^{\chi}$の生成

元である $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}_{1}\mathrm{e}$ の元 $c_{r}^{D}(\zeta)$ や $(c_{r}^{D})^{x}=\Sigma c_{r}^{D}(\zeta i)^{\chi(i)^{-1}},$ $\zeta\in\mu_{N}$を調べて見

ようということに至ったのであり ([BK] の $\mathrm{p}.384_{\text{、}}$ [De] の\S 3参照) 、 こ

れらの元の有限体 $\mathrm{F}_{l}$への像が先の章で定義した $c\iota_{rl,r},\text{や_{}C^{\chi}},np$ になっている

のである。

\S 5 Deligne の元と定理の証明の概略

この章では、 定理 1と 2の証明の概略を述べる (アバウトな解説と思っ
て下さい) 。 定理 3と 4も本質的には同じである。記号は\S 2と 4のもの

を用いる。

まず、Deligne の元 $c:_{r}^{D}(1)\in C_{r}$を取り上げる。$l$を素数とし、 $L=\mathbb{Q}(\mu_{l-\iota})\text{、}$

【を $l$上の $L$ の素イデアルとする。 このとき、 \mbox{\boldmath $\kappa$}(【) $=$ OL/【とおけば、

\mbox{\boldmath $\kappa$}(【) $\simeq \mathrm{F}_{l}$ となる。Deligne の元 $c_{r}^{D}(1)$ は、 $H^{1}$ (\mbox{\boldmath $\kappa$}(【), $\mathbb{Z}/(l-1)(r)$ ) にお
いて

$\sum$ $[1-w]\otimes(\cdot u’).\Theta(r-1)$

$w\in\kappa(|)\cross$

なる像をもつ (実はこれが $c_{r}^{D}(1)$ の特徴付けである ([BK, De, Sol, So2] 参
照)) 。 ここで、 $[*]$ は $E_{L}’(r-1)/(l-1)$ における $*$ の類を表し、 さらにこ

れは $E_{L}’(r-1)/(l-1)arrow H^{1}$ (\mbox{\boldmath $\kappa$}(【), $\mathbb{Z}/(l-1)(r)$ ) による像とも同–視して

おく。 $g$ を mod $l$の原始根とすると、 $H^{1}(\kappa(\mathfrak{l}), \mathbb{Z}/(l-1)(r))\simeq \mathrm{F}_{l}^{\cross}\otimes\mu_{l-}^{\otimes(-}1r1)$

によって、 この元は

$\iota_{-,\prod_{i=1}}2(1-g.)\uparrow ir-\perp\otimes g^{\otimes}=c_{l},r\otimes(r-1)g^{\otimes()}r-1$
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と等しくなる。$c_{r}^{D}(1)$ は $C_{r}$の生成元であるので、このことから Chebotarev
の密度定理を使えば、

$[H^{1}( \mathbb{Z}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{P}(r)) : C_{r}]=n(r)$ の $p$-part

となる。 とくに、 $c_{r}^{D}(1)\neq 0$ ( $[\mathrm{S}\mathrm{o}1$ , So2] 参照) であるので定理 1が従う。

次に定理 2に移る。 char $(X_{K_{\infty}}^{\omega}\mathrm{t}))1-$

,
が $\mathbb{Z}_{p}$に根\xiを持てば、 X鵡 f0/(T $-\xi$ )

は無限群になる。従って、 $\xi$に収束する誌面\xi n \in Zp(これらは根ではない)
をとれば、 有限群 $\mathrm{z}\mathrm{X}^{r\omega}\prime I\mathrm{i}_{\infty}/1-r0(T-\xi_{n})$ の位数はいくらでも大きくできる。 も

ちろん $\mathbb{Z}_{p}$に根を持たなければ、 このような公爵を $\mathbb{Z}_{p}$内にとることはで

きない $0$ このことより、 集合 { $7^{\cdot}\in \mathbb{Z}$ : $r\equiv r_{0}$ (nlod $P-1),$ $r\geq 3$ } が
$\mathbb{Z}_{p}$内で稠密であるので、 char $(x_{I\mathrm{i}}^{\omega}’)1-r_{0}\infty$ が $\mathbb{Z}_{p}$に根を持たないことと、 ある

整数 $n,$ $>0$ があって、 任意の奇数 $r\geq 3,$ $r\equiv r_{0}$ (mod $p-1$ ) に対して
$p^{n}\Lambda\#(\lrcorner\lambda_{I_{1^{\vee}}\infty}^{\vee}(r-1)_{C}\mathrm{y})\infty$ となることとが同値になる。 $p$ が不分解であるの

で、 命題 4より Xえ\infty $(r-1)_{G_{\infty}} \simeq H^{2}(\mathbb{Z}[\frac{1}{p}], \mathbb{Z}_{p}(r))$ を得る。 よって、命題 2

と上のことから定理 2の主張が得られることになる。

\S 6 より実効的な判定法といくつかの例

最後に、 より実際の計算に適した形に書き換えられた判定法の $-$部をこ

こで紹介する。講演を引き受けた段階では栗原氏が計算していない例に

ついてもいろいろ計算してみると宣言したのですが、今現在全く手が付

いておらず (どうも済みません) 、 ここでは栗原氏が計算された例の紹介

をしていく。

感じがっかめるように、定理 4の (1) の場合だけを取り上げるとしよう。
記号は\S 3と同じものを使う。つまり、 $p$ が固定された奇素数で、 $r_{0}$が 3以

上の奇数、 $l$ は $l\equiv 1$ (lnod $p^{n}N$ ) $)$ なる素数 (以下 $l$ と書いたらこの条件を

満たしているとする) $\text{、}$ \mbox{\boldmath $\chi$}は $\mathbb{Z}_{p}^{\cross}$ に値をもつ導手 $N$の偶指標、たは $\chi$, に付随す

る実アーベル体とし、 $K=k(l^{l}p)_{\text{、}}I^{\nearrow}\iota_{\propto)}=$ ん $(\mu_{p}\infty)_{\text{、}}G_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\iota_{\infty}’/k)_{\text{、}}$

さらに、 $’\psi’=\nwarrow\omega^{\iota_{-r_{\mathrm{t}}})}$ とおき、 $’\psi’(p)\neq 1$ の場合を扱う。

まず最初に、
$C_{l_{)}r_{0,I}y}^{\lambda}\neq \mathrm{r}1$

となる素数 1が存在すれば、 命題 2と 4によっ
て $\angle \mathrm{Y}_{I_{1}’}^{\psi}|\infty=0$ となることがわかる。 そこで、 これを “自明な” 場合と呼ぶ
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ことにし、 以下そうでない場合について考える。 さらに次の仮定をする。

$(A)\mathrm{F}_{l}^{\mathrm{x}}$ で $c_{l,r_{0},p^{2}}^{\chi}\neq c_{\iota_{r\mathrm{o}+p^{2}}}^{\chi},p-1$, となる素数 $l\mathrm{B}_{1}^{*}$存在する。

この仮定の下で、整数列果を帰納的に定義していく。 まず $a_{0}=r_{0}$ と定め

る。 $a_{n-1}$ まで定義されたとしよう。 このとき、 上の仮定と Chebotarev の

密度定理から、 $\mathrm{F}_{l}^{\cross}$ で $c_{l,a_{\mathrm{b}- 1}}^{\chi},p^{n}\neq c_{l}^{\iota’},a_{n-1}+p-\cdot 2(np-1),p^{n}$となる素数 $l$が存在する

ことがわかる。. このことより、 $a_{n-1}\leq r’\leq a_{n-1}+p^{n-1}(p-1)$ において

$r’\equiv r_{0}$ (mod $p-1$ ) かつ $c^{\lambda’}l,r’,p^{n}=1$ となる r’が存在することが従う。 こ

こで、

$(R_{n})$ すべての素数 $l’$ ( $l$ と同じ条件を満たす) に対して $C_{l,r’}^{\chi_{l}},n=1p$ となる。

という条件 $(R_{n})$ について考える。 これが成り立てば、 すべての素数 $l$ に

対して $c_{l}^{\chi},r$”$p^{n}=1$ となるので、 r’は $l$に依らないことになる。 そこで、 こ

のとき $a_{r}=r’$と定める。 $(R_{n})$ が不成立のときには $a_{n}$は定めない。 いま

“非自明な”場合を扱っているので、 $(R_{1})$ は常に成立している。 まず、 定

理 4の (1) を使って次が示せる。

定理 5. $\psi(p)\neq 1$ かつ $(A)$ の下で、 $n\geq 2$ に対して、 $(R_{1}),$ $\cdots,$ $(R_{n-1})$

が成立し、 $(R_{n})$ が不成立とする。 このとき $X_{\mathrm{A}_{\omega}’}^{\psi}\simeq \mathbb{Z}/P^{n-1}$ となる。

さらに、 (Greenberg 予想のように) このような細かい情報が不要な場合
には、 次の判定法が有効となる。

定理 6. $\psi(p)\neq 1$ のとき、 次の条件を満足する素数 $l_{1},$ $l_{2}(l$と同じ条件

を満たす) 、 整数 $r_{1},$ $r_{2^{\text{、}}}$ 及び、 整数 $n\geq 2$ が存在するとする :
$r_{1}\equiv r_{2}$ (nlOd $p^{n-}(2-p1)$ ), $c^{\chi}\iota 1,r_{1p^{n}},=1,$ $c_{l_{12}}^{x},r,pn\neq 1,$ $c_{l_{2},r1,p^{n}}^{\chi}\neq 1$ .
このとき $X_{\mathrm{A}_{\infty}}^{\psi)}$, は有限、 つまり、 “

$\psi$-part” の Greenberg 予想は正しい。

例 1. $p=3$ で $k=\mathbb{Q}(\sqrt{254})$ の場合を考えてみよう。 これは、 [Ca, Gr]
で未解決な例としてあげられたもので、最近 [IS1] で初めて Greenberg 予
想が確かめられた厄介ものである。

\mbox{\boldmath $\chi$}は $k=\mathbb{Q}(\sqrt{254})$ に付随する偶指標 o $r_{0}=3$ ととる。 $\psi(p)=\chi(p)\neq 1$

は明らかである。類数が 3で割れているので、 これは “非自明な” 場合
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である。 よって、 $(R_{1})$ は成り立ち、 $a_{1}=3$ となる。 まず、 $l=18289$ $\equiv$

$1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{2}N=32.4\cdot 254)$ に対して $(A)$ は成立している。また、 $r’=5$ と

$l\equiv 1$ (Inod $p^{2}N$) となる最初の 15個の素数 $l$に対して $c_{l,p^{2}}^{\chi}r’,=1$ がわか

る。 そこで、 $(R_{2}‘)$ が成り立つだろうと考え、 $a_{2}=5$ とおく。 同様にして、

$(R_{3}),$ $(R_{4}),$ $(R_{5})$ の成立の可能性が示唆されるので、 $a_{3}=5,$ $a_{4}=23,$ $a_{5}=$

$77$ とおく。 $(R_{6})$ については、 $l=5925313\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{2}N=36.4\cdot 254)$

をとると、 $c_{5925}^{\lambda}313,77,3^{6}\neq 1$ かつ $c_{59\mathit{2}5}^{\lambda}‘=313,401,3^{6}1$ となる。 ゆえに $r’=401$

が見つかる。 しかしながら $c_{2’0}^{\lambda}738593,401,3^{6}$ $\neq 1$ となる。 よって、 $(R_{6})$ は

不成立であることがわかる。従って、 $\# X_{Ii}^{\psi}’\infty=\# X_{I’}^{x_{1_{\infty}^{r}}}\leq 3^{5}$ (おそらくは
$X_{I\mathrm{i}_{\infty}}^{\chi}’\simeq \mathbb{Z}/3^{5})$ を得る。 以上より $\lambda_{3}(\mathbb{Q}(\sqrt{254}))=0$ となる。

さらに、 このような計算を行うことによって ( $-$部には Soule の元に対
応する有限体 $\mathrm{F}_{l}$の元も使って) 、 実 6次アーベル体の $p=7$ に対する

Greenberg 予想も検証している。最後にその結果を定理として書き留め
ておこう。

定理 7. 定数 $m<1000$ に対して、実 6次アーベル体 $k=\mathbb{Q}(\sqrt{m}, \cos(2\pi/7))$

の $p=7$ に対する岩澤\mbox{\boldmath $\lambda$}-不変量は零である。
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