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要旨
2次元 (2-D) 減衰性乱流の第 2 ステ一 $\sqrt[\neg]{}\backslash \backslash ^{-}$ において成り立つ Carnevale ら (1991)

のスケーリング理論を再考察した. 理論の成功は $-\mathit{0}J\psi/2$ をコヒーレントな渦の
領域で積分した不変量を用いたためであることを示す. ここで, $oi$ と $\psi$ はそれぞ

れ斜度と流れ関数である. この不変量を渦糸系のハミルトニァンと比較すること
により, また渦潮方程式の直接数値シミュレーションを行うことにより, その不
変量はコヒーレントな渦の集団系のハミルトニアンであることがわかった. それ
ゆ, 我々はハミルトニアンの時間不変性を用いたことが Carnevale らのスケーリ
ング理論の成功の鍵であると結論した. さらに, エンストロフィーのスケーリン

グ則についても考察した.

\S 1。はじめに

大気や海洋の大規模運動は近似的に 2次元運動である. それゆえ 2次元乱流の研究
は単なる学問的興味にとどまらず, 地球流体力学的興味からも重要であり, 長い間研
究されてきた. 2重カスケード機構, 1) 即ちエネルギーのラージスケールヘ向けての
逆カスケードとエンストロフィーのスモールスケールへのカスケード, は波数空間に
おける 2次元乱流の非常に有名な性質である.
近年の数値的研究 2)3)によって 2次元減衰性乱流は, コヒーレントな渦の出現とそ
れらの集団運動によって支配されていることがわかった. さらに, 多くの研究者の包
括的研究 $2\rangle\sim 11$ )によって, その系の時間発展は 3つのステージに分類できることが明ら
かにされた. 第 1 ステージでは, 流体がコヒーレントな渦の集団に向けて自己組織化
する. コヒーレントな渦が出現すると次のステージが始まる. 第 2 ステージではコヒ
一レントな渦が系の動力学を支配する. 渦が互いに離れているときは, 渦の運動はコ
ヒーレントな渦と等価な発寒系のハミルトニアン動力学によって近似的に記述され
る相互移流を起こす. また, それらが近づくと同じ符号の渦は合体してより大きな渦
になり, 異符号の渦の–組が最終的に双極子構造を形成する. 最後のステージでは,
この双極子構造が拡散的に減衰する.
この第 2 ステージでは, 渦に関係した幾つかの諸量 (渦の総数 $N$ と半径 $R$ ) や流れ

を特徴付ける大域的量が, 代数的に時間発展することが数値シミュレーションによっ
て示された. 全運動エネルギー E とコヒーレントな渦の渦度の極値\mbox{\boldmath $\omega$}0を不変量として
Camevale ら 6)はこれらの諸量のスケーリング則を導き, その理論は数値シミュレーシ
ョン $6$) $7$) $11$ )と実験室の実験 12)によって確かめられた.
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本研究の目的は Camevale らのスケーリング理論の再考察と数値計算を行うことに
より, 彼らの理論の成功した理由を解き明かすことである. 我々は, 本論文で彼らの

理論における保存量 $E$ が\mbox{\boldmath $\omega$}0’ $N,$ $R$ の関数として,
$E\sim N\omega_{0}24R$ (1)

と表現されていることが重要であることを指摘する.我々は式 (1)の右辺は全運動エネ

ルギー ( $|u|^{2}/2$の全空間にわたる積分) ではなく, エネルギー密度の別の表式-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2

をコヒーレントな渦の領域, コヒーレント領域 だけで積分した量であることを指摘
する. ここで\mbox{\boldmath $\omega$} と $\psi$ はそれぞれ渦度と流れ関数である. 第 2 ステージではコヒーレン

トな渦の運動は, 近似的に渦糸系のハミルトニアン動力学によって記述できることが
知られているので, 我々は $-\omega\psi/2$の積分と渦糸系のハミルトニアンを比較する. そ

の結果-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2の積分は, コヒーレントな渦の集団系のハミルトニアンであることが
推測される. さらに直接数値計算によって, $-\omega ly/2$のコヒーレント領域にわたる積

分は保存することを示す. それゆえ, -卿 /2の積分はコヒーレントな渦の集団系の

ハミルトニアンであり, その時間的不変性, 即ちハミルトニアンの時間不変性, を用

いたことが Camevale らの理論の成功の鍵であるという結論に達する.
本論文では, -辺が $2\pi L$ の領域 $D$内で周期的境界条件のもと, 2次元 (2-D) 非圧

縮性流体 i)を考察する. この流体の運動は渦度方程式,

$\frac{\theta\omega}{dt}+J(\psi,\omega)=(-1)^{p}-1v_{p}\nabla 2p\omega$ , (2)

に従う. ここで $J(a,b)=(\theta a/d\kappa \mathrm{X}\theta b/\phi)-(\theta a/_{\Phi)(}db/\theta x)$はやコビアン, $v_{p}$ は粘性係数

で, $p=1$ のときが通常の粘性, $p\geq 2$ のときは超粘性を表す. $\omega$ と $\psi$ の問の関係はボ
ァッソン方程式,

$\nabla\underline’\psi=\omega$ , (3)

により与えられる. 全運動エネルギー E,

$E= \int\int_{D}\frac{1}{2}(\nabla\psi)^{\underline{\circ}}d_{\mathcal{K}d\mathrm{V}}.$

’
(4)

は $\nu_{p}arrow 0$ の極限で保存される. 方程式 (4)を部分積分して V2のグリーン関数 $G$ ,
$\mathrm{v}^{2}c(_{X_{-}\mathrm{v};x},|,.)=\delta(X-x)\dagger\delta(-\mathrm{y}-..)$, (5)

を用いると次の式を得る :
$E=- \int\int_{D}\frac{\omega\psi}{2}d\kappa d.v$

$=- \iint_{D}\iint_{D}\frac{1}{2}\omega(x,y)\omega(X,\gamma||)G(X,\gamma;x,y^{l}|)d\kappa d_{\sim}\mathrm{v}d\kappa^{\uparrow}d\}’$ . $(6\rangle$

全運動エネルギーのこの表式は, 本論文で重要な役割を果たす.
この論文の概要を以下に述べる.2節では Camevale らのスケーリング理論を簡潔に
レヴュ一し, 式 (1)がスケーリング関係の導出に重要な役割を果たしていることを示す.

i) 密度 $\rho=1$ とする.
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さらに式 (1)の物理的意味を考える. 3節では 2-D 減衰性乱流の直接数値計算の結果を
示す. それらの結果に対するいくつかの考察を 4節で行う.

\S 2. Camevale らのスケーリング理論の再考察

2.1 Camevale らのスケーリング理論の簡潔なレヴュ一と再考察

第 2 ステージにおけるスケーリング則の導出において, Carnevale ら $\overline{6}$)は, このステ
$-\backslash \nearrow\backslash \backslash \backslash$では, コヒーレントな渦が系の動力学を支配していることから, 全運動エネルギ
$-E$ と全エンストロフィー Z を渦の諸量, 渦の個数 $N$ , 渦の平均半径 $R_{a}$ , 渦の中心に
おける渦度の値の平均値\mbox{\boldmath $\omega$}a’ を用いて表現した. このとき, 次元解析によって $E$ と $Z$

はそれぞれ次のように与えられる :
$E\sim N\mathfrak{c}o_{a}R_{\mathit{0}}\anglearrow$ , (7)

$Z\sim N\omega aa\angle R^{\angle}$ . (8)
$E$ と $\omega_{a}$が高レイノルズ数状態における系の保存量であることを考慮すると, ii) 渦の個
数が

$N(t)\sim N(t0Xr/t_{0})^{\xi}-$ (9)

に従って振る舞うならば, 式 (7)より
$R_{a^{(f}}) \sim R_{a}(f_{0}\int t/t)0\xi 4$ (10)

が導かれ, 式 (8) と (10)から

$Z(t)\sim Z(t0)(f/r_{0})^{\xi}-\underline{2}$ (11)

が導かれる. これらのスケーリング関係は多くの研究 6)7)11)12)により $\xi=0.7\sim 0.75$ に

関して正しいことが知られている iii).

式 (7)は次元解析的に導出されたものであるが, 式 (7)の右辺の形式とスケ $-$ リング

関係式が導出された過程を考慮すると, それは次のように解釈される :
I) 式 (7)の右辺における $\omega_{a4^{2}}^{2}$ は, 方程式 (6)の被積分関数においてグリーン関数の
空間変数が同じ渦のなかにある場合の近似的形式である. さらにそれをコヒーレント
な渦の領域 $NR_{a}^{2}$ , コヒーレント領域, だけで積分した量である. すなわち, 式 (7)の
右辺は-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2をコヒーレント領域で積分した量であり, 全運動エネルギーではない.
また, $-\omega\psi/2$ は $|u|^{2}/2$にくらべて空間的により局在している ; 速度場はコヒーレント

ii) (1).が保存される理由は以下のように説明される. 非粘性流体では各流体粒子に関して渦度が保存さ
れるので, 相互移流の間は $\mathit{0}$)

$\mathit{0}$

は保存される. –方, 渦が合併する過程では, 渦の周辺は侵食されるが

中心はそのような侵食から孤立しているため, 合併過程でも \mbox{\boldmath $\omega$}。は保存される.
$\mathrm{i}i\mathrm{i})$

数値シミュレーションによると, 全エンストロフィ $-Z$のスケ $-$ リングは, ここでの見積もりより

も少し速く減衰することがWeiss and McWilliamsil)}こよって指摘されている. このことについては 4節

で議論する.
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渦の領域からはみ出してなかなか減衰しないが, 渦度場は渦の外では急激に小さくな
る. 従って $-\omega\psi/2$のコヒーレント渦の領域にわたる積分は, $|u|^{2}/2$の同領域にわたる

積分とは異なり, 式 (7)の右辺はコヒーレント領域の運動エネルギーでもない.
II) 式 (7)がスケーリング則の導出で果たした役割は, $-\omega\psi/2$の積分の時間的振る舞

いが全エネルギー E と同様, 即ち $-\omega\psi/2$の積分が時間発展において不変である, と

いうことである. $-\omega\psi/2$の積分が保存するかどうかは先見的ではなく, それゆえ式

(7)は仮定である.
ここで我々は 2つの疑問を提出する. 第 1に -卿 /2のコヒーレント領域にわたる

積分は時間発展において保存されるか ? 第 2に-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2は何かもしくは-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2のコヒ
$-$ レント領域にわたる積分は何か ? 第 1 の疑問はそれを用いて導かれたスケーリン
グ関係が正しいことから, 恐らく満足されているであろう. それゆえ第 1の疑問は後
で再び考察することにして, 先ず第 2の疑問に答えていくことにする.

22渦糸系のハミルトニアン動力学からの推論

2-D 減衰性乱流の第 2 ステージでは, 渦の諸量のスケーリング関係や波数空間にお
けるエネルギースペクトルは, 合体する側糸系のハミルトニアン動力学モデル, この

モデルは修正渦糸モデルと呼ばれている, によって定量的に説明できる $3)_{\sim}^{-}\urcorner$ ), $6$ ), $11)^{1},3$ ). 修

正渦糸モデルの動力学は, 2つの過程によって記述される : 渦が互いに離れていると
きには, ハミルトニァン動力学,

$\Gamma_{i}\frac{dx_{i}}{dt}=\frac{\theta H}{\theta_{\nu}\}_{i}},’\Gamma_{i}\frac{d\iota_{i}^{f}}{dt}.=-\frac{\theta H}{d\mathrm{r}_{i}}$ (12)

$H=-, \sum$
-.

$\frac{1}{2}\Gamma_{i}\Gamma_{j}G(X_{i}, )_{i}^{f};X_{j},)f)j$
’

(13)

$\mathrm{v}^{2}c(_{X_{i},\mathrm{y}_{j}}.;\chi,\mathcal{Y}^{)}jj=\delta(x_{i^{-\chi}})j\delta(_{\mathrm{V}-}i.\mathrm{V}_{j})-(2d\mathrm{i})^{-}\wedge\overline{\tau},$
(14)

によって記述される相互移流と, 同符号の渦が臨界距離以内に近づいたときのエンス
トロフィー散逸合併過程の 2つである.
ここで, 修正渦糸モデルから $-\omega\psi/2$の意味を推論する. 今, 急度場が $N$ 個の軸対

称な渦, それらの半径は $R_{i}$ , $(1 \leq i\leq N)$ , によって構成されていると仮定する.
$-co\psi/2$ をある渦, 例えば $i$ 番目の渦, の領域で積分する. この時, $i$ 番目の渦の流れ

関数は–般に 2つの部分, $i$ 番目の渦自身により作られる部分\psi s と $i$ 番目以外の渦に

より作られる部分\psi c (これは渦の配置に依存する) , に分けられる. さらに, 流れ

関数は十度に比べて空間的に滑らかな構造をしているので, 積分のときに渦の中心に

おける $\psi$の値によってそれを置き換えることができるだろう. それゆえ,

$\int\int_{i-\alpha^{-}}\frac{\omega\psi}{?}d\chi d_{\sim}\mathrm{V}\underline{\approx}-\frac{1}{2}(\psi_{i}^{s}+\psi_{i}^{c})(2\pi\int^{R}0\omega rd\gamma)i\psi_{\mathrm{i}}=-\frac{1}{2}(S+\psi_{i})c\mathrm{r}i$

’ (15)

を得る. さらに全ての渦の領域で積分したときには以下のように表現される :
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$\int\int_{all^{-\frac{\omega\psi}{2}}}d\kappa d.\gamma\underline{\simeq}-\frac{1}{2}\sum_{i=1}\psi_{i}^{s}\tau-\frac{1}{2}N\sum_{\infty 1}iiN\psi_{i}^{c}\tau_{i}$ . (16)

方程式 (16)右辺第 2項は, 渦の配置によって決まる項であり, 方程式 (13)に対応する,
何故ならば耳糸モデルにおける流れ関数は

$\psi(x,\mathcal{Y})=\sum_{i}\Gamma G\langle_{X},\mathcal{Y}i;x,v_{i}i\cdot$ ), (17)

で与えられるからである. 3) -方, 方程式 (16)の右辺第 1項は自己相互作用を表し,
渦が有限の大きさをもっために現れた項であり, 渦糸モデルのハミルトニアンには含
まれていなかった部分である. したがって, $-\omega\psi/2$のコヒーレント領域にわたる積
分は, コヒーレントな渦と等価な渦糸系のハミルトニアンに対応する. そこで我々は
$-\omega\psi/2$の積分はコヒーレントな渦の集団系のハミルトニアンである, もしくは

卿 /2はコヒーレントな渦の集団系のハミルトニアン密度である, と推論する. も
し $-\omega\psi/2$の積分がハミルトニアンならば, それは時間発展において不変に保たれね
ばならない. それゆえ, ここで再び前小節の第 1の疑問が現れる. 次の節では渦度方
程式の直接数値計算を行うことにより第 1の疑問に答える.

\S 3. 数値シミュレーション

3.1 シミュレーションの詳細

辺の長さが $2\pi$ の正方形領域で 2重周期境界条件のもと, $p=2$ の超粘性を含んだ
渦度方程式 (2)を擬スペクトル法 14)を用いて数値的に解いた. 空間の解像度は (256)2 ,
切断波数は 85 である. 用いた超粘性係数の値は $v_{2}=3.125$ x10で, これは
McWilliams2)や Yao ら 15)の研究における同じ解像度のモデルで用いられた値と同じで
ある. 数値積分は $\Delta t=2.5_{\mathrm{X}\mathrm{l}\mathrm{o}^{-3}}$ の時間間隔で, 4次のルンゲ・クッタ法を用いて 20000
ステップまで計算した. 全ての計算は倍精度で行った.
ここでは, 波数空間のエネルギースペクトルが異なるような初期条件に関して 2 $\text{つ}$

の実験を行った. 時間発展で出現するコヒーレントな渦の集団の性質は, 初期のエネ
ルギースペクトルに依存する. 10) 相対的に広いスペクトルからは, 渦の大きさの分
布が広い集団を生じ, -方, 相対的に狭いスペクトルでは狭い分布が出現する. 狭い
分布をもった渦の集団に対して式 (7), (8)で与えられるような渦の平均量による記述
が意味を持つ. しかしながら $-\omega\psi/2$がコヒーレントな渦の集団系のハミルトニアン
密度であるかどうかという問題は, 渦の集団の性質とは無関係である. さらに修正渦
糸モデルは, 両方の初期スペクトルからの 2-D減衰性乱流の統計的性質を定量的に記
述できる. それゆえ我々は次のような 2つの実験 (EXPMI と EXPM2)を行った.

EXPMI では, 方程式 (2)の初期条件として流れ関数\psi の各 Fourier成分に平均値 $0$ の

正規乱数を与えた. 但し, 波数空間における初期エネルギースペクトル $E(k)$ を

$E(k) \sim\frac{k}{1+(k/k)^{4}0}$ , (18)
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$(k_{0}=6)$ とした. これは相対的に広いスペクトルの初期条件である. -方 EXPM2

では, 初期エネルギースペクトル $E(k)$ を

$E(k) \sim\frac{k^{6}}{[k+2k_{0}]^{18}}$ , (19)

$(k_{0}=30)$ で与えた以外は EXPMI と同じ初期条件である. これは相対的に狭い初期

エネルギースペクトルの実験である. これらの初期エネルギースペクトルは

McWilliと$2),8)の研究と同じものである. 両実験共に初期における単位面積当りの全運
動エネルギー

$E= \frac{1}{(2\pi)^{\underline{\gamma}}}\int_{0}\int_{0}’\frac{|u|^{\underline{\gamma}}}{2}d\kappa d\underline{2}\pi\sim\pi.\mathrm{v}$ (20)

は 0.5に規格化した. 初期における単位面積当りの全エンストロフィ $-$

$Z= \frac{1}{(2\pi)^{0}\sim}\int_{0}\underline{?}\pi\int_{0}^{-\pi}’\frac{\omega^{-}}{2}d\mathcal{K}d.\mathrm{v}$ (21)

は EXPMI, EXPM2でそれぞれ約 $2\alpha$) と $13\alpha$) である.

32結果
直接数値シミュレーションの結果の大域的性質として, 単位面積当りの全運動エネ

ルギー $E$, 単位面積当りの全 x- ンストロフィ $-Z$, エネルギー平均された波数ん,

$\overline{k}\underline{=}\frac{\sum_{k}kE(k)}{E}$

, (22)

エネルギースペクトル $E(k\rangle$ , 渦度\mbox{\boldmath $\omega$} と流れ関数\psiの 4次のモーメントの時間発展を調

べた. $E$ は $t\sim 5$ までの間に大きく減少するが, それ以後はほとんど保存されている.
方 $\mathrm{Z}$ は時間発展の問じゅう常に減少する. エネルギー平均された波数は時間と共に

単調に減少する. エネルギースペクトル $E(k)$は, EXPMI では $E(k.)$の傾き $\beta$ が初期に

おける $\beta=- 3$ から数単位時間以内にずれて, シミュレーションの最後には $\beta\sim- 5$ にな

った. EXPM2では, $\beta$ は時間発展の初期の段階における $\beta\sim- 3$ を経てやはり $\beta\sim- 5$

に達した. $\psi$ の 4次のモーメントは正規乱数のその値 3に近いまま時間発展するが,
$\omega$ のそれは初期における値 3から時間と共に単調に増加している. これらの性質は,

以前の研究からよく知られたものである. 2)

次に本題の結果を示す. $-\omega\psi/2$ をコヒーレソト領域で積分するために, 数値計算

の結果としてえられた場においてコヒーレント領域を定義しなければならない. 2-D

乱流におけるコヒーレント領域の定義は, 流れ関数\psi の Gaussian 曲率 $Q$ ,

$Q \equiv(\frac{\theta^{-}\psi}{d\mathfrak{r}d\mathrm{y}}.)-\frac{\theta^{\sim}\psi}{\theta x^{2}}\frac{\theta^{-}\psi}{\theta \mathrm{y}^{\wedge}}.’$ , (23)

が負となる領域をコヒーレント領域と定義する Weiss の規準 16)が有名である. -方,

McWilliams8)は, 個々のコヒーレント渦の構造や性質, さらにそれらの相互作用を議

論するため, 非粘性の 2-D Navier-Stokes 方程式の安定定常解である渦のパターンを基
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にして, コヒーレントな渦の自動抽出方法を提案した. $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}$ ]$\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{s}$ の自動抽出法 8)は,
Carnevale ら 6)や Weiss and $\mathrm{M}\mathrm{c}W111\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{s}^{11)}$ によりスケーリング則の研究に採用されてい
る. しかしながら, この自動抽出法は大変複雑であるため, 我々は $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{s}$ の自
動抽出法と等価で, より簡単な方法によってコヒーレント領域を定義した. コヒーレ
ントな渦は定常であり, 定常な渦では気圧傾度力は渦の中心を向く. さらに今考察し
ている系では, 圧力 $P$ の全領域平均はゼロであるため, $P$ が負の領域が渦の領域と考
えられる. さらにコヒーレント領域は安定な領域であり, $Q$ は Lagrange 的粒子の安定
性の指標 2\succ 4)17)であるため, したがって $p<0,$ $Q<0$ となる領域をコヒーレント領域
と定義した.

図 1はコヒーレント領域で積分された $-\omega\psi/2$ ,

$H= \frac{1}{(2\pi)^{2}}\int_{p<0}\int_{<Q0}-\frac{\omega}{2}\neg k\Phi\psi$ , (24)

その領域で積分された運動エネルギー

$T= \frac{1}{(2\pi)^{2}}\int_{<p0},\int_{Q<0}\frac{|u\lceil^{7}}{2}\ d_{\mathrm{V}}$ , (25)

そして領域平均された全運動エネルギー E (式 (2O)) の時間発展を示す. $H$ は $E$ の大
部分を占めていて, 第 2 ステージ (両実験において数単位時間後が第 2 ステージであ
る) でのみ–定値をとることがわかる. -方 $T$ は $E$ よりもオーダーとして小さく, 時
間と共に減少している iv). それゆえ前節での第 1の疑問, 即ち, コヒーレント領域に
わたる $-\omega\psi/2$の積分は時間発展に於て保存されるか ?, は立証された. 前節の議論
と本節の結果より, $-\omega\psi/2$のコヒーレント領域にわたる積分は, コヒーレントな渦
の集団系のハミルトニアンであると我々は結論する.

図 1. $E,$ $H,$ $T$の時間発展. a) EXPMI, b) EXPM2.

iv) ここで減少した運動エネルギーはコヒーレント領域の外の領域に輸送されている何故なら $E$は第 2

ステージで保存されているからである.
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\S 4. まとめと考察

我々は 2-D 減衰性乱流に於て, コヒーレントな領域における $-\omega\psi/2$の積分がコヒ

一レントな渦の集団系のハミルトニアンであることを渦糸系との比較から示した.
EXPMI 及び EXPM2と同じ初期条件からの 2-D減衰性乱流の第 2 ステージで, 波数

空間におけるエネルギースペクトルやスケーリング関係は, 合併可能な渦糸系の \ ミ

ルトニアン動力学によって定量的に説明される. 6),11),13)さらに 2-D 減衰性乱流の数値

シミュレーションから, コヒーレント領域にわたる $-\mathrm{c}v\psi/2$の積分が時間と共に–定

に保たれていることが示された. それゆえ $-co\psi/2$のコヒーレント領域にわたる積分

は, コヒーレントな渦の集団系のハミルトニアンであると結論した. そこで Camevale
らのスケ一リング理論の成功の鍵の–つは, この集団系のハミルトニアンの時間不変
性の使用, すなわち式 (7), であると結論する.

ここで, 前節で得られたコヒーレントな渦の集団系の運動エネルギー $T$が減少する

ことに関して, 物理的説明を与えることを考える. 運動エネルギーはコヒーレントな
渦の衝突・合併によって特徴付けられるカスケード過程により起こるので, コヒーレ

ントな渦を粒子と見倣し, 粒子の衝突を思い起こそう. 今 2つの粒子 1と 2の衝突前
における相対速度 $u_{12}$ と衝突後のそれらの相対速度 ul 。との間の関係は, Newton の衝

突の法則によって
$u_{1^{\underline{\gamma}}}=\epsilon u_{1_{\wedge}}’$, (26)

と書ける. ここで $\epsilon$ は衝突係数で, $\epsilon=1$のときが完全弾性衝突, $\epsilon<1$のときが非弾

性衝突 (特に $\epsilon=,$
$0$のときを完全非弾性衝突と呼ぶ) である. このような衝突の前後

で運動エネルギ\dashv 鈴 $=1$のときにのみ保存する. $\epsilon=0$のときには衝突後の粒子はと

もに同じ速度で動く, 即ち, あたかも –つの粒子のようにくっついて動 $\langle$ . 18) 2つの

同符号のコヒー $1\nearrow$ ントな渦は, 衝突して 1個のより大きなコヒーレントな渦となり,
これは粒子の完全非弾性衝突に対応するため, したがって運動エネルギーは衝突によ

り減少することが理解される.
2節で行ったものと同様の議論を, エンストロフィ一のスケーリング則 (11)に対し

ても適用することができる. Reynolds 数無限大の極限では, 2-D流体の全運動エネル

ギー $E$ は保存されるが, 全エンストロフィ $-Z$ は散逸する. それゆえ全運動エネルギ

一が系の長時間発展に影響を及ぼす初期条件の唯–の性質であると考え, Batchelor19)

は $Z$ のスケーリング Hl,
$Z\sim t^{-2}$ , (27)

を導いた. -方 Camevale ら $\overline{6}$)は式 (11)を提唱した. 高解像度の数値シミュレーション
1雪よ (27)よりも (11)を支持する : 全エンストロフィ一は (27)よりももっとゆっくり減少

するが, しかしながら (11)よりもわずかに速い. しかしながら (11)の有限 Reynolds 数
状態に対する補正 11)も, 依然としてシミュレートされた全エンストロフィ一の減衰を
過小評価している. シミュレーションと理論のこの不一致は, 以下のように定性的に
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解釈される. 我々は, 式 (7)の右辺が全エネルギーでなくコヒーレントな渦の集団系の

ハミルトニアンであったように,式 (8)の右辺は全エンストロフィーではなくコヒーレ
ントな渦の集団系のエンストロフィー, コヒーレント領域で積分されたエンストロフ
$\text{ィー}$ , であると主張する. それゆえ式 (11)は集団系のエンストロフィーのスケーリン
グ則である. Benzi ら $3$), $5$)によって明らかにされたように, コヒーレントな渦の領域内
でエンストロフィーは保存的に振る舞う : エンストロフィー散逸はコヒーレントな
渦の背景場で非常に大きい. 従って全エンストロフィーの減衰する率は式 (11)よりも
大きくなる. コヒーレントな渦の集団系のエンストロフィーのスケーリングが (11)を
満足するかどうかは, 引き続く論文で議論する. 何故ならば, スケーリング指数を正
確に決定するには, 本研究で行ったよりも高解像度モデル長時間積分が必要だから
である. しかしながら, 間接的に我々の議論が正しいことが次のように証明される.
我々は 2節で述べたスケ一リング関係から, コヒーレント領域で積分されたエンスト
ロフィーと, その領域の面積との比が, 減衰性乱流の第 2 ステージで時間的に–定に
なることを予測できる, 即ち,

$\iint_{---}\frac{1}{2}\omega d2\mathcal{K}dy/\iint_{---}d\mathcal{K}d\mathcal{Y}\sim f^{0}$ (28)

図 2は EXPM2に関して, この比をプロットしたものである. 数単位時間以後, 即ち,
第 2 ステージにおいて比が時間と共にほぼ–定に保たれていることがわかる. したが
って, (垣)はコヒーレントな渦の集団系のエンストロフィーのスケーリング則である

といえる.

$. \frac{\frac{\mathrm{o}}{}}{\underline{\alpha}\}$

図 2. コヒーレントな領域で積分されたエンストロフィ一とコヒーレントな領域の面積の比.

ここで, $-\omega\psi/2$ と $|u|^{2}/2$の違いについてコメントしておく. この研究で明らかにさ
れたハミルトニアン密度-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2 $k$エネルギー密度 $|u|^{2}/2$の問の関係は,

$- \frac{\omega\psi}{2}=\frac{1}{2}|u|2\frac{1}{2}\mathrm{v}-\cdot(\psi\nabla\psi)$ (29)
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で与えられる. もし方程式 (29)を適当な境界条件, 例えば 2重周期境界条件 (もしく

は剛体境界条件) のもと, 全空間で積分すれば (29)の右辺の第 2項は消え, $-\omega\psi/2$の

積分された値と $|u|^{\sim}’/2$の積分された値は–致する. それゆえ我々は-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2の意味, も

しくは-\mbox{\boldmath $\omega$}\psi /2と $|u|\underline’/2$の違いについて特に注意を払って来なかった. しかしながら前
者は本研究で示されたようにコヒーレント領域で積分されたときに保存され, コヒー

レントな渦の集団系のハミルトニアンという明確な物理的意味を持つ. -方コヒーレ

ント領域で積分された後者は時間と共に減少し, 全エネルギーに比べオーダーとして

小さい. 加えて, ハミルトニアンは与えられた系の動力学を生成する. そこで我々は
$|u|^{2}\mathit{1}2$ に比べて $-\omega\psi/2$の方が, コヒーレントな渦によって支配されている 2-D 減衰性

乱流においてより根本的量であると主張する.
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