
ガウス型通信路の最近の問題について

山口大箱 柳 研二郎 (Kenjiro Yanagi)

次のようなフィードバックをもつ離散時間ガウス型通信路を考える.

$Y_{n}=S_{n}+z_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$ ,

ただし $Z=\{Z_{n};n=.1, 2, \ldots\}$ は雑音を表す退化していない平均 $0$ のガウス過程、
$S=\{S_{n};n=1,2, \ldots\}$ と $Y=\{Y_{n};n=1,2, \ldots\}$ はそれぞれ入力信号と出力信号を
表す確率過程である. 通信路は雑音のかからないフィードバックをもつとする. し

たがって亀は送信するメヅセージと出力信号 $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n-1}$ の函数であるとして表
される. レート $R$ , 長さ $n$ の符号語 $x^{n}(W, Y^{n-}1),$ $W\in\{.1, \ldots, 2^{nR}\}$ と復号函数

$\mathit{9}n$ : $\mathrm{R}^{n}arrow\{1,2, \ldots, 2^{nR}\}$ に対して、誤り確率は

$Pe^{(n)}=Pr\{g_{n}(Y^{n})\neq W_{:}Y^{n}=x^{n}(W, Y^{n-1})+Z^{n}\}$ ,

で定義される. ただし $W$ は $\{1, 2, \ldots, 2^{nR}\}$ 上の–様分布で雑音 $Z^{n}=(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})$

とは独立である. 入力信号には平均電力制限が課せられる. つまり

$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}E[s_{i}^{2}]\leq P$

である. またフィードバックは causal である. つまり $S_{i}(i=1,2, \ldots, n)$ は $Z_{1},$
$\ldots$ , $Z_{i-1}$

に従属している. 同様にフィードバックがない場合は Si $(i=1,2, \ldots, n).\text{は}Z^{n}=$

$(Z_{1}, Z_{2,.n}\text{。}., Z)$ と独立である.
有限ブロック長容量は次のように定義される. $\cdot$ .

$c_{n,FB}(P)= \max\frac{1}{2n}\log\frac{|R_{X}^{(n)}+R_{z}n)|(}{|R_{Z}^{(n)}|}$,

ただし $|\cdot|$ は行列式を表し、最大値は

$Tr[(I+B)R_{\mathrm{x}^{n)}}^{(}(I+B^{t})+BR_{Z}^{(n)}B^{t}]\leq nP$ (1)

を満たす狭義下三角行列 $B$ と非負対称行列 $R_{X}^{(n)}$ についてとる. 同様にフィード
バックがないときには容量 $C_{n}(P)$ は $B=0$ としたときの最大値である. これらの
条件の下で Cover and Pombra は次の結果を得た. :
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Proposition 1 (Cover-Pombra [1]) 任意の $\epsilon>0$ に対して各 $n=1,2,$ $\ldots$ でブ

ロック長 $n$ で $2^{n(c}n,FB(P)-\epsilon)$ 個の符号語が存在して $narrow\infty$ のとき $Pe^{(n)}arrow 0$ とで

きる. 逆に任意の $\epsilon>0$ とブロック長 $n$ で $2^{n(C_{n,FB}}(P)+\in)$ 個の符号語からなる任意
の符号の列に対しても $Pe^{(n)}arrow\circ(narrow\infty)$ が成り立たない. これはフィードバック
をもたない場合も成り立つ.

ここではブロック長 $n$ を固定したとき $c_{n,FB}(P)$ と $C_{n}(P)$ との間の関係に興味
がある. $C_{n}(P)$ は正確に求められている.

Proposition2 (Gallager [5])

$C_{n}(P)= \frac{1}{2n}\sum_{i=1}^{k}\log\frac{nP+r_{1}+\cdots+r_{k}}{kr_{i}}$ ,

ただし $0<r_{1}\leq r_{2}\leq\cdots\leq r_{n}$ は $R_{Z}^{(n)}$ の固有値、 $k(\leq n)$ は $nP+r_{1}+\cdots+r_{k}>kr_{k}$

を満たす最大整数である.

ところで $c_{n,FB}(P)$ は正確には得られないので、今まで多くの人々によって様々
な形の上界が得られている.

Theorem 1 (Ebert [4], Pinsker [8], Cover and Pombra [1])

$C_{n}(P)\leq C_{n,FB}(P)\leq 2C_{n}(P)$ .

Theorem 2 (Cover and Pombra [1])

$C_{n}(P) \leq C_{n,FB}(P)\underline{<}cn(P)+\frac{1}{2}$ .

Theorem 3 (Dembo [3], Yanagi [11])

$C_{n}(P) \leq C_{n,FB}(P)\leq\frac{1}{2}\log(1+\frac{P}{r_{1}})$ .

Theorem 4 (Dembo [3]) $P= \frac{1}{4n}\sum_{i=1}^{n}(\sqrt{\mu+r_{i}}-\sqrt{r_{i}})^{2}$ となる $\mu>0$ に対して
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$R_{Z}^{11}(k)$ を 1, . . . , $k-1$ 行 1, . . . , $k-1$ 列からなる $R_{Z}^{(n)}$ の $(k-1)\cross(k-1)$ 部分

行列、 $R_{Z}^{12}(k)$ を 1, . . . , $k-1$ 行、 $k,$
$\ldots,$

$n$ 列からなる $R_{Z}^{(n)}$ の $(k-1)\cross(n-k+1)$

部分行列、 $R_{Z}^{21}(k)=R_{Z}^{12}(k)^{t}$ とする. このとき次を得る. これは $P$ が大きいとき有

効である.

Theorem 5 (Yanagi [12])

$c_{\text{ノ}}(nP)\leq C_{n,FB}(P)\leq C_{n}(P_{1})$ ,

ただし

$\lambda_{k-1}$ を $R_{Z}^{11}(k)$ の最小固有値とする. このとき最近次の結果が得られた. これは
$P$ が小さいとき有効である.

Theorem 6
$C_{n}(P)\leq C_{n,FB}(P)\leq C_{n}(P_{2})$ ,

ただし

$P_{2}$ $=$ $\frac{\lambda_{n-1}}{n}\{(1+\frac{P}{\lambda_{n-1}})^{n}-1\}$

$=$ $P+ \frac{1}{n}\frac{P^{2}}{\lambda_{n-1}}+\cdots+\frac{1}{n}\frac{P^{n}}{\lambda_{n-1}^{n-1}}$ .

この Theorem を証明するには次の 4つの Lemma を必要とする.

Lemma 1 $R_{X}=\{x_{ij}\}$ を $n\cross n$ 共分散行列, $x_{k}=$ ( $x_{1k}x_{2k}$ ... $x_{k-1k}$ ) ,
$R_{X}(1, \ldots, k-1)$ を 1, ... , $k-1$ 行と 1, . .. , $k-1$ 列からなる $R_{X}$ の $(k-1)\cross(k-1)$

部分行列とする. このとき

$R_{X}(1, \ldots, k-1)\geq\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}$

が成り立つ.
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Proof. $R_{X}(1, \ldots , k-1)$ の逆行列を次のように表す.

$R_{X}(1, \ldots, k)^{-1}=$ ,

ただし $B_{11}$ は 1, ... , $k-1$ 行と 1, ... , $k-1$ 列からなる $R_{X}(1, \ldots, k)^{-1}$ の $(k-1)\cross$

$(k-1)$ 部分行列, $B_{12}$ は 1, .., , $k-1$ 行と $k$ 列からなる $R_{X}(1, \ldots, k)^{-1}$ の $(k-1)\cross 1$

部分行列, $B_{21}=B_{12}^{t}$ , さらに $B_{22}$ は $(k, k)$ 成分からなる $R_{X}(1, \ldots, k)^{-1}$ の部分行列
である. $B_{11}\geq 0$ だから

$B_{11}^{-1}=R_{X}(1, \ldots, k-1)-\frac{x_{k}x_{k}}{x_{kk}}\geq 0$.
口

Lemma 2

$x_{kk}-x_{k\mathrm{x}}^{t}R+Z(1, \ldots, k-1)-1x_{k}\geq\frac{|R_{z}(.1.’.\cdots,k-1)|X_{k}k}{|R_{Z}(1,,k-1)+\frac{x_{k}x_{k}}{x_{kk}}|}$

Proof. Lemma 1 より

$R_{X+z}(1, \ldots, k-1)\geq\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}+R_{Z}(1, \ldots, k-1)>0$ .

したがって

$-R_{X+Z}(1, \ldots, k-1)-1\geq-(\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}\backslash +R_{Z}(1, \ldots, k-1))^{-1}$ .

ここで

$R= \frac{x_{k}x_{k}}{x_{kk}}+Rz(1, \ldots, k-1)$

とおくと

$x_{kk\mathrm{x}+Z}-X_{k}Rt(1, \ldots, k-1)^{-1_{X_{k}}}$

$\geq$ $x_{kk}-XtkR^{-}1xk$

$=$ $\frac{|R|\{X_{kk^{-}kk}X^{t}R^{-1}x\}}{|R|}$

$=$

$\frac{|\begin{array}{ll}R x_{k}x_{k}^{t} x_{kk}\end{array}|}{|R|}$

$=$
$\frac{|R-\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}|_{X_{k}}k}{|R|}$

$=$ $\frac{|R_{z}(1,\backslash \cdot.,k-1)|_{X}kk}{|R|}$ .
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口

Lemma 3

$A=$
を正定値対称行列とする. $\lambda$ を $A$ の最小固有値, $\mu$

.
を $A_{11}$ の最小固有値とすると,

$\lambda\leq\mu$ が成り立つ.

Proof.

$A^{-1}=$
を $A$ の逆行列とする.

$A_{11}^{-1}=B_{11}-B_{122}B^{-}22B11\leq B_{11}$

だから

$\frac{1}{\mu}=||A_{11}^{-}1||\leq||B_{11}||$ .

$-X$

$\frac{1}{\lambda}$ $=$ $||A^{-1}||= \sup\{<f, f>;||f||=1\}$

$\geq$ $\sup\{<, >;||x||=1\}$
$=$ $\sup\{<B11x, x>;||x||=1\}$

$=$ $||B_{11}||$ .

したがって
1 $..-$ $\cdot$ . 1

$\overline{\mu}-\leq||B_{11}||\leq\overline{\lambda}-$ .

ゆえに $\lambda\leq\mu$ を得る. 口

Lemma 4

$y_{1}+ \frac{y_{2}}{1+y_{1}}+\frac{y_{3}}{1+y_{1}+y_{2}}+\cdots+\frac{y_{n}}{1+y_{1}+\cdots+y_{n-}1}\leq Q$

を満たす $y_{1},$ $y_{2},$
$\ldots,$

$y_{n}\geq 0$ に対して $y_{1}+y_{2}+\cdots+y_{n}$ の最大値は $(1+ \frac{Q}{n})^{n}-1$ で

ある.
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Proof.

$y_{n}\leq$ $(Q-y_{1^{-}} \frac{y_{2}}{1+y_{1}} -. .$. $- \frac{y_{n-1}}{1+y_{1}+\cdots+y_{n-}2})(1+y_{1}+\cdots+yn-1)$

だから $y_{1}+y_{2}+\cdots+y_{n}$ は

$y_{n-1}= \frac{1}{2}(1+y_{1}+y2+\cdots+yn-2)(Q-y1-\cdots-\frac{y_{n-2}}{1+y_{1}+\cdots+y_{n-}3})$

のとき最大となる. 最大値は

$\frac{1}{4}(1+y_{1}+y2+\cdots+yn-2)(Q-y1^{-\cdots-}\frac{y_{n-2}}{1+y_{1}+\cdots+yn-3}+2)2-1$

となる. これは

$y_{n-2}= \frac{1}{3}(1+y1+\cdots+yn-3)(Q-y1-\cdots-\frac{y_{n-3}}{1+y_{1}+\cdots+y_{n-}4})$

のとき最大となる. 最大値は

$\frac{1}{27}(1+y_{1}+\cdots+y_{n-3})(Q-y1-\cdots-\frac{y_{n-3}}{1+y_{1}+\cdots+yn-4})^{3}-1$

となる. この手順を繰り返していけば

$y_{1}+y_{2}+\cdots+y_{n}$

の最大値は
$(1+ \frac{Q}{n})^{n}-1$

となる. ただし

$y_{1}$ $=$ $\frac{Q}{n}$

$y_{2}$ $=$
$\underline{Q}\underline{Q}(1+)-$

$y_{3}$ $=$ $\frac{Q}{n}(1+\frac{Q}{n})^{2}$

.$\cdot$

.

$y_{n}$ $=$ $\frac{Q}{n}(1+\frac{Q}{n})^{n-1}$

で attain される. $\square$
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Proof of Theorem 6. 任意の狭義下三角行列 $B$ に対して

$Tr[B(R_{x}+R_{Z})B^{t}+BR_{X}+R_{X}B^{t}]$

を最小化したい.
$I3=\{b_{ij;}b_{ij}=0(i\leq i)\}/\cdot R_{X}=\{x_{ij}\},$ $R_{Z}=\{z_{ij}\}$ とおくと

$Tr[B(R\mathrm{x}+R_{Z})B^{t}+BR_{X}+R_{X}B^{t}]$

$=$ $\sum_{k=2}^{n}\{\sum_{i=}^{k}-11k-1\sum_{j=1}(x_{ji}+zji)bkibkj+2\sum_{1j=}xjkb_{kj}k-1\}$

となる. そこで $2\leq k\leq n$ なる $k$ を固定して

$\sum_{i=1}^{k-1}\sum(xji+Z_{j}i)b_{ki}b_{k}j+2\sum^{-}X_{j}j=k-11j=k11kbkj$ (2)

を最小化する. (2) を $b_{k\ell}(1\leq P\leq k-1)$ で偏微分して $0$ とおくと

$b_{k\ell}=- \frac{1}{|R_{X+Z}(1,\cdots,k-1)|}\sum_{=i1}^{k-1}\tilde{y}_{\ell i}xik$

を得る. ただし $R_{X+Z}(1, \cdots, k-1)$ は 1, . , . , $k-1$ 行と 1, .. . , $k-1$ 列からなる

$R_{X}+R_{Z}$. の $(k-1)\mathrm{x}(k-1)$ 部分行列, 痴は $R_{X+Z}(1, ..., k-1)$ の $(l, i)$ 成分に

対する余丁子とする. したがって (2) の最小値は

$-\langle Rx+z(1, \ldots, k-1)-1,$ $\rangle$

$=$ $-x_{k}tR_{x+Z}(1, \ldots, k-1)-1x_{k}$

で与えられる. ここで $x_{k}=$ ( $x_{1k}$ $x_{2k}$ . .. $x_{k-1k}$ ) である. (1) は次のように

なる.

$x_{11}+ \sum_{2k=}^{n}\{Xkk^{-}x_{kX+z}Rt(1, \ldots, k-1)-1x_{k}\}\leq nP$.

Lemma 2 $f\gamma$)

$x_{11}+ \sum^{n}\frac{|Rz(.1.’.\cdots.’ k-1)|Xkk}{|R_{Z}(1,,k-1)+\frac{x_{\lambda\sim}x^{t}\kappa}{x_{kk}}|}.\leq nPk=2\cdot.\cdot$
(3)

(3) の下で
$\frac{1}{n}Tr[R_{X}]=\frac{X_{\mathrm{i}1}+X_{22}+\cdots+Xnn}{n}$
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を最大化する. $\frac{1}{n}Tr[R_{X}]$ を最大化するためには $2\leq k\leq n$ に対して

$\frac{|R_{Z}(1,\ldots,k.-1)+\frac{X_{k}X_{k}^{\iota}}{x_{kk}}|}{|R_{Z}(1,..,k-1)|}$ (4)

を最大化すればよい. $\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}$ は $0$ でない唯–の固有値 $Tr[ \frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}]$ を持つので (4) の

最大値は

$1+$
$\frac{Tr[\frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}]}{\lambda_{k-1}}$

で与えられる. ただし $\lambda_{k-1}$ は $R_{Z}(1, \ldots, k-1)$ の最小値である. Lemma 1 より

$Tr[ \frac{x_{k}x_{k}^{t}}{x_{kk}}]\leq Tr[R_{X}(1, \ldots, k-1)]=x_{11}+x_{22}+\cdots+x_{k-1k-1}$ .

したがって

$x_{11}+ \frac{x_{22}}{1+^{x_{\lambda_{1}^{1}}}\lrcorner}+\frac{x_{33}}{1+\frac{x_{11+2}x_{2}}{\lambda_{2}}}+\cdot$ $..+ \frac{x_{nn}}{1+\frac{x_{11}+x22+\cdots+xn-1_{l}-1}{\lambda_{?l-1}}},\leq nP$

$\text{なる条件の下で}\frac{1}{n}Tr[R_{x^{]}}$ の最大値を求めればよい. Lemma 3 より

$x_{11}+ \frac{x_{22}}{1+\frac{x\rceil 1}{\lambda_{n-1}}}+\frac{x_{33}}{1+^{x_{\lambda_{ll}}}\lrcorner\perp\mapsto x,-1\mathrm{z}}+\cdots+\frac{x_{nn}}{1+\frac{x_{11}+x_{22+}\cdot+x_{n-}1n-1}{\lambda_{l-1}}},\cdot.\leq nP$
(5)

である. ここで $1\leq k\leq n$ に対して $y_{k}= \frac{x_{kk}}{\lambda_{n-1}}$ とおくと (5) は

$y_{1}+ \frac{y_{2}}{1+y_{1}}+\frac{y_{3}}{1+y_{1}+y_{2}}+\cdots+\frac{y_{n}}{1+y_{1}+\cdots+yn-1}\leq\frac{nP}{\lambda_{n-1}}$ (6)

のように表される. Lemma 4 より条件 (6) を満たす $y_{1},$ $y_{2},$ . . $,$
$,$

$y_{n}\geq 0$ の下で

$\frac{X_{11}+X22+\cdots+X_{n}n}{n}=\frac{\lambda_{n-1}}{n}(y_{1}+y_{2}+\cdots+yn)$

の最大値は
$\lambda_{n-1\mathrm{r}J\neg}$ . $P$

$\frac{\tau-\perp}{n}\{(1+)--1\}\overline{\lambda_{n-1}}n$

である. 最大値は

$y_{k}= \frac{P}{\lambda_{n-1}}(1+\frac{P}{\lambda_{n-1}})^{k-1},$ $k=1,2,$ $\ldots,$
$n$

で attain される. 口

最近 Cover [2] により次のような conjecture が出されている.
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Theorem 7 (open problem)

$C_{n}(P)\leq C_{n,FB}(P)\leq C_{n}(2P)$ .

その他フィ一ドバックをつけることにより容量が増加するための必要十分条件 (Ihara
and Yanagi [6], Yanagi [11] $)$ , 遅れのあるフィードバックをもつ離散時間ガウス型通
信路の容量についての結果 (Yanagi [13], [15]), さらにニューラルネットワークの根
幹をなす多入力 1出力通信路の容量領域の外界についての結果 (Yanagi [14]) 等興味
ある話題もあるが紙面の都合上割愛する. . $\cdot$

最後に $n=2$ と $n=3$ の場合の具体的な例を挙げて上で求められた上界の中で
どの上界がよい上界であるかを比較することにする.

例 1 $R_{Z}=,$ $r_{1}=1,$ $r_{2}=3,$ $\lambda_{1}=2$

$\bullet P_{2^{-\{(1+}}-\frac{\lambda_{1}}{2}\frac{P}{\lambda_{1}})^{2}-1\}=P+\frac{P^{2}}{4}$

$\bullet$ Dl $= \frac{1}{2}\log(1+\frac{P}{r_{1}})=\frac{1}{2}\log(1+P)$
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Table 1
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ffiIJ 2 $R_{Z}=,$ $r_{1}=2-\sqrt{2},$ $r_{2}=2,$ $r_{3}=2+\sqrt{2},$ $\lambda_{2}=1$

$\bullet P_{2}=\frac{\lambda_{2}}{3}\{(1+\frac{P}{\lambda_{2}})^{3}-1\}=P+P2+\frac{P^{3}}{3}$

$\bullet$ Dl $= \frac{1}{2}\log(1+\frac{P}{r_{1}})=\frac{1}{2}\log(1+\frac{P}{2-\sqrt{2}})$

$\bullet$ D2 $= \frac{1}{3}\log\frac{1}{8}(1+\sqrt{1+\frac{\mu}{r_{1}}})(1+\sqrt{1+\frac{\mu}{r_{2}}})(1+\sqrt{1+\frac{\mu}{r_{3}}})$

Table 2
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