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WKLoが $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}\text{の}\Pi 1^{-}1\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ extension であることを示した Harrington の証明法

を応用し, Brown と Simpson は $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{o}+\Pi^{0}-\infty \mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}\text{も}$

.
$\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0^{\text{の}}1^{-_{\mathrm{C}\mathrm{O}}}}\Pi 1\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{e}$ extension

となることを証明した [1]. この小論では Brown と Simpson の結果を更に拡張し, また

$\Sigma_{1}^{b}$-NIA と呼ばれる体系 [4] 上で同様の結果が得られることを示す.

1 $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ と $\Pi_{\infty}^{0}rightarrow \mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{T}$

RCAoは discrete ordered semiring の公理系に $\Sigma_{1}^{0_{-\mathrm{I}\mathrm{N}\mathrm{D}}}$ と $\Delta_{1}^{0_{-}}\mathrm{c}\mathrm{A}$ を加えた二階算術の

体系である. また� 0\infty -BCT は次のように定義される.

定義 $\Pi_{\infty}^{0}$ -BCT は次の scheme のことである : 任意の� 0\infty -formula $\varphi(x, y)$ に対して

$\forall n\forall\sigma\in 2^{<N}\exists\tau\in 2^{<N}(\sigma\subseteq\tau\wedge\varphi(n, \tau))arrow\exists f\in 2^{N}\forall n\exists k\varphi(n, f[k])$ .

ここで, $2^{<N}$は $0$ と 1の有限列全体の集合, 2Nは Nから $\{0,1\}$ への関数全体のクラス,

$f[k]$ は<f(0), $f(1),$ $\ldots,$ $f(k-1)>$のことである.

$\Pi_{\infty}^{0}$ -BCT はおおまかにいって, Cantor 空間において $\Pi_{\infty}^{0_{-\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}1\mathrm{a}}}\mathrm{m}\mathrm{u}$ で–様に定義できる

稠密な開集合は共通の元をもつことを主張したものである. 可分 Banach 空間における開

写像定理や閉グラフ定理の証明に用いられる Baire category theorem は $\mathrm{W}\mathrm{K}\mathrm{L}_{0}$では証明

できない [1]. ここで, WKL0は「任意の無限 $\{0,1\}$-木は無限 path を持つ」 という weak

K\"onig’s lemma を RCAoに加えた体系である. $\Pi_{\infty}^{0_{-}}\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{T}$ はこれを証明するために導入さ
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れた. しかし, Baire category theorem を証明するには $\square \square$0\infty -formula を $\Pi_{1}^{0}$-formula に制限
してもよい (これが必要十分条件になっている [2]).
ところで, $\mathrm{W}\mathrm{K}\mathrm{L}_{0}$に関する Harrington の結果にもとづき, $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}[6]$ は次のような予想

をたてた.

予想 1 任意の $\square _{\infty}^{0_{-}}\mathrm{f}_{0}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$

$\varphi$ について, $\mathrm{W}\mathrm{K}\mathrm{L}_{0}\vdash\exists!x\varphi(x)$ ならば $\mathrm{R}\mathrm{C}.\mathrm{A}_{0}\vdash\exists!x_{\varphi(}x$) で

ある.

例えば, path が–本しかない recursive な無限 $\{0,1\}$ -木については, その path は recur-
sive にとれる. このことは容易に RCA0の上で形式化できる. また, Jockusch と Soare の
結果 [5] を使うと十分に強い induction の仮定の下でこの予想は成り立つ. これと同様な

ことが� o\infty -BCT でもいえる. そこで, 次の予想も考えられる.

予想 2 任意の $\Pi\Pi_{\infty^{\mathrm{f}1\mathrm{a}}}^{0_{-}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}$

$\varphi$ について, $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Pi^{0}- \mathrm{B}\infty \mathrm{c}\mathrm{T}\vdash\exists!X\varphi(X)$ ならば $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}\vdash$

$\exists!X\varphi(X)$ である.

ところで, $\exists!X\varphi(X)$ となる代表的なものは $\square \square$0\infty -formula に対する内包公理であるが,
この場合に関して予想 2が成り立つことを以下で証明する.

定理 11 任意の\Pi 0\infty -formula $\varphi$ について, $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Pi_{\infty}^{0_{-}}\mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}\vdash\exists X\forall X(x\in xrightarrow\varphi(x))$ な

らば $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}0\vdash\exists X\forall x(x\in xrightarrow\varphi(x))$ である.

$I\Sigma_{1}^{0}$の可算モデル $(M, S)$ について $(M,\Delta_{1}^{0}- \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f})$ は $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$のモデルとなる. ここで, $\Delta_{1}^{0_{-}}$

Def は $(M, S)$ において $\Delta_{1}^{0}- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ な集合をすべてを集めたものである. 特に, $\mathrm{S}$ が有

限のときの $\triangle_{1}^{0_{- \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{f}}}$ を有限生成的な second part と呼ぶことにする. また, $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$の可算

モデル $(M, S)$ において $D\subset 2<N\text{が}$ dense であるとは, 任意の\mbox{\boldmath $\sigma$} $\in 2^{<N}$についてある

$\tau\in$ Dが存在して $(M, S)\models\sigma\subseteq$ \tau が成り立つことをいう. また Dが $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$

とは, Dが $(M, S)$ においてある $\Pi_{\infty}^{0}- \mathrm{f}_{0}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ によって定義できることとする. このとき,
全ての $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense set に対して $\exists k(G[k]\in D)$ となる $G$ がとれる. この $G$ を

$(M, S)$-generic と呼ぶ. 以下では, モデルは全て可算モデルとして議論する.
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補題 12 $(M, S)\models$ RCAoかつ $S$は有限生成的であるとする. そして, free variable

が $x$ のみの\Pi 0\infty -formula \mbox{\boldmath $\varphi$}(x)(ただし, M\cup Sの元をパラメータに含んでよい) が $(M, S)\models$

$\neg\exists X\forall x(X\in Xrightarrow\varphi(x))$ を満たすとする. このとき, $S’(\supseteq S)$ で次のことが成り立つもの

が存在する.
$(\mathrm{i})(M, S’)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{i})s$’は有限生成的である.

(iii) ある $A\in$ S’が存在して, 任意の $(M,\mathrm{S})- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense set $D$について $(M, S’)\models$

$\exists k(A[k]\in D)$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{v})(M, S’)\models\neg\exists X\forall x(x\in Xrightarrow\varphi(x))$ .

[証明] $\mathrm{S}$ は $\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}\}$ によって生成されているとする. $G$ を $(M, S)$ -generic とし,

$S’$ として $\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}, G\}$ によって生成される second part とる. このとき, Brown と

$\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ から $(M, S’)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$であり, 任意の $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense set $D$について

$(M, S’)\models\exists k(G[k]\in D)$ となる.

そこで, (iv) が成り立つことをみればいい. 今, $\{\varphi_{i}(x)\}_{i\in\omega}$ を $(M, \{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}, G\})$

の元を含む free variableが $x$ だけの $\Sigma_{1}^{0}$-formula を全て並べたものとする. すると, 各\mbox{\boldmath $\varphi$}i $(x)$

$\text{は}\Sigma^{0}0^{- \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{m}}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ $\theta_{i}$によって $\exists k\theta_{i}(x, k, B_{1}[k], B2[k], \ldots, B_{m}[k], G[k])$ となっていると考えてい

い. そこで, $E_{i,j}\subset 2^{<N}$を次のように定義する.

$\sigma\in E_{i,j}\Leftrightarrow\exists x\forall\tau\supseteq\sigma(((\neg\varphi(x)\wedge\exists k_{1}\leq lh(.\tau)\theta i(X, k1, B_{1}[k1], B2[k1], \ldots, Bm[k1], \tau[k_{1}]))$

V $(\varphi(x)\wedge\forall\iota_{1}\leq lh(\tau)\neg\theta_{i}(X, \iota_{1}, B1[\iota 1], B_{2}[l_{1}], \ldots, B[ml1], \mathcal{T}[l1])))$

. $\mathrm{V}.((\neg\varphi(X)\wedge\forall l2\leq lh(\tau).\neg\theta_{j}(x, \iota_{2}, B_{1}[\iota_{2}], B_{2}[\iota_{2}], \ldots, B_{m}[\iota 2], \mathcal{T}[l_{2}]))$

V $(\varphi(x)\wedge\exists k_{2}\leq lh(\tau)\theta j(X, k2, B_{1}[k2], B2[k2], \ldots, Bm[k2], \tau[k_{2}]))))$ .
また, $D_{i,j}\subset 2^{<N}$を次のように定義する.

$\sigma\in D_{i,j}\Leftrightarrow\sigma\in E_{i,j^{}}\neg\exists\tau\in E_{i,j(\mathcal{T}}\supseteq\sigma)$ .

$D_{i,j}$は $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense である. したがって, $\sigma 0\in D_{i,j}\wedge\exists k(\sigma 0=G[k])$ となる

\mbox{\boldmath $\sigma$}0がとれる.
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このとき, \mbox{\boldmath $\sigma$}0\in E,,’であることを次に示す. いま, $\sigma 0\not\in E_{i,j}$ と仮定すると, $\sigma_{0}\in D_{i,j}$ よ

り, 任意の\tau $\supseteq\sigma_{0}$に対して次のことが $(M, S)\backslash$ で成り立つ.

$\forall..x\exists\tau’\supseteq\tau((\varphi(X)rightarrow\exists k\theta_{i}(X, k, B_{1}[k], B2[k], \ldots, B[mk], \mathcal{T}[k]))$

$\wedge(\varphi(x)rightarrow\neg\exists l\theta_{j}(_{X,\iota}, B_{1}[\iota], B_{2}[l], \ldots, B[ml], \mathcal{T}[l])))$

これを $\psi(\tau)$ とする. すると, ( $M,$ $S^{\backslash },\models\psi(\sigma_{0})$ より任意の $x\in M$に対して,

$(a.\cdot)$ $(M, S)\models\varphi(X_{)}^{\backslash }arrow\exists\tau\supseteq\sigma_{0}\exists\iota\leq lh(\tau)\theta_{i}(x, \iota, B_{1}[\mathit{1}], B_{2}[^{l}\mathrm{t}], \ldots, B_{m}[\iota].)T[\iota])\mathrm{Q}$

また, 任意の\tau $\supseteq\sigma_{0}$について $(M, S)\models\psi(\tau)$ だから, 同じく任意の $x\in M$に対して,

$(b)$ $(M, S)\models\neg\varphi(X)arrow\forall’\mathrm{r}\supseteq\sigma_{0}\forall\iota\leq\iota h(_{\mathcal{T}})\neg\theta_{i}(X, \iota, B1[\iota], B2[l], . . s’ B_{m}[l], \mathcal{T}[l])$ .
したがって,

$(M, S)\models\forall x(\varphi(\prime x)rightarrow\exists\tau\supseteq\sigma_{0}\lrcorner\neg l\leq lh(_{\mathcal{T}}\dot{\mathrm{I}}\theta_{i}(_{X,l}, B_{1}[l], B2[\iota], \ldots , B_{m}[l], \tau[\iota]))$ .

同様にして,

$(M, S^{\backslash })\models\forall x(\varphi(X)rightarrow\forall\tau\supseteq\sigma 0\forall l\leq lh(\mathcal{T})\neg\theta_{j}(X, l, B_{1}[l], B2[l], \ldots, Bm[l], \tau[l]))$ .

Sは $\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}\}$ によって生成されているので, これは $(M, S)\models\neg\exists X\forall n(n\in Xrightarrow$

$\varphi(.n))$ に反する. よって, $\sigma_{0}\in E_{i,j}$ となる. 以上より, $\exists k(\sigma_{0}=G[k])$ だから,

$(M, s’)\models\exists x(\neg(\varphi(x)rightarrow\exists k\theta_{i}(x, k, B1[k], B_{2}[k], \ldots , B_{m}[k], G[k]))$

$\neg(\varphi(X)rightarrow\neg\exists l\theta_{j(}X, \iota, B_{1}[\iota], B_{2}[l], \ldots, Bm[l], G[l])))$ .
今, ある $X_{\mathrm{k}}\in$ S’によって $(M, S’)\models\forall n(n\in Xrightarrow\varphi(n))$ とする. すると, S’は

$\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}, G\}$ で生成されているので, X はある $\varphi_{i}(x)$ と $\neg\varphi j(x)$ によって $(M, S’)\models$

$\forall n(n\in Xrightarrow\varphi_{i}(n)rightarrow\neg\varphi_{j}(n))$ となる. これは, 先の結果に矛盾する. したがって, (iv)

が示された. 口

補題 13 $(M, S)$ \models RCAoかつ $S$は有限生成的であるとする. 更に, $\varphi(x)$ を $\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}$ variable
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が $x$ のみの II0\infty -formu1a (ただし, M\cup Sの元をパラメータに含んでよい) とする. このと

き,
$(M, S)\models\neg\exists X\forall x(X\in x-rightarrow\varphi(x))$

$1$

ならば, $S’(\supseteq S)$ で $(M, s’)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\square ^{0}\infty^{\mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}\neg}-+\exists X\forall X(X\in Xrightarrow\varphi(x))$となるものが

存在する.

[証明] $(M, S)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$かつ $\mathrm{S}$ は有限生成的であり, $\Pi_{\infty}^{0}$-formula $\varphi$ は補題の仮定を

満たすものとする.

このとき, 補題 12を用いて帰納的に定義することで, 有限生成的な second part の増

加列 (Si)i\in 詠以下の性質を満たすようにとれる.

(i) 各乱は有限生成的かつ $(M, Si)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}0$ .
(ii) 任意の $i$ について, ある $X\in S_{i+1}$が存在して X は任意の $(M, S_{i})-\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense

set $D$について $(M, s_{i+1})\models\exists k(X[k]\in D)$ .
(iii) 任意の $i$ について, $(M, Si)\models\neg\exists X\forall n(n\in Xrightarrow\varphi(n))$ .

そこで, $S’= \bigcup_{i\in\omega}$ Si とする. このとき, $(M, S’)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Pi_{\infty}^{0_{-}}\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{T}$ となる. ま

た, ある $A\in S’ \text{で}$ $(M, S’)\models\forall x(x\in Arightarrow\varphi(x))$ とする. すると, ある $i$ について

$A\in Si$だから $(M, Si)\models\forall x(x\in Arightarrow\varphi(x))$ となる. これは (iii) に反する. よって,

$(M, S’)\models\neg\exists X\forall X(_{X\in X}rightarrow\varphi(x))$ 口

[定理 1の証明] $\neg \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}\vdash\exists X\forall x(X\in Xrightarrow\varphi(x))$ とする. ここで, $\varphi(x, \mathrm{Y}_{1}, \mathrm{Y}_{2}, \ldots, Y_{m})$

とかいたとき, 全ての set variable は $\{\mathrm{Y}_{1}, \mathrm{Y}_{2}, \ldots, \mathrm{Y}_{m}\}$ で出尽くされているとする. する

と, 完全性定理により $\mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}$ の可算モデル $(M, S)$ で, ある { $B_{1},$ $B_{2},$
$\ldots$ , Bm}\subset Sで

$(M, S)\models\neg\exists X\forall x(x\in Xrightarrow\varphi(x, B_{1,2}B, \ldots, Bm))$

となるものが存在する. このとき, $S’$ を $\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{m}\}$ で生成される second part とす

ると,

$(M, s’)\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\neg\exists X\forall x(x\in Xrightarrow\varphi(x, B_{1,2}B, \ldots, Bm))$.
したがって, 補題 13により次の性質を満たす $(M, S”)$ がとれる.

$(M, S^{\prime J})\models \mathrm{R}\mathrm{C}\mathrm{A}_{0}+\Pi_{\infty}^{0}- \mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}+\neg\exists X\forall X(x\in Xrightarrow\varphi(x, B_{1,2}B, \ldots, B)m)$.
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したがって, 定理は証明された. 口

2 $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ 上と垣 0\infty -BCT

$\mathrm{P}=\mathrm{N}\mathrm{P}$ 問題と関係のある形式的体系として, Ferreira は $\{0,1\}$ の有限列を対象にした

体系を考えた. 特に, 以下で主要な体系となる $\Sigma_{1}^{b}$ -NIA は Bounded arithmetic の Buss の
体系 $S_{2}^{1}$に対応している. 例えば, $\Sigma_{1}^{b}-NIA\vdash\forall x\exists y\varphi(x, y)$ となる $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\varphi(X, y)$ に

対しては, 任意の\mbox{\boldmath $\sigma$}\in 2 $<\omega$ で\mbox{\boldmath $\varphi$} $(\sigma, f(\sigma))$ となる多項式時間計算可能な関数 fがある [3]. こ

こではまず, Ferreira による二階言語について述べる. Ferreira による二階言語は 3つの

constant symbols $\epsilon,0,1$ と 2つの binary function symbols $-,$ $\cross$ と binary $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\subseteq$からな

る. 自然な解釈として–は concatenation を, $\subseteq$ は initial subwordeness をそれぞれ意味す
る symbol であり, $x\cross y$は $x$ を $y$の長さの分だけ繰り返しつなげたものと考える.
この言語上でまず以下の 14個の公理を Basic axioms として定義する. ただし, $x-y$

は略して $xy$ とかく.

$x\epsilon=x$ , $x\cross\epsilon=\epsilon$ ,
$x(y\mathrm{O})=(xy)\mathrm{O}$ , $x\cross y\mathrm{O}=(x\mathrm{x}y)_{X}$ ,
$x(y1)=(xy)1$ , $x\cross y1=(X\cross y)_{X}$ ,
$x0=y0arrow x=y$ , $x1=y1arrow x=y$ ,
$x\subseteq\epsilonrightarrow x=\in$ , $x0\neq y1$ ,
$x0\neq\in$ , $x1\neq\epsilon$ ,
$x\subseteq y\mathrm{O}rightarrow x\subseteq yx=y\mathrm{O}$ , $x\subseteq y1rightarrow x\subseteq yx=y1$ .

$\exists z\subseteq y(zx\subseteq y)$ を $x\subseteq^{*}y$とかき, $x$ は yの subword という. また, atomic formula か
ら命題論理記号と $\forall x\subseteq^{*}t(\cdots)$ , $\exists x\subseteq^{*}t(\cdot, .)$ という形の量化記号のみを用いて作られる

formula を sw.q.-formula と呼ぶ. 更に, 1 $\cross X\subseteq 1\mathrm{x}y$ を $x\leq y$ とかき, $\mathrm{S}\mathrm{W}$.q.-formula

から命題論理記号と $\forall x\leq t(\cdots)$ , $\exists x\leq t(\cdots)$ という形の量化記号のみを用いて作られ
る formula を $\Sigma_{\infty}^{b}$-formula と呼ぶ. ただし, 垣よ $x$ を含まない term である. 特に $\mathrm{S}\mathrm{W}$ .q.-
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$\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\varphi$ で $\exists x\leq t\varphi$ とかける formula を $\Sigma_{1}^{b_{- \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}}}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ と呼ぶ. また二階算術のときと同様

にして\Pi \Pi 01-formula なども定義できる.

次に, $\Sigma_{1}^{b}$ -NIA の定義を与える.

定義 $\Sigma_{1}^{b}$-NIA は以下の公理からなる.

(i)Basic axioms.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Sigma_{1}^{b_{- \mathrm{n}}}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ induction scheme: 任意の $\Sigma_{1}^{\mathrm{b}_{-}}\mathrm{f}_{0}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ $\varphi(x)$ に対し,

$\varphi(\epsilon)\wedge\forall x(\varphi(x)arrow\varphi(x0)\wedge\varphi(x1))arrow\forall x\varphi(X)$ .
$\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ では $0\neq 1,$ $(xy)z=x(yz),$ $xy\subseteq xwarrow y\subseteq w,$ $(x\subseteq y\wedge x\neq y)arrow(x0\subseteq$

$y\vee x1\subseteq y)$ などといった基本的な性質が証明できる. 更に, term によって定義される任

意の関数は長さに関して単調増加であることも証明できる. 以下の証明ではこれらを暗

黙のうちに使うこととする. またここで, $\nabla_{1}^{b}-\mathrm{C}\mathrm{A}$ と呼ばれる内包公理を次のように定義

する.

$\forall x(\varphi(x)rightarrow\neg\psi(x))arrow\exists X\forall x(x\in Xrightarrow\varphi(x))$

ただし, $\varphi(x),$ $\psi(x)$ は\Sigma bl-formula とする.

特に次の結果によって, $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla_{1}b_{-}\mathrm{C}\mathrm{A}$ は\Pi ll-sentence に関して\Sigma bl-NIA の conservative
extension である.

補題 2.1(Ferreira, $1994[4]$ ) $(M, S)$ は $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ のモデルとする. このとき, $S’(\supset S)$

で $(M, S’)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla^{b}\mathrm{C}\mathrm{A}1^{-}$ となるものが存在する.

以下, $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla^{b}- \mathrm{c}1\mathrm{A}$ を基本的な二階の公理系として考える. また,「 $\Sigma_{\infty}^{b}$ -formula $\varphi(x)$

について, $\{x:\varphi(X)\}$ が無限 $\{0,1\}$ -木を定義するとき $\{x:\varphi(X)\}$ が path を持つ」 という

主張を $\dot{\Sigma}_{\infty}^{b}$ -WKL と呼ぶ. 正確な定義は [4] による. ここで, $\{x:\varphi(x)\}$ は集合として存在

しなくてもよい. $\Sigma_{\infty}^{b}$ -WKL については次の結果が知られている.

定理 22(Ferreira,1994) $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla^{b}-\mathrm{c}\mathrm{A}+\Sigma_{\infty}^{b}1$-WKL $\text{は}\Pi\Pi_{2^{-_{\mathrm{S}}}}^{0}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e}$ に関して $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$

の conservative extension である.
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また, この定理の証明と同様にして $I\Sigma_{0}0+\Sigma_{0}0-\mathrm{C}\mathrm{A}$ と WKL にも同じ結果を得る. ただ

し, WKL の形式化が少し異なることを注意しておく.

次に, 二階算術での $\Pi_{\infty}^{0}- \mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}$ に対応するように� 0\infty -BCT を定義する.

定義 $\Pi_{\infty}^{0}$ -BCT とは次の scheme のことである : 任意の\Pi \Pi 0\infty -formula $\varphi(x, y)$ に対して

$(\forall’.r\forall y\exists z(y\subseteq z\wedge\varphi(X, z))arrow\exists X_{(\forall}’x\exists y\in X\varphi(x, y)\wedge Path(x))$

ただし, Path $(X)$ とは次の\Pi \Pi 01-formula である.

$\forall x\forall y(x\in X\wedge y\underline{\subseteq}xarrow y\in X)\wedge\forall u\exists x\equiv u(x\in X)\wedge\forall x\forall y(x\in X\wedge y\in Xarrow x\subseteq y\vee y\subseteq x)$

ここで, $x\equiv y$は $x\leq y\wedge y\leq x$ の略記.

このとき, 次の結果が得られる.

定理 $2_{\text{。}}3$ $\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla_{1}b_{- \mathrm{C}}\mathrm{A}+\Pi_{\infty}0_{-}\mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}$ $\text{は}\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{r}_{\backslash }\backslash \overline{\mathrm{J}}\S \mathrm{A}$ $\text{の}\Pi_{1}1$ -sentence に関して conservative ex-
tension である.

ここで, この定理を証明するのにいくつかの定義を与えておく. $\Sigma_{1}^{b}$ -NIA の可算モデ
ル $(M, S)$ について, D\subset Mが dense であるとは, 任意の\mbox{\boldmath $\sigma$}\in Mにある\tau \in Dが存在して

( $M,$ $S_{\grave{j}}\models\sigma\subseteq\tau$ が成り立つことをいう. また, Dが $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ とは, Dが $(M, S)$

においてある $\Pi_{\infty}^{0}- \mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ で定義できることとする.

このとき, $\acute{(}M,$ $S$ ) の全ての dffinable dense set を並べたものを $D_{0},$ $D_{1},$
$\ldots$ とする. すると,

\mbox{\boldmath $\sigma$}i\in D,で\mbox{\boldmath $\sigma$}’ $\subseteq\sigma_{i+1}$ となる {\mbox{\boldmath $\sigma$}i}i\in \mbox{\boldmath $\omega$}\subset Mがとれる. よって, $G\subset M$を $G=\{\sigma\in M:\exists i\in$

$\omega(M, S)r^{\sigma}\llcorner\subseteq\sigma_{i}\}$ とすると, $(M, S)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$により $(M, S\cup\{G\})\models Path(G)$ となる.

また, 任意の $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense set $D$について $(M, S\cup\{G\})\models:_{\underline{\exists}x}(x\in G\wedge x\in D)$

となる. この $G$ を $(M, S)$ -generic と呼ぶ.

これ以降, $\Sigma_{1}^{b}$ -NIA のモデルは全て可算モデルとして考える. すると, 次の補題が証明

できる.

補題 2,4 $(M, S)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla b- \mathrm{c}\mathrm{A}1’ G$ は $(M, S)$-generic とする. 更に, $\varphi(\vec{x})$ を $\vec{x}$

で free variable が全て出尽くされている $\Sigma_{\infty}^{b}$-formula とする (ただし, M\cup Sの元をパラ
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メータに含んでよい). また, $a\subset\prec M$とする. このとき, ある $(M, S)$ の $\Sigma_{\infty}^{b}$ -formula $\psi$で

次の性質を満たすものが存在する.
$(\mathrm{i})\varphi$ と $\psi$は同じ free variable をもつ.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})(M, S\cup\{G\})\models\forall\vec{x}\leq\vec{a}(\varphi(x)\precrightarrow\psi(\vec{x}))$.
特に, $\varphi$ が\Sigma lb-formula ならば\psi も $\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ にとることができる.

[証明] $\varphi$ の論理記号の数による帰納法によって証明する.
$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{1}\varphi}$: が atomic formula のとき. $\varphi$ が以下のような場合, $\psi$ は\mbox{\boldmath $\varphi$} とする.

$(\mathrm{a})t_{1}=t_{2}$ もしくは $t_{1}\subseteq t_{2}$ とかけるとき

(b)A\in Sで $t\in A$ とかけるとき

$\varphi$ が $t(\vec{x})\in G$ とかけるときは\psiを次のようにして決める. $G$ は $(M, S)$-generic であるか

ら, $b\in G$ で $(M, S)\models t(\vec{a})\equiv b$ となるものがとれて $(M, S\cup\{G\})\models\forall\vec{x}\leq\vec{a}(t\{\vec{x})\in Grightarrow$

$t(x)\prec\subseteq b)$ となる. そこで\psiをこの $t(\vec{x})\subseteq b$ ととれば\psiは補題の主張を満たす.

Step $2:\varphi$ の–番外側の記号が命題論理記号のとき. もし\mbox{\boldmath $\varphi$} が\neg \mbox{\boldmath $\varphi$}’ならば, 帰納法の仮定よ

り \mbox{\boldmath $\varphi$}’に対して補題の主張を成り立たせる\psi ’がある. このとき, $\psi$ を-\psi ’とすればいい. も

し\mbox{\boldmath $\varphi$} が\mbox{\boldmath $\varphi$}’ $\wedge\varphi_{2}$ならば, 帰納法の仮定より $\varphi_{1},\varphi_{2}$に対してそれぞれ補題の主張を成り立たせ

る $\psi_{1},\psi_{2}$がある. このとき, $\psi$ を $\psi_{1}\wedge\psi_{2}$とすればいい.

Step $3:\varphi$の–番外側の記号が bounded quantifier のとき. もし\mbox{\boldmath $\varphi$} が $\exists y\subseteq^{*}t(\vec{x})\varphi’(y,\check{x})$ なら

ば, 帰納法の仮定より $(M, S)\models t(\vec{a})\equiv b$ となる $b\in M$についてある $(M, S)$ の $\Sigma_{\infty}^{b}$ -formula
\psi ’で, $(M, S\cup\{\mathrm{G}\})\models\forall y\leq b\forall\vec{x}\leq\vec{a}(\varphi’(y,\vec{x})rightarrow\psi’(y,\vec{x}))$ となるものが存在する. このと

き, $\psi$ を $\exists y\subseteq^{*}t(\vec{x})\psi’(y,\vec{x})$ ととると $\psi$は補題の主張を満たす. 更に\mbox{\boldmath $\varphi$} が $\exists y\leq t(\vec{x})\varphi’(y,\vec{x})$

となっているときも上と同様にして補題の主張を満たす\psiをとることができる.

また, $\psi$の作りかたから $\varphi \text{が}\Sigma_{1}^{b_{- \mathrm{f}\mathrm{o}}}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ ならば\psi も $\Sigma_{1}^{b}$ -formula ととることができる. $\square$

補題 25 $(M, S)\models\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla_{1}b- \mathrm{c}\mathrm{A}$ とする. このとき, $S’(\supset S)$ で次のことが成り

立つものが存在する.
$(\mathrm{i})(M, S’)\models\Sigma_{1}^{b}$ -NIA

(ii) ある $X\in$ S’が存在して任意の $(M, s)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}b$le dense set $D$について $(M, S’)\models$

$\exists X((X\cap \mathrm{D}\neq\emptyset)\wedge Path(X))$ .
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[証明] $(M, S)$-generic $G$ をとって $S’=S\cup\{G\}$ とする. すると, 任意の $(M, S)- \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$

dense set $D$について $(M, S’)\models(G\cap D\neq\emptyset)\wedge Path(G)$ . 次に $(M, S’)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ を示

す. ここで, $\Sigma_{1}^{b}$ -formula\psi が, $(M, S’)\models\psi(\epsilon)\wedge\forall x(\psi(x)arrow\psi(x0)\wedge\psi(X1))$ であるとす

る. このとき, $(M, s’)\models\forall x\psi(x)$ を示せばよい. 任意の $M$の元 $a$ に対して補題 24より,

$(M, S)$ の $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{f}_{0}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\psi_{a}$で $(M, S’)\models\forall x\leq a(\varphi(x)rightarrow\psi_{a}(X))$ となるものがとれる. このと

き, $\psi_{a}’$ を $x\leq aarrow\psi_{a}(x)$ とすると, $(M, S)\models\psi_{a}’(\epsilon)\wedge\forall x(\psi\prime a(x)arrow\psi_{a}’(x0)\wedge\psi_{a}’(x1))$ とな

る. $(M, S)\models\Sigma_{1}^{b}$-NIA より $(M, S)\models\forall x\psi_{a}’(x)$ , したがって $(M, S’)\models\psi(a)$ である.
$M$の元 $a$ は任意にとれるから以上のことから $(M, S’)\models\forall x\psi(x)$ となる. $\square$

定理 26 $(M, S)\models\Sigma_{1}^{b}$ -NIA とする.

このとき, $S’(\supset S)$ で $(M, S’)\models\Sigma_{1}^{b_{- \mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla^{b}\mathrm{C}}}1-\mathrm{A}+\Pi_{\infty}0$ -BCT となるものが存在する.

[証明] $(M, S)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ とする.

このとき, 補題 2.1と補題 25を繰り返し用いて, 次のことが成り立つ増加列 $(S_{i})_{i\in\omega}$ を

つくることができる.

(i) $S_{0=}S$

(ii) 任意の $i\in\omega$について, $(M, Si)\models\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla_{1}b\mathrm{c}- \mathrm{A}$

(iii) 任意の $i\in\omega$について, ある $X\in S_{i+1}$が存在して任意の $(M, S_{i})-\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ dense
set $D$について $(M, S_{i+1})\models\exists X((X\cap \mathrm{D}\neq\emptyset)\wedge Path(x))$ となるものがある.

したがって, $S’= \bigcup_{i\in\omega}$ Si とすれば $(M, S’)\models\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla^{b}1^{- \mathrm{C}}\mathrm{A}+\square _{\infty}^{0}$-BCT となる. $\square$

[定理 23の証明] 定理 26より, $\Sigma_{1^{-}}^{b}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ の任意の可算モデル $(M, S)$ について, $S’(\supset S)$

で $(M, S’)\models\Sigma_{1}^{b_{- \mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}\nabla_{1}^{b}-}}+\mathrm{c}\mathrm{A}+\Pi_{\infty}0\mathrm{B}- \mathrm{c}\mathrm{T}$ となるものが存在する. よって, 完全性定理か

ら定理 2.3が証明される. $\square$

また, 以上の他に $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}+\nabla_{1}b\mathrm{c}- \mathrm{A}$ より強い体系 BTFA($b\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{e}$ theory for feasible analysis)

において次の結果がある.

定理 $2.7(\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}994[4])$

(i)BTFA は\Pi \Pi 02-sentence に関して $\Sigma_{1}^{b_{-}}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}$ の conservative extension である.
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$(\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{F}\mathrm{A}+\Sigma_{\infty}^{b}$ -WKL $\text{は}\Pi_{1^{- \mathrm{S}\mathrm{e}}}^{1}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ に関して BTFA の conservative extension である.

これに対して, $\Pi_{\infty}^{0}-\mathrm{B}\mathrm{c}\mathrm{T}$ についても以下のことがいえる.

定理 28 $\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{F}\mathrm{A}+\Sigma_{\infty\infty}^{b}-\mathrm{w}\mathrm{K}\mathrm{L}+\Pi 0_{- \mathrm{B}}\mathrm{C}\mathrm{T}\text{は}\Pi_{1^{-_{\mathrm{S}\mathrm{e}}}}^{1}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$に関して BTFA の conservative
extension である.

特に, BTFA, $\mathrm{B}\mathrm{T}\mathrm{F}\mathrm{A}+\Sigma_{\infty}^{b}$ -WKL は「provably recursive function は feasible なもので

あるにもかかわらず多くの普通の数学の定理が証明できる体系をみつける」 という問題
[Sieg1985] に対して考えられたものであり, その意味で定理 28はより良い結果になって
いる.
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