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1 序論

自己共役でない作用素環の構造の研究は、現在までに、不変部分空間の問題や正規で

ない作用素の構造の研究と関連して、今までに多くの研究者によってなされてきた。 そ

の中で、 1960年代後半に、作用素環の解析性の研究として Arveson [1] により導入され

た subdiagonal 環の概念は、弱 $*-$ディリクレ環の非可換版であるばかりでなく、 Helson-

Lowdenslager [4] による行列値解析関数により生成される部分環に関する研究の–般化

でもある。 また、 Loebl-Muhly $[11]_{\text{、}}$ 河村-富山 [9] は von Neumann 環上の flow により

定義されるスペクトル部分空間の理論から、系統的な subdiagonal 環の例を与えた。又、

subdiagonal 環の構造として不変部分空間の構造理論、分解定理、極大性など今までに多
\langle の結果が示されている (cf., [1], [12], [13], $[16]-[20],$ etc.)。ここでは、 subdiagonal 環の

極大性について焦点を絞って、最近の結果 (特に [6] を中心として) を紹介する事を目的と

する。 まず、 subdiagonal 環の定義から始めよう。

$\mathcal{A}\Lambda$ を可分なヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann 環とする。$\Phi$ を $\mathcal{M}$ から von Neumann

部分環 $\mathfrak{D}$ の上への faithful normal expectation として、 $\mathfrak{U}$ を $A4$ の部分環とする。 この

とき、 $\mathfrak{U}$ が $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環であるとは、次の条件 (1) $\sim(3)$ を満たすと

きをいう。

(1) $\mathfrak{U}\cap \mathfrak{U}^{*}=\mathfrak{D}_{\text{、}}$ (のを $\mathfrak{U}$ の diagonal という)

(2) $\Phi$ は $\mathfrak{U}$ 上乗法的、

(3) $\mathfrak{U}+\mathfrak{U}^{*}$ は $\mathcal{M}$ において \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱稠密である。
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更に、 $\mathfrak{U}$ が maximal subdiagonal 環であるとは、 $\mathcal{M}$ の $\Phi$ に関する subdiagonal 環の

中で極大であるときをいう。

[1] における subdiagonal 環の定義で $\mathfrak{U}$ を \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉とは仮定していないが、 $\mathfrak{U}$ の \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉

包はまた、 $\Phi$ に関する subdiagonal 環であるで、以後 subdiagonal 環は \mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉と仮定す

ることにする。

方、 nest 環は、作用素の triangular form の研究のため Ringrose [14] により導入され

た。Nest 環の構造についてはこれまでに多くの結果が得られているが、それらは Davidson

の Nest algebras [$2|$ によくまとめられているので、そちらを参考にしてもらいたい。

さて、 subdiagonal 環に関する興味深い問題の–つに $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\text{、}$ すなわち、

全ての $\sigma$-弱閉な subdiagonal 環は subdiagonal 環として maximal であるか ?

という問題がある。2節で subdiagonal 環の幾つかの例を挙げるが、それらは全て maximal

subdiagonal 環であり、今のところこの問題は完全には解けていない (cf., Exel [3])。そこ

で、 3節では von Neumann 環のモジュラー自己同型群に関して maximal subdiagonal 環

が不変であることを示し、この不変性と maximality の関係を考察する。更に、4節ではこ

の結果の応用として $B(\mathcal{H})$ の subdiagonal 環はいつも atomic nest 環になることや、factor

を diagonal に持つ $B(\mathcal{H})$ の subdiagonal 環は存在しないことを示す。

2 subdiagonal 環の例と maximality

ここでは、良く知られている subdiagonal 環の例を幾つか紹介し、その後、 subdiagonal

環の maximality の問題にも触れる。
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例 1 $\mathcal{M}$ を行列環 $M_{n}$ とし、 $\mathfrak{U}$ を上三角行列全体とすれば、 diagonal $\mathfrak{D}$ は対角行列全体

であるので、 $\Phi$ を

$\Phi((a_{ij})_{n\cross n})=\{$

$a_{11}$
$0$..

$0$
$a_{nn}$

と定義すれば、 $\Phi$ はのへの expectation となる。 このとき、 $\mathfrak{U}$ は $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の

subdiagonal 環である。

例 2At を $L^{\infty}(\mathbb{T})$ ( $\mathbb{T}$ は単位円) とし、 $\mathfrak{U}$ を $H^{\infty}(\mathbb{T})$ とする。 $\Phi$ を

$\Phi(f)=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(e)i\theta d\theta$

とすれば、 $\mathfrak{U}$ は $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環である。

例 3 (Loebl-Muhly [11], 河村-富山 [9], etc) $\mathcal{M}$ を von Neumann 環とし、 $\{\alpha_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ を $\mathcal{M}$

の flow つまり $\sigma$-弱連続な–径数自己同型群とする。任意の $X\in \mathcal{M},$ $f\in L^{1}(\mathbb{R})$ に対して、

$\alpha(f)X=\int_{-\infty}^{\infty}f(t)\alpha_{t}(x)dt$

とし、

$Z(f)=\{t\in \mathbb{R}|\hat{f}(t)=0\}$ (ここで $\hat{f}(t)=\int_{-\infty}^{\infty}e^{-itS}f(S)d_{S}$ )

としたとき、 Arveson スペクトルを

$Sp_{\alpha}(X)=\cap\{Z(f)|f\in L^{1}(\mathbb{R}), \alpha(f)X=0\}$

で定義する。 このとき

$H^{\infty}(\alpha)=\{x\in \mathcal{M} : s_{p_{\alpha}}(x)\subseteq[0, \infty)\}$

によりスペクトル部分空間を定義すれば、 $H^{\infty}(\alpha)$ は $\mathcal{M}$ の $\sigma$ -弱閉部分環でありその di-

agonal $D$ は $\mathcal{M}$ の $\{\alpha_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ に関する不動点環になっている。 このとき、 $\mathcal{M}$ が $\alpha$-finite
(i.e., $\mathcal{M}$ から $\mathcal{M}^{\alpha}$ の上への faithful normal expectation が存在する) なら、 $H^{\infty}(\alpha)$ は

subdiagonal 環である。
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この結果の特別な場合として $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{y}$-Muhly-斎藤 [12] による解析的接合積の概念が導入

されている。

例 4( $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{A}_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{y}$-Muhly-斎藤 [12]) のをヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann 環とし、 $\alpha$

をのの $*-$自己同型写像としたとき、任意の $X\in$ のに対して

$(\pi_{\alpha}(x)\xi)(n)=\alpha^{-n}(X)\xi(n)$ , $(S\xi)(n)=\xi(n-1)$ , $\xi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}, \mathcal{H}),$ $n\in \mathbb{Z}$

により乏 2 $(\mathbb{Z}, \mathcal{H})$ 上の作用素を定義し、$\pi_{\alpha}(\mathfrak{D})=\{\pi_{\alpha}(x)|x\in \mathfrak{D}\}$ とおく。このとき、 $\pi_{\alpha}(\mathfrak{D})$

と $S$ により生成された von Neumann 環を、のの $\alpha$ に関する接合積といい、 $\mathfrak{D}\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}$ と

かく。 また、 $\mathfrak{D}\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}$ の $\sigma$-台閉部分環 $\overline{alg\{\pi_{\alpha}(\mathfrak{D}),s\}}\sigma-w$ を解析的接合積といいの $\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}_{+}$

とかく。 $\{\beta_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ を $\{\alpha^{n}\}n\in \mathrm{N}$ の双対作用、すなわち $(V_{t}\xi)(n)=e^{2it}\xi\pi n(n),$ $(\xi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}, \mathcal{H}))$

により与えられるユニタリ作用素稀に対して、$\beta_{t}(X)=VtxV_{t}^{*},$ $(X\in \mathfrak{D}\lambda_{\alpha}\mathbb{Z})$ とすれば

$\epsilon(X)=\int_{0}^{1}\beta_{t}(x)dt$ , $X\in \mathfrak{D}\lambda_{\alpha}\mathbb{Z}$

はの $\mathrm{x}_{\alpha}\mathbb{Z}$ からのへの $\{\beta_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$-不変な faithful normal expectation になる。 このとき、

$\mathfrak{D}x_{\alpha}\mathbb{Z}+$ は $\mathfrak{D}$ を diagonal に持つ、 $\mathfrak{D}x_{\alpha}\mathbb{Z}$ の $\epsilon$ に関する subdiagonal 環になる。

次に、 subdiagonal 環の maximality について考えることにする。まずmaximality を考

えるとき、Arveson により与えられた次の結果は重要である。

定理 21 (Arveson [1]) $\mathfrak{U}$ を $\Phi$ に関する subdiagonal 環とし、 $\mathfrak{U}_{0}=\{X\in \mathfrak{U}:\Phi(X)=0\}$

とする。 このとき $\mathfrak{U}_{m}=\{X\in M : \Phi(\mathfrak{U}X\mathfrak{U}_{0)\Phi}=(\mathfrak{U}X\mathfrak{U})=0\}$ とすれば、 $\mathfrak{U}_{m}$ は $\mathfrak{U}$ を

含む $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の maximal subdiagonal 環である。

この定理より、 subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ が maximal である事を示すには $\mathfrak{U}=\mathfrak{U}_{m}$ を示せばよ

いことになる。先にも述べたように、 ここに挙げた全ての例は、maximal subdiagonal 環

であり、今のところ maximal でない $\sigma$-弱閉 subdiagonal 環の例は見つかっていない。そ

こで Arveson により、次の conjecture が提唱された。
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Conjecture 1 (Arveson) 全ての (\mbox{\boldmath $\sigma$}-弱閉) subdiagonal 環は maximal であるか ?

この conjecture に対して、次の結果が得られている。 $\mathfrak{U}$ を $\Phi$ に関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal

環とする。このとき、亀井 [8] により、antisymmetric な finite subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ は maximal

であることを示した。 ここで、 antisymmetric とは、 diagonal がスカラ $-$の場合をいい、

finite subdiagonal 環とは、 $\tau 0\Phi=\tau$ を満たす faithful normal finite $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\tau$ が存在する

ときをいう。また、 Exel [$3|$ において finite subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ はいつも maximal である

ことが示された。 しかし、一般の von Neumann 環の場合はまだ解決されていない。

3 Subdiagonal 環の $\sigma_{t}^{\phi}$-invariance

finite subdiagonal 環を考えたとき、定義より明らかに $\mathcal{M}$ は finite von Neumann 環で

あるが、一般の場合はこのような faithful normal finite trace が存在するとは限らない。

しかし、 ヒルベルト空間が可分であるので、条件\mbox{\boldmath $\phi$}o $\Phi=\emptyset$ を満たす faithful normal state

$\phi$ はいつも存在する。よって、富田-竹崎理論より $\phi$ に関して $\mathcal{M}$ のモジュラー自己同型群

$\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ が考えられる。 $\phi$ が faithful normal finite trace のとき $\phi$ に関する $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ はいつ

も自明であるので問題にならないが、一般の場合にはモジュラー自己同型群と subdiagonal

環について、次の結果を得た。

定理 3.1 $\mathcal{M}$ を von Neumann 環、 $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\in \mathbb{R}}$ を\mbox{\boldmath $\phi$} に関する $\mathcal{M}$ のモジュラー自己同型群とす

る。このとき maximal subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$ は $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ -invariant である。すなわち $\sigma_{t}^{\phi}(\mathfrak{U})=$

$\mathfrak{U}(\forall t\in \mathbb{R})$ が成り立つ。

この定理の証明は、GNS 表現から得られる $\mathcal{M}$ の cyclic, separating vector $\xi 0$ に対して、

$\mathcal{H}_{1}=[\mathfrak{U}_{0}\xi 0],$ $\mathcal{H}_{2}=[\mathfrak{D}\xi_{0}],$ $\mathcal{H}_{3}=[\mathfrak{U}_{0}^{*}\xi_{0}]$ とおくと、

$\mathcal{H}=\mathcal{H}_{1}\oplus \mathcal{H}_{2}\oplus \mathcal{H}3$ , $D\mathcal{H}_{i}\subset \mathcal{H}_{i}(i=1,2,3)$

$\mathfrak{U}_{0}(\mathcal{H}_{1^{\oplus}}\mathcal{H}_{2})\subset \mathcal{H}_{1}\oplus \mathcal{H}_{2}$, $\mathfrak{U}_{0}^{*}(\mathcal{H}_{2}\oplus \mathcal{H}_{3})\subset \mathcal{H}_{2}\oplus \mathcal{H}_{3}$

が成り立つので、まず次の補題が得られる。
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補題 3.2

$\mathfrak{D}=\{D\in \mathcal{M}$ $D=\}$
かつ

$\mathfrak{U}_{0}=1^{X\in \mathcal{M}}$ $X=\}$
証明

$\mathcal{B}=(D\in \mathcal{M}$ $D=\}$
かつ

$\mathrm{C}=\{X\in \mathcal{M}$ $X=\}$
とおく。 このとき明らかにの $\subset \mathcal{B}$ かつ $\mathfrak{U}_{0}\subset \mathbb{C}$ が成り立つ。仮に、 $D\in B$ とすれば、

$\Phi(D)\in B$ より

$\Phi(D)=\circ$

いま、 $\mathfrak{U}_{\mathrm{O}}+\mathfrak{D}+\mathfrak{U}_{0}^{*}$ は $\mathcal{M}$ で稠密より $\mathfrak{U}_{0}+\mathfrak{U}_{0}^{*}$ は $Ker(\Phi)$ で稠密であるので、 $P_{2}$ を $\mathcal{H}$ か

ら $\mathcal{H}_{2}$ の上への射影作用素とすれば明らかに $P_{2}(x\xi_{0})=\Phi(x)\xi_{0},$ $(X\in \mathcal{M})$ である。 よっ

て、全ての $X\in Ke\Gamma(\Phi)$ に対して $P_{2}XP_{2}=0$ となる。 また、 $D-\Phi(D)\in Ke\Gamma(\Phi)$ より

$D_{22}-V_{2}2=P2(D-\Phi(D))P_{2}=0$ であるので、

$(D-\Phi(D))\xi 0=(D_{2}2-V22)\xi_{0=}0$。
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いま、 $\xi_{0}$ は $\mathcal{M}$ に対する separating vector であり、 $\xi_{0}\in \mathcal{H}_{2}$ であるので、 $D=\Phi(D)\in \mathfrak{D}$。

故に $\mathfrak{D}=\mathfrak{B}$ となる。

方、任意の $X\in\not\subset$ に対して、 $\Phi(X)\in$ 分であるので $\Phi(X)$ は

$\Phi(X)=$

と表される。 よって、同様に $P_{2}(\Phi(x)-x)P2=V_{22}=0$ となり $\Phi(X)=0$ を得る。明ら

かに、 $\mathbb{C}$ は $\mathfrak{D}$ の両側加群であるので $\%\subseteq \mathbb{C}$ である。 よって、 $\mathfrak{D}+\mathbb{C}$ は $\mathfrak{U}$ を含む $\Phi$ に

関する $\mathcal{M}$ の subdiagonal 環である。 よって、 $\mathfrak{U}$ の maximality より $\mathfrak{U}=\mathfrak{D}+\mathbb{C}$ となり

$\mathfrak{U}_{0}=\mathbb{C}$ を得る。故に示された。

$\blacksquare$

モジュラー自己同型群を得るために、 $\mathcal{H}$ の $S_{0}\lambda\xi=\overline{\lambda}s_{0}\xi,$ $\xi\in D(S),$ $\lambda\in \mathbb{C}$ の意味で反

線形前閉作用素 $S_{0}$ を $S_{0}A\xi 0=A*\xi \mathrm{o}(A\in \mathcal{M})$ で定義すれば、次の補題が成り立つ。

補題 3.3 $S$ を $S_{0}$ の閉包とする。 このとき、

$S=$
ここで、 Si $(i=1,2,3)$ は筑を定義域とする閉作用素で次をみたす。

Sl言 l $=\mathfrak{F}_{3}$ , S2言 2 $=$ 達 2, S3達 3 $=$ 言 1

証明 $\{\mathfrak{U}_{0}\xi_{0}\}\oplus\{\mathfrak{D}\xi_{0}\}\oplus\{\mathfrak{U}_{0}^{*}\xi_{0}\}\subseteq D(S)$ であるので、前閉作用素 $V_{0}$ を次のように定義

する。

$V_{0}(A+D+B^{*})\xi_{0}=(A^{*}+D^{*}+B)\xi_{0}$ , $A,$ $B\in \mathfrak{U}_{0}$ , $D\in \mathfrak{D}$ .

このとき、 $S_{0}$ は $V_{0}$ の拡張であるので、 $S$ は 5の閉包 $V$ の拡張となる。また、 $S$ のグラ

フ $G(S)$ は $\{X\xi_{0}\oplus X^{*}\xi_{0} : X\in \mathcal{M}\}$ であり、 $\mathfrak{U}0+\mathfrak{D}+\mathfrak{U}_{0}^{*}$ は $\mathcal{M}$ で $\sigma$-弱稠密なので、す

ぐに $S=V$ が示される。
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いま、任意の $\zeta\oplus S\zeta\in G(s)$ をとれば、$S$ は 5の閉包であったので $\mathfrak{U}$ の列 $\{A_{n}, B_{n}\}_{n=1}^{\infty}$

と $\mathfrak{D}$ の列 $\{D_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が

$\lim_{narrow\infty}(||(A_{n}+D_{n}+B_{n}*)\xi 0-\zeta||2+||(A_{n}^{*}+D_{n}^{*}+Bn)\xi_{0}-S\zeta||2)=0$

を満たすように存在する。よって、 $P_{i}(i=1,2,3)$ を $\mathcal{H}$ から $\mathcal{H}_{i}$ の上への射影作用素とす

れば、

$\lim_{narrow\infty}$
$(||$ $A_{n}\xi_{0-}P1\zeta||^{2}+||D_{n}\xi_{0}-P2\zeta||^{2}+||B^{*}\xi n0-P3\zeta||2+$

$||$ $A_{n}^{*}\xi_{0}-P_{3}s\zeta||^{2}+||D_{n}^{*}\xi_{0}-P_{2}S\zeta||^{2}+||B_{n}\xi_{0^{-P_{1}}}S\zeta||^{2})=0$

が成り立つ。 よって、 $P_{i}\zeta\oplus SP_{i}\zeta\in G(S)(\mathrm{i}=1,2,3)$ かつ $P_{i}D(S)\subset D(S)(\mathrm{i}=1,2,3)$ よ

り筑 $=P_{i}D(S)$ とすれば $SS_{1}=S_{3},$ $s_{\mathfrak{F}_{2}=}s_{2},$ $SS_{3}=s_{1}$ となり示された。

$\blacksquare$

この閉作用素 $S$ により、モジュラー作用素 $\triangle$ は\Delta =3*S で与えられるので、補題 3.3

により、
$(S_{1}^{*}S_{1}$

$\cap$

$)$

$\triangle=\{$

$S_{2}^{*}S_{2}$

$0$

である。 よって、モジュラー自己同型群 $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ は

$\sigma_{t}^{\phi}(x)=\triangle itx\triangle$
-it

$(X\in \mathcal{M}, t\in \mathbb{R})$

であるから、補題 3.2, 3.3より $\sigma_{t}^{\phi}(\mathfrak{D})=\mathfrak{D},$ $\sigma_{t}^{\phi}(\mathfrak{U}_{0})=\mathfrak{U}_{0}$ となり $\sigma_{t}^{\phi}(\mathfrak{U})=\mathfrak{U}(t\in \mathbb{R})$

。

よって定理 3.1が示される。

$\blacksquare$

$\mathcal{M}^{\phi}$ を $\phi$ の centralizer すなわち、

$\mathcal{M}^{\phi}=\{A\in \mathcal{M}|\phi(AB)=\phi(BA), \forall B\in \mathcal{M}\}$
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とすれば、 $\phi$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ 上の faithful normal finite trace となるので、 $\mathcal{M}^{\phi}$ は finite von

Neumann 環である。 このとき、 $\mathcal{M}$ から $\mathrm{A}4^{\phi}$ の上への faithful normal expectation $\mathcal{E}$ が

存在するので、次の系が得られる。

系 34 $\mathcal{E}(\mathfrak{U})$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ の $\phi|_{\mathcal{M}^{\phi}}$ に関する finite maximal subdiagonal 環である。

証明任意の $X\in \mathcal{M}$ に対して、 [10] の Theorem 12より $\mathcal{E}(X)$ は $\{\sigma_{t}^{\phi}(X)|t\in \mathbb{R}\}$ の凸

包の\mbox{\boldmath $\sigma$}扇閉包の元である。 定理 3.1より $\mathfrak{U}$ は $\sigma_{t}^{\phi}$ に関して不変であるので、 $\mathcal{E}(\mathfrak{U})\subset \mathfrak{U}_{0}$

かつ $\mathcal{E}(\mathfrak{D})\subset \mathfrak{D}$ を得る。 このとき、明らかに $\mathcal{E}(\mathfrak{U})$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ の $\Phi|_{\mathcal{M}^{\phi}}$ に関する subdiagonal

環である。 また、 [7] の Proposition 9.2.14より $\phi|_{\mathcal{M}^{\phi}}$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ 上の faithful normal finite

trace であるので $\mathcal{E}(\mathfrak{U})$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ の finite subdiagonal 環である。故に、 [3] の Theorem 7

から $\mathcal{E}(\mathfrak{U})$ は $\mathcal{M}^{\phi}$ の finite maximal subdiagonal 環である。 よって示された。

$\blacksquare$

定理 2は maximal subdiagonal 環なら $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ に関して不変である事を述べているが、

これに関連して次の問題が生じる。

問題 1 $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ に関して不変でない subdiagonal 環が存在するか ?

問題 2 $\phi\circ\Phi=\phi$ を満たす全ての $\phi$ に関して $\sigma_{t}^{\phi}(\mathfrak{U})=\mathfrak{U}(t\in \mathbb{R})$ が成り立つなら、 $\mathfrak{U}$ は

maximal か ?

実際、問題 1の例が見つかれば、Conjecture 1は否定的に解決されるが、いまのところ

これらの問題は未解決である。

4 $B(\mathcal{H})$ の Subdiagonal 環

この章では、定理 3.1の–つの応用として、 $B(\mathcal{H})$ の subdiagonal 環と nest 環の関係に

ついて論じる。
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$N$ が nest であるとは $N$ が $\mathcal{H}$ の閉部分空間からなる全順序な閉束であるときをいう。

特に ,$V$ の任意の元 $N$ に対して、 $N_{-}=\{9n\in N|\mathfrak{M}\neq\subset N\}$ としたとき nest $N$ が

atomic であるとは、 $\mathcal{H}=\vee\{K\ominus N-|I\mathrm{t}^{\nearrow}\in N\}$ を満たすときをいう。 nest $\Lambda^{(}$ に対して、

nest 環 $\mathrm{a}N$ を

$\mathrm{a}N=\{\tau\in \mathfrak{B}(\mathcal{H})|TN\subset N(\forall N\in\Lambda^{r})\}$

により定義して、 $\mathfrak{D}=\mathrm{a}N\cap(\mathrm{a}N)^{*}$ を nest 環 $\mathrm{a}\Lambda’$ の diagonal と呼ぶ。 このとき nest

$N$ が atomic であることの同値条件として、次の結果はよく知られている。

定理 41[2, Theorem 86] $\mathrm{a}\Lambda’$ を nest 環とし、のをその diagonal とする。 このとき $N$

が atomic nest であることと、 $B(\mathcal{H})$ からのの上への faithful normal expectation $\Phi$ が存

在することは同値である。

さらに、このとき $\mathrm{a}N$ は $\Phi$ に関する $B(\mathcal{H})$ の subdiagonal 環になる。すなわち、atomic

nest を持つ nest 環は subdiagonal 環であるが、ここでは逆の問題を考え次の結果を得た。

定理 4.2 $\mathfrak{U}$ を $\Phi$ に関する $B(\mathcal{H})$ の $\sigma$ -望閉な subdiagonal 環とすれば、ある atomic nest

$N$ が存在して、 $\mathfrak{U}=algN$ を満たす $\circ$

この定理の証明のために、少し準備が必要である。 $\mathfrak{U}$ を $B(H)$ の faithful normal expec-

tation $\Phi$ に関する subdiagonal 環とする。 $\mathcal{H}$ は可分であったので、 $\phi\circ\Phi=\emptyset$ を満たす

$B(\mathcal{H})$ 上の faithful normal state $\phi$ が存在する。 $\rho$ を $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ の canonical trace とすれば、

[7] の Lemma 9.2.19より positive contraction $IC\in B(\mathcal{H})$ が次の条件を満たすように存在

する。

$I-K$:trace-class operator

$\rho((I-K)A)=\emptyset(KA)=\phi(AK)$ $(A\in B(\mathcal{H}))$ .

更に、 $I1^{\Gamma}$ と $I-K$ は共に単射的である。そこで $F=K^{-1}(I-K)$ とおけば [7] の

Lemma 9.2.20より、 $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ の $\phi$ に関するモジュラー自己同型群 $\{\sigma_{t}^{\phi}\}_{t\mathbb{R}}\in$ が次のように表

される。

$\sigma_{t}(\emptyset X)=F^{it}xF$
it $(X\in g(\mathcal{H}), t\in \mathbb{R})$ .
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$B(\mathcal{H})^{\phi}$ を $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ の $\phi$ に関する centralizer とすれば、 [11] の Theorem 423より $\mathcal{B}(\mathcal{H})^{\phi}$

は $\{F\}$ の可換子環である。 $I-K$ は trace-class 正作用素であったので\supset

$I-K= \sum_{n=1}\infty\oplus\lambda_{n}P_{n}$

と表せる。 ここで、 $\{\lambda_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $I-K$ の異なる固有値、瑞を $\lambda_{n}$ に関する $I-K$ のスペク

トル射影作用素とする。 このとき $F=K^{-1}(I-K)= \sum_{n=1}^{\infty}\oplus\lambda_{n}(1-\lambda n)^{-1}P_{n}$ より、 $B(\mathcal{H})^{\phi}$

の次の分解をえる。

$\mathcal{B}(\mathcal{H})^{\phi}=\sum_{n}\infty\oplus=1\mathcal{M}k_{n}$ .

ここで、 $k_{n}=\dim P_{n}\mathcal{H}$ とし、 $M_{k_{n}}$ を $P_{n}\mathcal{H}$ 上の $k_{n}\cross k_{n}$ 行列全体とする。いま、 3節の後

半の議論と同様に $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ から $B(\mathcal{H})^{\phi}$ の上への faithful normal expectation $\mathcal{E}$ が存在する

ので、次の命題を得る。

命題 4.3 $\mathfrak{D}$ の中に次の条件を満たすランク 1の射影作用素の族 $\{Q_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ が存在する。

$Q_{i}Q_{j}=0(\forall i\neq j)$ , $\sum_{n=1}^{\infty}Q_{n}=I$

証明 $\mathfrak{U}_{m}$ を定理 2.1で定義した $\mathfrak{U}$ を含む $\mathcal{M}$ の maximal subdiagonal 環とし、 $P_{n}$

を上で定義した射影作用素とする。まず始めに、 $P_{n}\in \mathcal{E}(\mathfrak{D})\subset$ のを示す。系 3.4より

$\mathcal{E}(\mathfrak{U}_{m})$ は diagonal $\mathcal{E}(\mathfrak{D})$ を持つ $\mathcal{B}(\mathcal{H})^{\phi}$ の finite maximal subdiagonal 環であるから、

$\mathcal{H}=P_{n}\mathcal{H}\oplus P_{n}^{\perp}\mathcal{H}$ 上の可逆作用素 $X=2P_{n}\oplus(I-P_{n})$ を考えれば、 [1] の Theorem 44.1

よりユニタリ作用素 $U\in B(\mathcal{H})^{\phi}$ と可逆作用素 $A\in \mathcal{E}(\mathfrak{U}_{m})\mathrm{n}\mathcal{E}(\mathfrak{U}m)-1$ が存在して、

$X=UA$ を満たす。 $P_{n}$ は $B(\mathcal{H})^{\phi}\cap(\mathcal{B}(\mathcal{H})\emptyset)$ ’の射影作用素であったので, $\mathcal{H}=P_{n}\mathcal{H}\oplus P_{n}^{\perp_{\mathcal{H}}}$

上で $U=U_{1}\oplus U_{2},$ $A=A_{1}\oplus A_{2}$ と分解できる。 このとき、 明らかに $A_{1}=2U_{1}^{*},$ $A_{2}=$

$U_{2}^{*}$ である。よって、 $\sigma(A)=2\sigma(U_{1}^{*})\cup\sigma(U_{2}^{*})$ より $\mathrm{p}_{\circ}1\mathrm{y}\mathrm{n}\circ \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ approximation theorem

(cf., [15, Theorem 13.7]) から $P_{n}\in \mathcal{E}(\mathfrak{U}_{m})$ となり $P_{n}\in \mathcal{E}(\mathfrak{D})$ を得る。故に、系 34より

$P_{n}\in$ のが示された。 これより $P_{n}\mathcal{E}(\mathfrak{U}_{m})P_{n}$ は $\mathcal{M}_{k_{n}}$ の subdiagonal 環であるから、 [5] の

Theorem 2.1より、 $P_{n}\mathcal{E}(\mathfrak{U}_{m})P_{n}$ は $\mathcal{M}_{k_{n}}$ の finite nest を持つ nest 環である。 よって示さ

れた。 $\blacksquare$
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このランク 1の射影作用素を用いて、次の補題を得る。

補題 4.4 自明でない $\mathfrak{U}$ を不変にする部分空間が存在する。

証明命題 4.3より $\mathfrak{D}’$ は atomic である。よって、 [1] の Theorem 62.1, 6.2.2より $B(\mathcal{H})$

の canonical $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\rho$ に対して $\rho\circ\Phi=\rho$ が成り立つ。系 4.3よりランク 1の射影作用素

$e\otimes e\in$ のが存在して、 $\{\mathfrak{U}_{0}e\}\neq\{0\}$ を満たす。ここで、 $e\otimes e(x)=(x, e)e,$ $\forall x\in \mathcal{H}$。よっ

て飢 $=[\mathfrak{U}_{0}e]$ とおけば、飢は U-不変であり、 $T\in \mathfrak{U}_{0}$ に対して

$(Te, e)=\rho(T(e\otimes e))=\rho 0\Phi(\tau(e\otimes e))=0$

であるので、飢は自明ではない。故に示された。

$\blacksquare$

定理 42の証明補題 44と Zorn の補題から、$\mathcal{H}$ の $\mathfrak{U}$-不変な部分空間からなる maximal

nest $N$ が存在する。 $N\subset \mathfrak{D}’$ との J は atomic であるので、nest $N$ は atomic である。

そこで {E\mbox{\boldmath $\lambda$}}\mbox{\boldmath $\lambda$}いを $N$ の atom 全体とする。 このとき $N$ の maximality と補題 4.4から

$E_{\lambda}B(\mathcal{H})E_{\lambda}\subset$ のを得る。 これより、 $N’=$ のとなり

$\Phi(T)=\sum E\lambda T\lambda\in\Lambda E_{\lambda}$
, $\forall T\in\beta(\mathcal{H})$

。

よって、明らかに $\mathfrak{U}\subset \mathrm{a}N$ となる。

逆に、 $T\in \mathrm{a}N$ とすれば、 $A_{\alpha},$ $B_{\alpha}\in \mathfrak{U}$ が存在して $A_{\alpha}+B_{\alpha}^{*}arrow T$ (\mbox{\boldmath $\sigma$}-弱) を満たす。

任意の $\lambda,$ $\mu\in\Lambda$
. に対して、

$P_{\lambda},$ $P_{\mu}\in N$ が存在して、 $E_{\lambda}=P_{\lambda}\ominus P_{\lambda-}$ , $E_{\mu}=P_{\mu}\ominus P_{\mu-}$

を満たす。そこで、

$\lambda<\mu\Leftrightarrow P_{\lambda}<P_{\mu}$

により順序を定義すれば、 $\lambda>\mu$ のとき $T\in \mathrm{a}N$ であるので、 $E_{\lambda}TE_{\mu}=0$ となる。 ま

た、 $\lambda=\mu$ のときは、 $E_{\lambda}(A_{\alpha}+B_{\alpha}^{*})E_{\lambda}\in$ のであるので、 $E_{\lambda}TE_{\lambda}\in \mathfrak{D}\subset \mathfrak{U}$ となる。 $\lambda<\mu$

のときは $E_{\lambda}B_{\alpha}^{*}E_{\mu}=0$ であるから、 $E_{\lambda}TE_{\mu}\in \mathfrak{U}$ を得る。故に、 $T= \sum_{\lambda\leq\mu}E\lambda\tau E_{\mu}\in \mathfrak{U}$
と

なり示された。 $\blacksquare$
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最後に、最近、斎藤-綿谷 $[19],[20]$ によって有限次元の因子環とその部分因子環のに対

して、 $\mathfrak{D}$ を diagonal に持つ subdiagonal 環は存在しない事が示されている。 いま、特に

因子環を $B(\mathcal{H})$ で考えた場合、その部分因子環のを diagonal に持つ subdiagonal 環 $\mathfrak{U}$

が存在すれば、定理 4.2より $\mathfrak{U}$ は atomic nest $N$ を持つ nest 環になるので、 nest $N$ は

$N=\{0, \mathcal{H}\}$ となり、 同様の結果を得ることができる。

系 45 $\mathfrak{D}$ を $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ の部分因子環とし $B(\mathcal{H})$ から $D$ の上への faithful normal expectation

が存在するとする。 このとき、 $\mathfrak{D}$ を diagonal に持つ subdiagonal 環は $\mathcal{B}(\mathcal{H})$ を除いて存

在しない。
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