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$\mathrm{C}^{*}-$ 環の複素次元 (stable rank) は、 無理数回転 $\mathrm{C}^{*}-$ 環上の有限生成射影加群の安定同値

類と同値類の関係を調べる簡約性の問題などの解決のために、 $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}[\mathrm{R}]$ によって導入され

た。

定義 1. $\mathfrak{U}$ を単位元をもつ $\mathrm{C}^{*}-$ 環とする。 $\mathfrak{U}$ の複素次元 (stable $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$ ) $\mathrm{S}\mathrm{r}(\mathfrak{U})$ は次の条件を満

たす最小の正整数として定義する : 任意の $\epsilon>0$ と $\mathfrak{U}^{n}$ の任意の元 $(a_{i})_{i=1}^{n}$ に対して、 $\mathfrak{U}^{n}$

の元 $(b_{i})_{i=1}^{n}$ が存在して、 $||a_{i}-b_{i}||<\epsilon(1\leq i\leq n)$ をみたし、 $\sum_{i=1}^{n}b_{i}^{*}b_{i}$ が可逆になる。

単位元をもたない $\mathrm{C}^{*}-$ 環 $\mathfrak{U}$ に対して $\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})$ を、 その単位元付加 $\mathfrak{U}^{\sim}$ の $\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}^{\sim})$ で定義する。

Rieffel は実 3次元ハイゼンベルグ群と $ax+b$群の $\mathrm{C}^{*}-$ 群環の複素次元を計算し、 そし

て、 次の興味ある問題を提出した :

問題. $G$ を任意のリー群とし、 $C^{*}(G)$ をその $C^{*}-$ 群環とする。 このとき、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))$ を $G$

の言葉で記述せよ。

この問題に対して、 まず $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{u}[\mathrm{s}\mathrm{h}]$ が半直積 $\mathbb{R}^{n}\lambda \mathbb{R}$ の形の単連結巾零リー群の $\mathrm{C}^{*}-$ 環の

複素次元を計算し、 また、 この $\mathrm{C}^{*}-$ 環上の有限生成射影加群の簡約性の問題に対する評価式

を得た。

この講演では、 特に、 I型連結従順リー群の $\mathrm{C}^{*}-$ 群環の複素次元を群の幾何的量で評価す

る。
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$G$ を連結リー群とし、 6をそのリー環とする。 $\hat{G}$ を $G$ の既約 (ユニタリ) 表現全体のユ

ニタリ同値類の空間とする。 $\hat{G}$ には、 ハルーカーネル位相を入れる。 $\hat{G}_{1},\hat{G}_{\infty}$ でそれぞれ $G$

の 1, 無限次元既約表現からなる $\hat{G}$ の部分空間とする。

6* を 6の実双対空間とすると、 $G$ の余随伴 (coadjoint) 作用 $\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}$ が 6* 上に定義され

る。 $\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}$ による 6* の不動点部分空間を $(q;*)^{c}$ とする。

このとき、次が得られる :

定理 2[S.T1]. $G$ を単連結巾零リー群とすると、 次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(c))=\dim_{\mathbb{C}}(6^{*})^{c}$ .

注意. この結果は $a\mathrm{x}+\mathrm{b}$ 群の揚合には、成り立たないことがわかる。 上の場合には、 次がい

える :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1\Leftrightarrow G\cong \mathbb{R}\Leftrightarrow\dim_{\mathbb{C}}(6^{*})G=1$ .

上の結果の拡張として、 I 型の単連結可解リー群の場合に、次の結果が得られる :

定理 3[S.T2]. $G$ を $I$型の単連結可解 )$1$ 一群とすると、次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=(2\dim_{\mathbb{C}}(6^{*})^{G})\wedge\dim G$ .

この定理の証明には、 次の命題が使われる :

命題 4 [S.T2]. $G$ を単連結可解リー群とすると、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1$ である必要十分条件は、

$G\cong \mathbb{R}$ である。

次に、 $G$ を従順な単連結リー群とし、 $R$ をその根基とし、 $S=G/R$ とおく。 このと

き、
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定理 5. $G$ を $I$型の従順な単連結リー群とすると、次がいえる :

$\dim_{\mathbb{C}}\hat{R}_{1}^{S}\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(c^{*}(G))\leq 2\dim_{\mathbb{C}}\hat{R}_{1}^{S}$

ただし、 $\hat{R}_{1}^{S}$ は $S$ の随判作用による $\hat{R}_{1}$ の不動点部分空間である。

証明の概略. まず、 リー環の同型から、 $G\cong R\rangle\triangleleft S$ が示せる。従って、 $C^{*}(G)\cong c*(R)\lambda$

$S$ . Pukanszky の連結 $|J$ 一群の既約ユニタリ表現の理論 [Pu] を使い、 次の主張が示せる :

$G$ を単連結可解リー群とすると、 $G$ の既約表現は 1か無限次元である。

$\hat{R}$ の開集合 $\hat{R}_{\text{。。}に対応す_{る}}$ $C^{*}(R)$ の閉イデアルを $\prime x_{R}$ とする。 このとき、 次は完全であ

る:

$0arrow\sim \mathrm{J}_{R}arrow C^{*}(R)arrow C_{0}(\hat{R}_{1})arrow 0$.

$\hat{R}_{1}$ は $S$ 作用で不変であるから、次が得られる :

$0arrow 3_{R}\lambda Sarrow C^{*}(R)\rangle\triangleleft Sarrow C_{0}(\hat{R}_{1})\lambda Sarrow \mathrm{O}$.

$(\hat{R}_{1})^{S}$ は $\hat{R}_{1}$ の $S$ 不変閉集合であるから、

$0arrow C_{0}(\hat{R}_{1}\backslash \hat{R}_{1}^{S})\rangle\triangleleft Sarrow c_{\mathit{0}}(\hat{R}_{1})\lambda Sarrow C_{0}(\hat{R}_{1}s)\otimes C^{*}(S)arrow \mathrm{O}$ .

接合積の表現と共変表現との関係から、 $\prime x_{R}\rangle\triangleleft S$ の任意の既約表現は無限次元であることが

示せる。 また、 竹崎の共変表現の理論 [T] を用いて、 $C_{0}(\hat{R}_{1}\backslash \hat{R}_{1}^{S})\lambda S$ の任意の既約表現は

無限次元であることがいえる。

従って、 [S.T2; Lemma 32] と同様の方法で、証明は完結する。 口

予稿集で出した次の予想は後で否定的に解決された :
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予想. $G$ を $I$型の従順な単連結リー群とすると、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1$ である必要十分条件は、

$G\cong \mathbb{R}\cross S$ である。 ただし、 $S$ はコンパクト単連結半単純リー群である。

例として、 $G$ を半直積 $\mathbb{R}^{n}\lambda_{\alpha}\mathrm{S}\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)(n\geq 3)$ とする。 ただし、 Spin $(n)$ は $\mathrm{S}\mathrm{O}(n)$ の普

遍被覆群であり、 $\alpha$ は $\mathrm{S}\mathrm{O}(n)$ の $\mathbb{R}^{n}$ 上の行列をかける作用から誘導されるものとする。 こ

のとき、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1$ がいえる。

証明.

$C^{*}(G)\cong C^{*}(\mathbb{R}n)x\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)\cong C_{0}(\mathbb{R}n)\lambda \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)$

となり、 Spin $(n)$ の $c_{\mathit{0}}(\mathbb{R}^{n})$ 上の作用は、そのスペクトル $\mathbb{R}^{n}$ 上では、 回転の作用になって

いることが確かめられる。

従って、 $\mathbb{R}^{n}$ の原点 $\{0\}$ が Spin $(n)$ 作用の不動点であるから、 次の完全系列が得られる :

$0arrow C_{0}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})\rangle\triangleleft \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)arrow C_{0}(\mathbb{R}^{n})\lambda \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)arrow C^{*}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n))arrow \mathrm{O}$ .

Spin $(n)$ がコンパクトより、 $C^{*}(\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n))\cong\oplus \mathrm{s}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)^{\wedge}Mk(\mathbb{C})$. 次に、 $\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\}\approx \mathbb{R}\cross S^{n-1}$

は Spin $(n)$ 作用と両立する。 また、 $S^{n-1}\cong \mathrm{s}\mathrm{o}(n)/\mathrm{S}\mathrm{O}(n-1)$ より、 $\mathrm{S}\mathrm{O}(n)/\mathrm{S}\mathrm{O}(n-1)\cong$

Spin$(n)/\Gamma$ となるように Spin $(n)$ の閉部分群 $\Gamma$ を選ぶ。 このとき、

$C_{0}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})\rangle\triangleleft \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)\cong C_{0}(\mathbb{R}\cross S^{n-1})\lambda \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)$

$\cong C_{0}(\mathbb{R})\otimes c_{0}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}\mathrm{n}(n)}}/\Gamma)\rangle\triangleleft \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)$

がいえる。 ここで、 グリ一 $\nearrow^{\text{、}}$の非原始的 (imprimitive) な定理 [ $\mathrm{G}$ ;Corollary 2.10] より

$c_{\mathit{0}}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}\mathrm{n}(n)}}/\Gamma)\lambda \mathrm{S}_{\mathrm{P}}\mathrm{i}\mathrm{n}(n)\cong c*(\Gamma)\otimes \mathrm{K}(L^{2}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}\mathrm{n}(n)}}/\Gamma))$.

また、 $C^{*}(\Gamma)\cong\oplus_{\hat{\Gamma}}M_{k}(\mathbb{C})$ . 以上め構造解析より、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1$ が従う。 口

従って、次の予想定理は間違いであった :

88



予想定理 A. $G$ を $I$型の従順な単連結 )$1$ 一群とすると、次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=(2\dim_{\mathbb{C}}\hat{R}_{1}^{S})\wedge(\dim R1)$

しかしながら、上の等号の成立には、 さらに幾つかの条件が必要であることがわかった。

次に従順でない連結リー群の場合を考える。 $G$ をコンパクトでない連結実半単純リー群

とする。 $KAN$ を $G$ の岩沢分解とする。 $G$ の実階数 $\mathrm{r}\mathrm{r}(G)$ は、 $\dim A$ で定義される。 この

とき、 次がいえる :

定理 6[Su]. $G$ をコンパクトでない連結実半単純リー群とすると、次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{r}^{*}(G))=\mathrm{r}\mathrm{r}(G)\wedge 2$ .

更に、 この拡張として、 従順でない連結簡約リー群の場合に、次が得られる :

定理 7[Su]. $G$ を従順でない連結簡約リー群とすると、次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{r}^{*}(G))=(\mathrm{r}\mathrm{r}([G, G])(\dim(z_{G})^{\wedge}+1))\wedge 2$ ,

ただし、 $[G, G]$ は $G$ の交換子群で、 $Z_{G}$ は $G$ の中心である。

更に、 この部分的拡張として、従順でない連結実リー群の場合に、次が得られる :

定理 8 [Su]. $G$ を $I$型の従順でない連結実リー群とし、 $R$ をその根基とする。 このとき、

次が成り立つ :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}r(G))=\{$

1X $l\ddagger \mathrm{f}2$ $\mathrm{r}\mathrm{r}(G/R)=1\text{の}\neq_{\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{D}}\mathrm{B}\wedge$

2 $\mathrm{r}\mathrm{r}(G/R)\geq 2$ の場合

予想. $G$ を $I$型の従順でない連結実り -群とすると、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{r}*(G))=1$ である必要十分条件

は、 $\mathrm{r}\mathrm{r}(G/R)=1$ かっ $R$ がコンパクトになることである。

もしこの予想が正しければ、次がいえる :
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予想定理 B. $G$ を $I$型の従順でない連結実リー群とすると、次がいえる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{r}^{*}(G))=(\mathrm{r}\mathrm{r}(G/R)(\dim\hat{R}+1))\wedge 2$ .
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