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Abstract

確率的推移過程において加法型評価系を扱った問題はマルコフ決定過程として世界
中で広く研究されている。この種の問題については、その議論において最適政策のマ
ルコフ性が暗黙のうちに認められているようである。 しかし加法型以外の評価系 (乗
法型、最小型、. . . ) を考えた場合、最適政策は必ずしもマルコフ政策の中に存在する
とは限らない ([1], [5], [4])。この事実は、マルコフ過程に適用されてきた通常の動的計
画の手法がそのままでは通用しないことを物語っている。そこで我々は特に乗法型評
価に的を絞り、最適政策がマルコフでない場合にも適用しうる解法を与える。 その手
法としては両決定過程と不変埋没原理の二つを用いて詳しく議論する ([2], [3], [6])。最
後に、全ての場合を列挙する方法として多段確率決定ツリー法を紹介する。

1 乗法型関数の期待値最適化問題

有限段確率的推移過程における乗法型評価系の期待値最大化問題を考える。ここでは下
段において得られる利得の積の期待値を最大化し、そのときの最適値、及び最適政策を求
める。 問題は次のように定式化される :

Maximize $E[r_{0}(x0, u_{0})r1(X_{1}, u_{1})\cdots r_{N}-1(XN-1, u_{N-1})rG(xN)]$

subject to (i) $x_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (1)

(ii) $u_{n}\in U$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

ここで、

$N\geq 2$ 終端時刻
$X=\{s_{12n}, S, \cdots, S\}$ 状態集合
$U=\{a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{m}\}$ 決定集合
$x_{n}\in X$ 時刻 $n\in\{0,1, \cdots, N\}$ における状態
$u_{n}\in U$ 時刻 $n\in\{0,1, \cdots, N-1\}$ における決定
$r_{n}$ : $X\cross Uarrow \mathrm{R}$ 時刻 $n$ における $X\cross U$ 上の利得
$r_{G}$ : $Xarrow \mathrm{R}$ 終端利得
$P$ マルコフ推移法則 $p(y|x, u)\geq 0\forall(x, u, y)\in X\cross U\cross X$

$\Sigma_{y\in \mathrm{x}p}(y|x,u)=1\forall(x, u)\in X\cross U$

ただし、 $y\sim p(\cdot|X, u)$ は現時刻の状態が $x$ , 決定が $u$ であるとき, 次の時刻で状態 $y$ へ確
率 $p(y|x, u)$ で推移することをあらわす. また問題 (1) \iota こおける期待値は、初期状態 $x_{0}$ と
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$\{u_{0}, u_{1}, \ldots, uN-1\}$ を定める政策に依存した次のような $N$ 重和である :

$E[r_{0}(x_{0}, u_{0})r_{1}(x_{1},u_{1})\cdots rN-1(xN-1,uN-1)r_{G}(x_{N})]$

$=, \sum_{x_{2}(x_{1}},\ldots,\sum_{\in x_{N})}\cdots\sum_{\mathrm{x}}.\{[r_{0}(_{Xu)}\cross\cdot\cdot \mathrm{x}\mathrm{x}0,0r1(_{Xu}1,1)\cdots rN-1(x_{N-1},u_{N-1})rc(x_{N})]$

$\cross p(x_{1}|x0, u_{0})p(X2|X_{1}, u_{1})\cdots p(XN|x_{N}-1,uN-1)\}$

この種の問題に対しては、通常マルコフ政策全体に対して最大化が考えられる。しかし、
ここではマルコフに限らない–般の政策 (一般政策) とマルコフ政策とを考え、それぞれ
に対して最大化問題を考えることにより両者を比較する。
一般政策 $\sigma=\{\sigma_{0}, \sigma_{1}, \ldots, \sigma N-1\}$ とは、次のような決定関数列からなる政策である :

$\sigma_{0}$ : $Xarrow U$, $\sigma_{1}$ : $X\cross Xarrow U$, ... , $\sigma_{N-1}$ : $x\mathrm{x}\cdots\cross xarrow U$

この $\sigma$ による決定と状態の交互列 $\{u_{0}, x_{1},u1, x_{2}, \ldots,uN-1, XN\}$ は次のように生成される :

$\sigma_{0}(_{X}0)=u_{0}$ $arrow p(\cdot|X_{0}, u0)\sim X1$ $arrow$

$\sigma_{1}(X_{0}, X1)=u_{1}$ $arrow p(\cdot|X_{1}, u_{1})\sim x_{2}$ $arrow$

$\sigma_{N-1}.(x_{0}, \ldots, XN-1)=u_{N}-1$ $arrow p(\cdot|_{X_{N1}}-, u_{N-1})\sim x_{N}$

方、 マルコフ政策 $\pi=\{\pi_{0}, \pi_{1}, \ldots , \pi_{N-1}\}$ とは、次のような決定関数列からなる政策で
ある :

$\pi_{n}$ : $Xarrow U$, $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

この $\pi$ による決定と状態の交互列 $\{u_{0}, x1, u1, X_{2}, \ldots,uN-1, XN\}$ は次のように生成される :

$\pi_{0}(X_{0})=u_{0}$ $arrow p(\cdot|x_{0}, u_{0})\sim x_{1}$ $arrow$

$\pi_{1}(x_{1})=u_{1}$ $arrow p(\cdot|x_{1}, u_{1})\sim x_{2}$ $arrow$

$\pi_{N-1}(x_{N1}-)=u_{N}-1$ $arrow p(\cdot|x_{N-1}, u_{N-1})\sim X_{N}$

最初に利得がすべて非負である場合を考える。すなわち

$r_{n}(x, u)\geq 0$ $\forall(x, u)\in X\cross U$, $0\leq^{\forall}n\leq N-1$ (2)

を仮定する。 このとき
–般問題 :

$\underline{{\rm Max}}.\mathrm{i}\mathrm{m}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{e}}}\sigma\cdot\Re\otimes^{\mathrm{i}\mathrm{z}}$
$E[r_{0}(X_{0}, u_{0})r_{1}(X1, u1)\cdots rN-1(x_{N1}-, u_{N_{-}1})rG(x_{N})]$

subject to (i) $x_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (3)
(ii) $u_{n}\in U$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

マルコフ問題 : Maximize $E[r_{0}(x_{0}, u_{0})r_{1}(X1, u_{1})\cdots rN-1(XN-1, u_{N-1})r_{G}(xN)]$
$\pi$ :マルコフ政策

subject to (i) $x_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (4)
(ii) $u_{n}\in U$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$
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の最適値は等しく、最適政策はマルコフ政策の中に存在することが示される。
次に、仮定 (2) を取り除いた場合を考える。 このとき–般問題 (3) とマルコフ問題 (4) の

最適値は–般に異なることが示される。従って、マルコフ政策のクラスのみを考えていて
は真の最適値最適政策を得ることはできない。すなわち、最適政策がマルコフ政策の中
に存在するとは限らないのである。

2 両決定過程

両決定過程 (Bidecision Process) の手法を用いて、一般問題 (1) の最適値、及び最適政
策を与える。両決定過程においては、最適化問題を考える際に最大化と最小化の対を用い
る。 よってここでは、–般問題 (1) で $n$ 段以降に限定した部分問題群を最大化、最小化の
対で考える。まず、初期状態 $x_{n}$ と–般政策 $\sigma=\{\sigma_{n}, \sigma\sigma n\dagger 1, \ldots,N-1\}$ により定まる決定列
$\{u_{n}, u_{n+1}, . .\wedge’ u_{N-1}\}$ に依存した乗法型評価の期待値を $I^{n}$ とおく :

$I^{n}(_{X_{n_{)}}}\cdot\sigma)$

$= \sum_{(x_{n+n}1x}\sum_{x+2N},.\cdot..\cdot,\cdot\sum\{.$
[$..r_{n}(x_{n},$

un), $rn+1(_{X}n+1,$ $un+1)\cdots r_{N-1}(xN-1,$ $u_{N-1})r_{G}(x_{N})$ ]
$)\in X\cross\cross \mathrm{x}$

$\cross p(x_{n+}1|X_{n}, un)p(X_{n+}2|x_{n}+1, un+1)\cdots p(X_{N}|x_{N}-1, uN-1)\}$

この時、期待値を–般政策に関して最大化する最大化部分問題群、および–般政策に関して
最小化する最小化部分問題群は次のように与えられ、その最適値をそれぞれ値関数 $V^{n},$ $W^{n}$

とおく。
最大化部分問題群:

$V^{N}(x_{N})$ $=$ $r_{G}(x_{N})$ $x_{N}\in X$

$V^{n}(x_{n})$
$\sigma=\{\sigma_{n},\ldots,\sigma_{N}-1\}={\rm Max} I^{n}(X;n\sigma)$

$x_{n}\in X$ , $0\leq n\leq N-1$

最小化部分問題群:

$W^{N}(x_{N})$ $=$ $r_{G}(x_{N})$ $x_{N}\in X$

$W^{n}(x_{n}) \sigma=\{\sigma_{n’\cdots N-}=\min_{\sigma},In1\}(_{X_{n}};\sigma)$
$x_{n}\in X$ , $0\leq n\leq N-1$

ただし、一般政策 $\sigma=\{\sigma_{n}, \sigma_{n+1}1, \ldots, \sigma_{N}-\}$ は次のような決定関数からなる列であり :

$\sigma_{n}:Xarrow U$, $\sigma_{n+1}:X\cross Xarrow U$, ... , $\sigma_{N-1}:X\mathrm{x}\cdots\cross Xarrow U$

決定と状態の交互列 $\{u_{n}, x_{n+}1, u+n1, X+2, \ldots, uN-1, xnN\}$ は次のように生成される :

$\sigma_{n}(X_{n})=un$ $arrow p(\cdot|X_{n}, u_{n})\sim x_{n+1}$ $arrow$

$\sigma_{n+1}(x_{n}, xn+1)=u_{n+1}$ $arrow p(\cdot|X_{n}u_{n+}+1,1)\sim x_{n+2}$ $arrow$

$\sigma_{N-1}(x_{0}, \ldots, XN-1)=u_{N-1}$ $arrow p(\cdot|xN-1, uN-1)\sim x_{N}$
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定理 2.1最大化部分問題群と最小化部分問題群の値関数 $V^{n},$ $W^{n}$ に関し次の再帰式が成
り立つ :

$V^{N}(x)$ $=$ $r_{G}(x)$ $x\in X$ (5)

$V^{n}(x)$
$={\rm Max}|u \in U(n,x_{)}-y\in yr_{n}(x, u)\sum_{X}Wn+1(y)p(|X, u)]$

(6)

$\vee \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}u\in U(n,x,+\dagger^{r_{n}}(X, u)\sum_{v\in x}Vn+1(y)p(y|X, u)]$

$W^{N}(x)$ $=$ $r_{G}(x)$ $x\in X$ (7)

$W^{n}(x)$
$= \min_{u\in U(n,x)-}|^{r_{n}}(x, u)\sum_{y\in x}Vn+1(y)p(y|x, u)]$

(8)

$\wedge\min_{+u\in U(n)x},|^{r}n(X, u)\sum_{Xv\in}W^{n}+1(y)p(y|x, u)]$

$x\in X,$ $\cdot 0\leq n\leq N-1$

ただし、 $U(n, x, -)=\{u\in U|r_{n}(x, u)<0\},$ $U(n, x, +)=\{u\in U|r_{n}(x, u)\geq 0\}$ である。

$V^{n}$ (最大化部分問題群) を解くことにより得られる最適戦略を $\pi=\{\pi_{0}, \pi_{1}, \ldots, \pi N-1\}$

$W^{n}$ (最小化部分問題群) を解くことにより得られる最適戦略を $\sigma=\{\sigma_{0}, \sigma 0, \ldots, \sigma N-1\}$ と

する。 このとき、 もとの最大化問題 (1) の最適–般政策 $\mu=..\{\mu 0, ’\mu 1, \ldots , \mu_{N-1,-}\}$
は $\pi,$

$\sigma^{1}$ か

ら次のように構成される。

$\mu 0(X0)$ $:=$ $\pi_{0}(x\mathrm{o})$

$\mu_{1}(x_{0,1}x)$ $:=$ $\{$

$\sigma_{1}(x_{0}, x_{1})$

$\pi_{1}(x_{0,1}x)$
for $r_{0}(x_{0}, u_{0})\{$

$\leq 0$

$>0$
$u_{0=}\pi_{0(X_{0}})$

$\mu_{2}(_{X_{0},x_{1}}, X_{2})$ $:=$

.

$\{$

$\pi_{2}(_{X_{0},x_{1}},X_{2})$

$\sigma_{2}(_{X_{0},x_{1}},X_{2})$

$\sigma_{2}(_{X_{0},x_{1}},X_{2})$

$\pi_{2}(_{X_{0},x_{1}},X_{2})$

for $r_{1}(x_{1}, u_{1})\{$

$\leq 0$

$\leq 0$

$>0$

$>0$

$u_{1}=\{$

$\sigma_{1}(x_{0,1}x)$

$\pi_{1}(x_{0,1}x)$

$\sigma_{1}(x_{0,1}x)$

$\pi_{1}(x_{0,1}x)$

:

$\mu_{N}(_{X_{0,\ldots,N}}X)$ $:=$ $\{$

$\pi_{N}(_{X_{0,\ldots,N}}X)$

$\sigma_{N}(x_{0}, \ldots,X_{N})$

$\sigma_{N}(_{X_{0,\ldots,N}}X)$

$\pi_{N}(_{X_{0,\ldots N}},X)$

for $r_{N-1}(x_{N}-1, uN-1)\{$

$\leq 0$

$\leq 0$

$>0$

$>0$

$u_{n-1}=\{$

$\sigma_{N-1}(_{X_{0}}, \ldots, XN-1)$

$\pi_{N-1}(_{X_{0}}, \ldots, XN-1)$

$\sigma_{N-1}(_{X_{0}}, \ldots, XN-1)$

$\pi_{N-1}(_{X_{0}}, \ldots, XN-1)$ .

ここまで $\pi,$ $\sigma$ 共に–般政策に関する最大 (小) 化で求めてきたが、実際は $\pi,$ $\sigma$ のどちら

もマルコフ政策として得られることが示される。 しかし、そこから得られる–般問題 (1)
に対する最適政策はやはりマルコフではなく –般政策になる。
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3 不変埋没原理

ここでは、不変埋没原理の手法を用いて–般問題 (1) の最適値・最適政策を求める。不
変埋没原理の考えでは、まず解くべき問題をそれを含む問題群の中に埋め込み (この問題
を埋め込み問題と呼ぶ)、その埋め込み問題の解法を導いて、それを解く。そして得られた
最適値最適政策をもとに元の問題の最適値・最適政策を求めるのである。簡単のため

$-1\leq$ $r_{n}(x, u)$ $\leq 1$ $\forall(x, u)\in X\cross U,$ $0\leq^{\forall}n\leq N$ –1
$-1\leq$ $r_{G}(x)$ $\leq 1$ $\forall_{X\in X}$

を仮定する (一般性を失うものではない)
。 この条件の下、乗法型関数の期待値最大化問

題 (1)\uparrow こおける被期待値関数として、利得の積とさらに $\lambda_{0}\in[-1,1]$ との積を取ったもの
を考える :

Maximize $E[\lambda_{0}r_{0(x_{0},u_{0})}r_{1}(X1, u_{1})\cdots rN-1(XN-1, u_{N-1})r_{c}(x_{N})]$

subject to (i) $x_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ (9)
(ii) $u_{n}\in U$ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

そして、パラメーター $\lambda_{n}\in$ $[1, 1]$ を状態空間に付加した拡大状態空間 $(X\cross[-1,1])$ 上に
埋め込んで考える。この埋め込み問題 (9) は $\lambda_{0}=1$ とおくことにより、 もとの問題 (1) と
等価なものになる。
最初に、問題 (9) の–般政策全体に関する最大化を考える (一般問題と呼ぶ)。 ここでい

う –般政策 $\sigma=\{\sigma_{0}, \sigma_{1}, \ldots, \sigma_{N-1}\}$ は次のような決定関数からなる列になる。

$\sigma_{0}$ : $X\cross[-1,1]arrow U$

$\sigma_{1}$ : $(X\cross[-1,1])\cross(X\cross[-1,1])arrow U$

$\sigma_{N-1}$ : $(X\cross[-1,1])\cross\cdots \mathrm{x}(x_{\mathrm{x}}[-1,1])arrow U$

この–般政策 $\sigma$ により、決定と状態の交互列 $\{u_{0}, (x_{1},.\lambda_{1}), u_{1}, (x_{2}, \lambda_{2}), \ldots, u_{N-1}, (x_{N}, \lambda_{N})\}$

は次のように生成される :
$p(\cdot|_{X_{0},u_{0}})\sim x_{1}$

$\sigma_{0}(X_{0})=u_{0}$ $arrow$ $arrow$

$\lambda_{0}r_{0}(X0, u_{0})=\lambda 1$

$p(\cdot|X_{1}, u_{1})\sim x_{2}$

$\sigma_{1}(X_{0}, X1)=u_{1}$ $arrow$ $arrow$

$\lambda_{1}r_{1}(x_{1}, u_{1})=\lambda_{2}$

$p(\cdot|X_{N-1}, uN-1)\sim x_{N}$
$\sigma_{N-1}(x_{0}, \ldots, x_{N}-1)=u_{N}-1$ $arrow$

$\lambda_{N-1}r_{N-1}(xN-1, uN-1)=\lambda_{N}$

さて、一般問題 (9) に対する再帰式を導くために、部分問題群を定義しよう。まず $x_{n},$
$\lambda_{n}$

が初期状態として与えられた場合の–般政策 $\sigma=\{\sigma_{n}, \sigma_{n+1}, \ldots, \sigma_{N-1}\}$ に対する期待値は

$K^{n}(X_{n}, \lambda_{n} ; \sigma)=\sum_{+(x_{n+1},xn2},.\sum_{\in x_{N})}..,\cdots\sum_{\mathrm{x}X\cross X}\{.[..\lambda_{n}\cross Xr_{n}(xu_{n}n’)r_{n+1}(Xn+1, u+n1)\cdots r_{N-1}(xN-1, uN-1)r_{G}(x_{N})]$

$\cross p(X_{n}+1|Xu_{n}n’)p(X+2|nX_{n}1, u_{n+1}+)\cdots p(XN|xN-1, u_{N-1})\}$
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と定義される。 このとき、次のような部分問題群を考え、値関数を $V^{n}$ とおく。

一般部分問題群 :

$V^{N}(x_{N}, \lambda_{N})$ $=$ $\lambda_{N}r_{G}(x_{N})$ $x_{N}\in X$, $-1\leq\lambda_{N}\leq 1$

$V^{n}(X_{n}, \lambda_{n})$
$\sigma=\{\sigma_{n},\ldots,\sigma_{N-1}\}={\rm Max} K^{n}(X_{n}, \lambda_{n} ; \sigma)$

$x_{n}\in X,$ $-1\leq\lambda_{n}\leq 1$

$0\leq n\leq N-1$

この値関数 $V^{n}$ 間に次の定理が成り立つ。

定理 3.1

$V^{N}(X, \lambda)$ $=$ $\lambda r_{G}(x)$ $x\in X$ , $\lambda\in[-1,- 1]$

$V^{n}(X, \lambda)$ $=$
${\rm Max} \sum_{xy\in}V^{n}+1(y, \lambda rn(x, u))p(u\in Uy|X, u)$

$x\in X$ , $\lambda\in[-1,1]$

$0\leq n\leq N-1$

次に、問題 (9) のマルコフ政策全体に関する最大化を考える (マルコフ問題と呼ぶ)。こ

こでいうマルコフ政策 $\pi=\{\pi_{0}, \pi_{1}, \ldots, \pi_{N-1}\}$ は次のような決定関数からなる列である。

$\pi_{n}$ : $X\cross[-1,1]arrow U$ $0\leq n\leq N-1$

なおマルコフ政策により生成される決定と状態の交互列は次のようになる :

$p(\cdot|x_{0}, u\mathrm{o})\sim X1$

$\pi_{0}(X_{0})=u_{0}$ $arrow$ $arrow$

$\lambda_{0}r_{0}(_{Xu}0,0)=\lambda_{1}$

$p(\cdot|_{X}1, u_{1})\sim x_{2}$

$\pi_{1}(_{X_{1}})=u_{1}$ $arrow$ $arrow$

$\lambda_{1}r_{1}(_{Xu_{1}}1,)=\lambda 2$

$p(\cdot|x_{N-1}, u_{N-1})\sim X_{N}$

$\pi_{N-1}(x_{N1}-)=u_{N}-1$ $arrow$

$\lambda_{N-1}r_{N-1}(xN-1, uN-1)=\lambda_{N}$

このとき、次のような部分問題群を考え、値関数を $v^{n}$ とおく。
マルコフ部分問題群 :

$v^{N}(x_{N}, \lambda_{N})$ $=$
.

$\lambda_{N}r_{c}(x_{N})$ $x_{N}\in X$ , $-1\leq\lambda_{N}\leq 1$

$v^{n}(X_{n}, \lambda_{n})$
$\pi=\{\pi_{n},\ldots,\pi_{N-1}\}={\rm Max} K^{n}(X_{n}, \lambda_{n} ; \pi)$

$x_{n}\in X,$ $-1\leq\lambda_{n}\leq 1$

$0\leq n\leq N-1$

この値関数 $v^{n}$ 間に次の定理が成り立つ。

定理 3.2

$v^{N}(x, \lambda)$ $=$ $\lambda r_{G}(x)$ $x\in X$ , $\lambda\in[-1,1]$ (10)

$v^{n}(X, \lambda)$ $=$
${\rm Max} \sum_{x}u\in Uy\in v^{n+}(1y, \lambda r_{n}(X, u))p(y|X, u)$

$x\in X$ , $\lambda\in[-1,1]$ (11)

$0\leq n\leq N-1$
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定理 31と定理 32により、 $V^{n}$ と $v^{n}$ は共に全く同じ形の再帰式を満たすことが示され
た。 よってこの二つはどちらを考えても同じであろうことが予想される。実際、 $V^{n}$ と $v^{n}$

の関係として次の定理が成り立つ。

定理 33 (i) マルコフ政策が値関数 $V^{0}(\cdot)$ に到達する. すなわち最適マルコフ政策 $\pi^{*}$ が

存在して次を満たす :

$V^{0}(X_{0}, \lambda_{0})=K^{0}(x_{0,0}\lambda ; \pi^{*})$ for all $(x_{0}, \lambda_{0})\in X\cross[0,1]$

(ii) マルコフ部分問題群の最適値関数は–般部分問題群の最適値関数に等しい:

$v^{n}(x, \lambda)=V^{n}(x, \lambda)$ $(x, \lambda)\in X\cross[0,1]$ , $0\leq n\leq N$

(iii) 埋め込み問題 (9) の最適マルコフ政策 $\pi^{*}=\{\pi_{0}^{*}, \pi_{1}^{*}, \ldots, \pi_{N-1}^{*}\}$ を用いて, 元の問題
(1) の最適一般政策 $\sigma^{*}=\{\sigma_{0}^{*}, \sigma_{1}*, \ldots, \sigma_{N-1}^{*}\}$ は次のように構成される:

$\sigma_{0}^{*}(X_{0}):=\pi_{0}^{*}(_{X\lambda}0,0)$ , $\lambda_{0}:=1$

$\sigma_{1}^{*}(x_{0,1}x):=\pi_{1}^{*}(X_{1,1}\lambda)$ ただし $\lambda_{1}=\lambda_{0}r\mathrm{o}(x_{0,0}u)$ , $u_{0}=\pi_{0}^{*}(X0, \lambda 0)$

$\sigma_{2}^{*}(x_{0}, x_{1}, X_{2}):=\pi_{2}^{*}(X_{2,2}\lambda)$ ただし $\lambda_{2}=\lambda_{1}r_{1}(X1, u1)$ , $u_{1}=\pi_{1}^{*}(X_{1,1}\lambda)$ ,
$\lambda_{1}=\lambda_{0}r_{0}(X0, u\mathrm{o})$ , $u_{0}=\pi_{0}*(X0, \lambda_{0})$

$\sigma_{N-1}(x_{0}, x1, \ldots, XN-1):=\pi_{N1}-(X_{N_{-1}}, \lambda_{N_{-1}})$

ただし $\lambda_{N-1}=\lambda_{N}-2r_{N-}2(XN-2, uN-2)$ , $u_{N-2}=\pi N-2(X_{N-}2, \lambda_{N-2})$ ,
$\lambda_{N-2}=\lambda_{N3N}-r-\mathrm{s}(_{X_{N-}}3, u_{N\mathrm{s}}-)$ , $u_{N-\mathrm{s}=}\pi N-3(X_{N-}3, \lambda N_{-3})$ ,

$\lambda_{1}=\lambda_{0}r_{0}(X_{0}, u_{0})$ , $u_{0}=\pi_{0(,)}X0\lambda 0$ .

4 数値例

多段確率決定過程上における乗法型評価の最適化問題の例として、次の 2段 3状態 2決
定問題を考える。前節までに述べた両決定過程、及び不変埋没を用いた解法と、多段確率
決定ツリー法という所謂列挙法による解法の 3通りの方法で解いてみる。 そして、 いずれ
の方法でも解が–致することと最適政策がマルコフでないことを確かめる。
【問題】

Maximize $E[r_{0}(u_{0})r_{1}(u1)rc(x_{2})]$

subject to (i) $x_{n+1}\sim p(\cdot|x_{n}, u_{n})$ $n=0,1$ (12)

(ii) $u_{0}\in U,$ $u_{1}\in U$

【利得】
$r_{G}(s_{1})=0.3$ $r_{G}(s_{2})=1.0$ $r_{G}(S_{3})=-0.8$

$r_{1}(a_{1})=-1.0$ $r_{1}(a_{2})=0.6$ $r_{0}(a_{1})=-0.7$ $r_{0}(a_{2})=1.0$
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【推移確率】 $\underline{u_{t}=a_{1}}$ $\underline{u_{t}=a_{2}}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{g}^{0}s_{3}.\cdot 00s_{2}100.880.\cdot.1010.\cdot 1100.19$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{s_{3}0.1}^{s_{1}0}s_{2}0^{\cdot}$. $80.10.110.90.\mathrm{o}\mathrm{o}.\mathrm{o}\mathrm{o}.9$

4.1 両決定過程による解法

まず $V^{2},$ $W^{2}$ を求める。定理 2.1の (5), (7) より、 $V^{2}(x)=W^{2}(x)=r_{G}(x)$ なので

$V^{2}(s_{1})=0.3$ $V^{2}(s_{2})=1.0$ $V^{2}(s_{3})=-0.8$

$W^{2}(s_{1})=0.3$ $W^{2}(s_{2})=1.0$ $W^{2}(s_{3})=-0.8$

次に $V^{1}$ を求める。定理 2.1の (6) より、

$V^{1}(s_{1})$ $=$ $[(-1.0)\cross\{0.3\cross 0.8+1.0\mathrm{x}0.1+(^{-}-0.8)\mathrm{x}0.1\}]$

V $[0.6\cross\{0.3\cross 0.1+1.0\cross 0.9+(-0.8)\cross 0.0\}]$

$=$ $(-0.26)\mathrm{v}0.558$

$=$ 0.558 $\pi_{1}^{*}(s_{1})=a2$

$V^{1}(s_{2})$ $=$ $[(-1.0)\cross\{0.3\cross 0.0+1.0\cross 0.1+(-0.8)\cross 0.9\}]$

V $[0.6\cross\{0.3\cross 0.8+1.0\cross 0.1+(-0.8)\cross 0.1\}]$

$=$ 0.62 $0.156$

$=$ 0.62 $\pi_{1}^{*}(s_{2})=a_{1}$

$V^{1}(s_{3})$ $=$ $[(-1.0)\cross\{0.3\cross 0.8+1.0 \cross 0.1+(-0.8)\cross 0.1\}]$

V $[0.6 \mathrm{x}\{0.3\cross 0.1+1.0\mathrm{x}0.0+(-0.8)\mathrm{x}0.9\}]$

$=$ $(-0.26)(-0.414)$
$=$ $-0.26$ $\pi_{1}^{*}(s_{3})=a1$

(6), (8) を用いて同様に再帰式を計算すると

$W^{1}(s_{1})$ $=$ $-0.26$ $W^{1}(s_{2})$ $=$ 0.156 $W^{1}(s_{3})$ $=$ -0.414
$\hat{\sigma}_{1}(s_{1})$ $=$ $a_{1}$ $\hat{\sigma}_{1}(s_{2})$ $=$ $a_{2}$ $\hat{\sigma}_{1}(s_{3})$ $=$ $a_{2}$

$V^{0}(g_{1})$ $=$ 0.6138 $V^{0}(S_{2})$ $=$ 0.4824 $V^{0}(s_{3})$ $=$ 0.16366
$\pi_{0}^{*}(g_{1})$ $=$ $a_{2}$ $\pi_{0}^{*}(s_{2})$ $=$ $a_{2}$ $\pi_{0}^{*}(s_{3})$ $=$ $a_{1}$

$W^{0}(S_{1})$ $=$ -0.33768 $W^{0}(s_{2})$ $=$ -0.2338 $W^{0}(S_{3})$ $=$ -0.3986
$\hat{\sigma}_{0}(S_{1})$ $=$ $a_{1}$ $\hat{\sigma}_{0}(s_{2})$ $=$ $a_{2}$ $\hat{\sigma}_{0}(s_{3})$ $=$ $a_{2}$

よって、 問題 (12) の最適値は

$=$
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最後に最適政策を構成する。 $\mu_{0}^{*}(x_{0}):=\pi_{0}^{*}(x_{0})$ より、 $\mu_{0}^{*}(x_{0})$ は

$\mu_{0}^{*}(_{S_{1}})=a_{2}$ , $\mu_{0}^{*}(_{S_{2}})=a_{2}$ , $\mu_{0}^{*}(_{S_{3}})=a_{1}$

また

$\mu_{1}^{*}(x_{0,1}x)$ $:=$ $\{$

$\hat{\sigma}_{1}(x_{1})$

$\pi_{1}^{*}(x_{1})$

for $r_{0}(u_{0})\{$

$<0$

$\geq 0$

ただし $u_{0}=\pi_{0}^{*}(x_{0})$

であったので $\mu_{1}^{*}(x0, X_{1})$ は次のように構成される :
$\bullet$ $r_{0}(\pi_{0}^{*}(s_{1}))=r0(a_{2})=1.0>0$ より

$\mu_{1}^{*}(s_{1}, s_{1})=\pi_{1}^{*}(S_{1})=a2$, $\mu_{1}^{*}(_{S_{1}}, s2)=\pi^{*}(_{S}12)=a_{1}$ , $\mu_{1}^{*}(s_{1}, g_{3})=\pi_{1}^{*}(_{S}3)=a_{1}$

$\bullet$ $r_{0}(\pi_{0}^{*}(s2))=r0(a2)=1.0>0$ より

$\mu_{1}^{*}(s_{2,1}s)=\pi_{1}^{*}(_{S}1)=a_{2}$ , $\mu_{1}^{*}(s_{2}, S_{2})=\pi^{*}1(_{S_{2}})=a_{1}$ , $\mu_{1}^{*}(_{S_{2}}, s\mathrm{s})=\pi_{1}^{*}(_{S}3)=O_{1}$

$\bullet r_{0}(\pi^{*}0(s_{3}))=r_{0(}a1)=-0.7<0$ より

$\mu_{1}^{*}(s_{3,1}s)=\hat{\sigma}_{1}(s_{1})=a_{1}$ , $\mu_{1}^{*}(s_{3}, S_{2})=\hat{\sigma}1(s_{2})=a_{2}$ , $\mu_{1}^{*}(_{S}3, s_{3})=\hat{\sigma}_{1}(g_{3})=a_{2}$

4.2 不変埋没原理による解法

問題 (12) を (9) の形に埋め込んで考える。そして、定理 3.1の再帰式 (10)(11) を用いて
計算する。まず、 $v^{2}(x_{2;2}\lambda)=\lambda_{2}\cross r_{G}(x_{2})$ より

$v^{2}(s_{1;2}\lambda)=\lambda_{2}\cross 0.3$ , $v^{2}(s_{2}; \lambda 2)=\lambda_{2}\mathrm{x}1.0$, $v^{2}(s_{3};\lambda_{2})=\lambda_{2}\cross(-0.8)$

次に
$v^{1}(x_{1}; \lambda_{1})={\rm Max}\sum_{2x\in \mathrm{x}}v^{2}(Xu1\in U2;\lambda_{1}\mathrm{x}r_{1}(x1, u_{1}))P(x_{2}|x1, u1)$

より

$v^{1}(g_{1;)}\lambda_{1}$

$=$
$\sum_{x_{2}\in X}v(x_{2;}\lambda_{1^{\cross}}r_{1}(a1))p(x_{2}2|s_{1}, a1)\sum_{x2\in X}v^{2}(X2;\lambda_{1}\mathrm{x}r_{1}(a_{2}))p(x2|s_{1}, a_{2})$

$=$ $[\lambda_{1}\cross(-1.0)\mathrm{x}0.3\cross 0.8+\lambda_{1}\cross(-1.0)\cross 1.0\cross 0.1+\lambda_{1}\cross(-1.0)\cross(-0.8)\cross 0.1]$

V $[\lambda_{1}\cross 0.6\cross 0.3\cross 0.1+\lambda_{1}\cross 0.6\mathrm{x}1.0\cross 0.9+\lambda_{1}\cross 0.6\cross(-0.8)\cross 0.0]$

$=$ $[\lambda_{1}\cross(-0.26)]\vee[\lambda_{1}\mathrm{x} 0.558]$

$=$ $\{$

$\lambda_{1}\cross(-0.26)$ for $-1\leq\lambda_{1}\leq 0$

$\lambda_{1}\cross 0.558$ for $0\leq\lambda_{1}\leq 1$

$\pi_{1}^{*}(s_{1;\lambda_{1})}=\{$

$a_{1}$ for $-1\leq\lambda_{1}\leq 0$

$a_{2}$ for $0\leq\lambda_{1}\leq- 1$

同様に $v^{1}(S_{2;\lambda}1),$ $v^{1}(S3)\lambda_{1})$ を計算し、次の結果を得る。
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さらに $V^{0}(x_{0};\lambda 0)$ を計算すると次を得る。

これより $\lambda_{0}=1$ とおいて、元の問題 (12) の最適値を得る :

$=$
最後に、ここで得られた埋め込み問題の最適マルコフ政策 $\pi^{*}=\{\pi_{0}^{**}, \pi_{1}\}$ を用いて、元の問
題 (12) に対する最適一般政策 $\tilde{\gamma}=\{\tilde{\gamma}_{0},\tilde{\gamma}_{1}\}$ を構成する。最初の決定は $\pi_{0}^{*}(X_{0}, \lambda_{0})$ で $\lambda_{0}=1$

とおいて

$\tilde{\gamma}_{0}(s_{1})=\pi_{0}^{*}(_{S_{1},1})=a_{2}$ , $\tilde{\gamma}_{0}(S_{2})=\pi_{0}^{*}(g2,1)=a_{2}$ , $\tilde{\gamma}_{0}(s_{3})=\pi_{0(_{S_{3}},1}^{*})=a_{1}$

次の決定は、

$\tilde{\gamma}_{1}(x_{0,1}x)$ $=$ $\pi_{1}^{*}(x_{1,1}\lambda)=\pi_{1}^{*}(x_{1}, \lambda_{0}\cross r_{0}(u\mathrm{o}))$ $u_{0}=\pi_{0}^{*}(x_{0}, \lambda_{0})$ , $\lambda_{0}=1.0$

より

$\tilde{\gamma}_{1}(s_{1}, x1)=\pi^{*}1(X_{1,0}r(a2))=\pi_{1}^{*}(x1,1.\mathrm{o})$

$\tilde{\gamma}_{1}(S_{2}, X_{1})=\pi^{*}1(x_{1,0}r(a2))=\pi 1*(x1,1.\mathrm{o})$

$\tilde{\gamma}_{1}(s_{3}, X_{1})=\pi^{*}1(x_{1}, r0(a1))=\pi_{1}^{*}(x_{1}, -0.7)$

であるので

$\tilde{\gamma}_{1}(s_{1}, s1)=a_{2}$ , $\tilde{\gamma}_{1}(s_{2,1}S)=a_{2}$ , $\tilde{\gamma}_{1}(s_{3}, s1)=a_{1}$

$\tilde{\gamma}_{1}(s_{1}, s2)=a_{1}$ , $\tilde{\gamma}_{1}(g_{22}, g)=a_{1}$ , $\tilde{\gamma}_{1}(s_{3,2}S)=a_{2}$

$\tilde{\gamma}_{1}(_{S_{1}}, s_{\mathrm{s}})=a1$ , $\tilde{\gamma}_{1}(s_{2,3}S)=a_{1}$ , $\tilde{\gamma}_{1}(s_{\mathrm{s}}, s3)=a2$

こうして得られた最適値及び最適政策は、両決定過程による解法で得られたものと–致し
ていることが見て取れる。 さらに $\tilde{\gamma}_{1}(=. \mu_{1}^{*})$ をみると、最適政策は $x_{1}$ だけでなく $x_{0}$ にも
依存していることがわかる。

4.3 確率決定ツリー法による解法

図 1では、次の簡略記号を用いている :

履歴 $=x_{0}r_{0}(u_{0})/u_{0}p(x_{1}|x_{0}, u_{0})x_{1}r_{1}(u_{1})/u_{1}p(x_{2}|x_{1}, u_{1})x_{2}$

終端 $=$ 終端評価値 $=r_{G}(x_{2})$
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経路 $=$ 経路確率 $=p(x_{1}|x_{0}, u_{0})p(x_{2}|x_{1}, u_{1})$

評価 $=$ 評価値の積 $=r_{0}(u_{0})r1(u1)r_{G}(x_{2})$

積 $=$ 経路 $\cross$ 評価

部分期 $=$ 部分期待値

全期待 $=$ 全期待値

さらにイタリック体は確率を、ボールド体は上下の期待値の最大 (大きい方) の数値を表す。
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図 1: 状態 $s_{1}$ からの 2段確率決定ツリー

初期状態力\sim 2, $s_{3}$ の時も同様な図により問題 (12) に対する最適値と最適政策を求めることが
できる。
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4.4 マルコフ政策による期待値–覧

次の表は問題 (12) に対し全てのマルコフ政策 $\pi=\{\pi_{0}, \pi_{1}\}$ による期待値ベクトル :

を–覧表にしたものである。 この表からどのマルコフ政策も–般最適政策により得られる
期待値に達していないことがわかる。
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