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1 はじめに

よく知られているように、秘書問題の代表的な最適化基準は通常次の二つである。

(1) 成功確率最大化

(2) 期待順位最小化

一般に応募者数 nが大き \langle なると、 評価値の漸近解が美しい形になる。応募者に拒否権が無い場合と

有る場合 \langle 応募者数は順位に関係なく確率 1-pでオファーを拒否するものとする) の (1), (2)に対応

する結果をまとめると以下のようになる。

成功確率最大化 期待順位最小化

拒否権が無い場合 $\mathrm{e}^{-1}\cong 0.368$ 拒否権か無い場合 $\prod_{\mathrm{i}=1}^{\infty}(1+\frac{2}{\mathrm{j}})^{\frac{1}{\mathrm{i}+1}}\underline{\simeq}3.8695$

拒否権が有る場合 $\mathrm{P}^{1/(1-\mathrm{P})}$ ”g\\not\in \mbox{\boldmath $\delta$}2\tau \prec 5-、い ?

ここでは、 未解決 ? の箇所、すなはち、 期待順位最小化問題で応募者が拒否権を有する場合を考察

し、 漸近的評価値の 1つの上限として

$\frac{1}{\mathrm{p}(1+_{\mathrm{P}})}[(1+\mathrm{p})^{2}(1+1/\mathrm{p})- 1]$

を求めた (モデル 2)。別の上限も求めたが、 それは閉じた形で表わすことができない (モデル 1)。 4
節で両モデルの数値例を与えた。 ここで求めたものはあくまで上限であり、 真の値は依然未知であ

る。

他の 3つの場合の既知の結果については、 Gilbert and Mosteller(1966), Smith(1975), Chow,

Robbins, Moriguti and Samuels(1964)を参照されたい。 また、 秘書問題全般に関するサーベイと

しては Ferguson(1989), $\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{e}]\mathrm{s}(1991)$を勧める。

2. Rubin and Samuels problem
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拒否権が無い場合の期待順位最小化問題を少し振り返っておこう。Rubin and Samuels(1977)に

よれば、 期待順位最小化問題のそもそもの関心は、 n\rightarrow \infty の時、 最小期待順位が有限の値に留まるか

どうかというところにあったという (彼らは、 ある定められた値より大きな相対順位の応募者を採

用しないという政策の範囲では期待順位を有限にすることはできないと述べている) 。期待順位最

小化問題の結果を最初に導いたのは Chow et al.(1964)であるが、 その最適政策を実行するには、 現

在の応募者の相対順位をいつも正確に認識する必要がある (nが大きいとき、 これは大変な作業で多

くのmemoryを必要とする) . Rubin and Samuels(1977)はmemory-1ength-oneの範囲で期待順

位を有限にする例を与えた。 memory-iength-oneとは過去の応募者を (比較の対象として) -入し

か記憶しておくことができない場合を意味する。 したがって、 この場合、 現在の応募者は記憶され

ているものと比較して、 良いか悪いかという形で評価される。毎回、 3通りの決定 Acoept (採用す

る) Reject (パスする) Remember (旧い記憶をすて、 現在のものを記憶する) のどれかを選択す

ることとする。 政策は選択の列{Wr/Br; $\mathrm{r}=2,3,\ldots,\mathrm{n}-1$池よって記述される。 ここで、 $\mathrm{W}_{\mathrm{r}}\text{、}$ Brは r-
番目の応募者が、 既に記憶されている者と比較して、 悪い場合、 良い場合に対応して選択される決

定をあらわす (ただし、 最初はRememberで、 $\mathrm{w}_{\mathrm{n}}/\mathrm{B}_{\mathrm{n}}=\mathrm{A}\mathbb{C}\mathbb{C}\mathrm{e}\mathrm{p}\{/\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t}$) 。
W/Brは本来 9通りの決

定が可能であるが Rubin and Samuels(1977)は 3通りの決定W/Br $=$ $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}/\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$,

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}/\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{t},$
$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}/\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ に限定して、 最適政策を求め、 次のような形になることを

示した。

$\mathrm{W}/\mathrm{B}=\backslash \int_{\mathrm{r}\mathrm{f}}$
$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}/\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\iota \mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}_{\mathrm{B}}\mathrm{k}\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}/\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{t}\mathrm{w}\Gamma-\Gamma_{\mathrm{r}}/|\dagger \mathrm{r}-\mathrm{r}_{\mathrm{n}}\mathrm{f}/\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}(\ulcorner-\mathrm{r}<\mathrm{a}\mathrm{n})(\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{r}<(\triangleright \mathrm{r}\mathrm{n})\leq \mathrm{r}_{\mathrm{n}}\mathrm{r}_{\mathrm{n}}))$

$\int|$

ここで、 { $\mathrm{W}_{\mathrm{i}^{/}}^{||}\mathrm{B}_{\mathrm{i}}$;i=1,2,...,n-rn}は応募者の総数が n-rn+1の場合に対応する最適政策 このことは、

n\rightarrow \infty の時、

$0=\mathrm{R}_{0}<\mathrm{A}_{1}<\mathrm{R}1<\ldots<\mathrm{A}_{\mathrm{k}}<\mathrm{R}_{\mathrm{k}}<\ldots<1$

となる無限列 $\{\mathrm{R}_{\mathrm{k}}\}_{\mathrm{k}=}^{\infty}0’\{\mathrm{A}_{\mathrm{k}}\}_{\mathrm{k}=1}^{\infty}$ が存在して、区間 $(\mathrm{R}_{\mathrm{k}-}\iota, \mathrm{A}\mathrm{k})$ では最良のものを記憶し、 区間

($\mathrm{A}_{\mathrm{k}}$ , Rk)では記憶されているものより良いものが出たら採用するという政策に対応し、 $\mathrm{R}_{\mathrm{k}}$ , Akが

$\mathrm{R}_{\mathrm{k}+1}=\mathrm{R}_{\mathrm{k}^{+\mathrm{R}}1}(1-\mathrm{R}_{1})^{\mathrm{k}}$ , $\mathrm{A}_{\mathrm{k}+\mathrm{l}}=\mathrm{R}_{\mathrm{k}^{+}}\alpha \mathrm{R}_{1}(1- \mathrm{R}_{1})\mathrm{k}$

となるように選ばれることを意味する。 これらは 2数 Rl $=\beta$ , \alpha で決定されるので、 この政策を $($ \alpha , $\beta)$

政策と呼ぶ。 Rubimn\mbox{\boldmath $\delta$}amuelsは上記の問題において、 最適値は $\beta=0.456,\alpha=0.296\text{で、}$ このとき、

期待順位は 7.41375となることを示した (この問題を infinite problemとして論じた) 。
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3 Uncertain $\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{p}^{]}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{m}\bm{\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{t}$

Rubin and Samuels(1977)のアプローチを拒否権が有る場合に拡張する。 拒否権が有る場合の (\alpha ,

\beta )政策を次のように定義する。

時間区間 ($0$ , Al)では、 最初の応募者を記憶し、以後べ夕 –な者が出現したら、順次、 記憶を更

新する (したがって、 区間 ($0$ , Al)の最後には、 それまでのペストが記憶されている) . 区問
$(\mathrm{A}_{1}, \mathrm{R}_{1})$ では、 記 憶されている者よりべ夕 –な者が出現したらオファーを与える。オファ

が断わられたら、次のべ夕 –な者の出現を待って改めてオファーを与える。オファーが受け

入れられたら試行終了。 区間 ($0$ , Rl)で試行が終了しなかった場合、以降、 同様のパタ一 $\backslash /\backslash$を繰

り返す。

Rubin and Samuels(1977)と同様に Infinite problem として考える (Infinite problemに関しては

Gianini and Samuels (1976) 参照) 。政策 (\alpha , \beta )のもとで (7)、 停止時刻を $\mathrm{T}\text{、}$ 選択したもの (7)

\’i絶対) 順位を X とすると、

$\mathrm{E}[\mathrm{X}]=\mathrm{E}[\mathrm{x}\mathrm{I}_{\{\mathrm{I}\leq}-\beta\}]+\mathrm{P}\{\mathrm{T}>\beta\}\frac{\mathrm{E}[\mathrm{X}]}{1-\beta}$ すなはち、 $\mathrm{E}[\mathrm{X}1=\frac{\beta \mathrm{E}[\mathrm{x}\mathrm{I}_{\{\Gamma}]\leq\beta\}}{-,\beta- \mathrm{P}\{\mathrm{T}>\beta\}}$

となる。 ただし、 $-\beta=1-\beta$ ( $\alpha$ , pにかんしても、 以後同様の記法を用いる) 。

($\mathrm{A}_{1}$ , Rl)でのオファーの与え方により、 2つのモデルが考えられる。

モデル 1. 区問 (Al, Rl)でオファーが拒否されても、 記憶を変更しない場合。

次の確率変数を導入する。

$\mathrm{Q}$ : 区間 (0, At)で最終的に記憶された者の、区間 (0, Rl)における順位。

明らかに、

$\mathrm{P}\{\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1\}=(\frac{\mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}}\int]-\frac{\mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}}\{^{\mathrm{m}}$ $\mathrm{m}=0,1,\ldots$

他方、 AI<RIに対して、

$\mathrm{P}\{\mathrm{T}\leq \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1\}=\mathrm{j}=1\sum^{\infty}\{1-\dot{\mathrm{F}}\mathrm{t}^{\mathrm{m}}\mathrm{j}\int^{\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}- \mathrm{A}_{1}}}f(1$ . $\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}- \mathrm{A}_{1}})^{\mathrm{m}- \mathrm{j}}$

$=1-( \overline{\mathrm{p}}(\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}- \mathrm{A}_{1}})+(1-\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}- \mathrm{A}_{1}})$

したがって、 Qが与えられたときの、 Tの p.d. $\mathrm{f}$. $\mathrm{f}_{\mathrm{T}}$ ($\mathrm{t}|$ Q)は以下のようになる。
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$\mathrm{f}_{\mathrm{T}(\mathrm{t}}$ I $\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1\rangle$
$=( \frac{\mathrm{m}\mathrm{p}}{\mathrm{R}_{1}.- \mathrm{A}_{1}}\#\overline{\mathrm{P}}(\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1^{-}}\mathrm{A}_{1}}\}_{1}+(1-\frac{\mathrm{t}- \mathrm{A}_{1}}{\mathrm{R}_{1}- \mathrm{A}_{1}})\{\mathrm{m}-1$

この密度は時刻 T=tでの出現者の順位が l,...,mの誰でも構わない場合であるから、特定の順位

k(k=l,...,m)の者が T=tで出現してオファーを受け入れる密度は fT(tIQ=m+l)/m。また、 このとき、

この者の全体での真の順位の期待値は、 $\mathrm{k}/\mathrm{R}_{1}$ となり、 次式を得る。

$\mathrm{E}[\mathrm{X}\mathrm{I}_{\{}\cdot]\mathrm{I}\leq \mathrm{R}1\}=\mathrm{E}$ [$\mathrm{E}[\mathrm{x}\mathrm{I}_{\{\leq \mathrm{R}_{1}\}}\mathrm{I}^{\tau}$ I $\mathrm{Q}]$]

$= \sum_{\mathrm{m}=1}^{\infty}\mathrm{P}\{\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1\}\sum_{\mathrm{k}=1}^{\mathrm{m}}\int_{\mathrm{A}_{1}}^{\mathrm{R}_{1}}(\frac{\mathrm{k}}{\mathrm{R}_{1}})_{\mathrm{m}}^{1}\lrcorner \mathrm{T}(\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1)\mathrm{d}\mathrm{t}$

$\frac{\alpha}{2\beta}[\alpha^{-2_{-}}(_{\mathrm{P}^{+_{\overline{\mathrm{P}}}}}\alpha)-^{\gamma}\wedge]$

また、

$\mathrm{P}\{\mathrm{T}>\mathrm{R}1\}=\sum \mathrm{p}${
$\mathrm{T}>\mathrm{R}_{1}\mathrm{m}=0$

I $\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1$ } $\mathrm{p}\{\mathrm{Q}=\mathrm{m}+1\}=\frac{\alpha}{1-\overline{\mathrm{p}}\overline{\alpha}}$

以上より、 次の結果を得る。

補題 1

$\mathrm{E}[\mathrm{X}]=\frac{\overline{\alpha}\mathrm{p}(2\alpha+\overline{\alpha}\mathrm{p})}{2\alpha(1-\overline{\alpha}\mathrm{P}\gamma^{2}}\frac{-\beta}{\beta(\beta-\frac{\alpha}{1-\overline{\alpha}\overline{\mathrm{p}}})-}$

最適な\alpha , $\beta$ は次の関係を満足する。

$\alpha=\wedge_{\frac{\mathrm{p}\overline{\beta^{\wedge}}}{-2}}$

$1-\overline{\mathrm{p}}\beta$

$\beta$ は次式 $\mathrm{g}_{1}(\mathrm{x})=0$ の根 $\mathrm{x}$ .

$\mathrm{g}_{1}(\mathrm{X})=\overline{\mathrm{p}}\mathrm{X}^{4}(_{\mathrm{x}\mathrm{X}1}2_{-})-+\mathrm{p}\mathrm{X}^{3}+\mathrm{x}+\mathrm{X}-21$

モデル 2。 区問 (Al, $\mathrm{R}_{1}$ )でオファーが拒否されると、 拒否した者が今までの記憶に取って変

わる (したがって、 いつも、 それまでのベストが記憶として保存されている)
。

この場合、
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$\mathrm{f}_{\mathrm{T}}(\mathrm{t})=\mathrm{m}\sum_{1=}^{\infty}\mathrm{p}^{\mathrm{n}-}1\int_{\mathrm{A}\iota}\mathrm{P}\frac{\mathrm{A}_{1}}{\mathrm{y}_{1}}\int \mathrm{y}1\frac{\mathrm{d}\mathrm{y}_{2}}{\mathrm{y}_{2}}\mathrm{t}\iota\ldots\int_{\mathrm{y}\mathrm{m}}^{\mathrm{d}\mathrm{y}1_{\frac{1}{\mathrm{t}})}}Y\mathrm{m}- 2\frac{\mathrm{p}\mathrm{A}_{1}}{\mathrm{t}^{2}}4\mathrm{m}2\frac{\langle\overline{\mathrm{p}}\log(\mathrm{t}/\mathrm{A}_{1})\gamma^{\mathrm{n}\mathrm{l}}-}{\{\mathrm{m}- 1)!}\mathrm{t}1=\sum_{=\mathrm{m}1}\infty=\frac{\mathrm{p}\mathrm{A}_{1^{\mathrm{P}}}}{\mathrm{t}^{1+\mathrm{p}}}$

したがって、

$\mathrm{E}[\mathrm{X}\mathrm{I}_{\{}\mathrm{r}\leq \mathrm{R}1\}]=\int_{\mathrm{A}_{1}}^{\mathrm{R}}1\frac{1}{\mathrm{t}}\mathrm{f}\mathrm{T}(\mathrm{t})\mathrm{d}\mathrm{t}=(\frac{\mathrm{p}}{1+\mathrm{p}}\int\frac{\alpha^{-1_{-}}\alpha^{\mathrm{P}}}{\beta})$

$\mathrm{P}\{\mathrm{T}>\mathrm{R}_{\mathrm{t}}\}=1-\int_{\mathrm{A}_{1}}^{\mathrm{R}_{1}}\mathrm{f}_{\mathrm{T}}(\mathrm{t})\mathrm{d}\mathrm{t}=\alpha^{\mathrm{p}}$

以上より、 次の結果を得る。

補題 2

$\mathrm{E}[\mathrm{X}]=(\frac{\mathrm{p}}{1+\mathrm{p}})\frac{(_{\alpha^{-1_{-}}\alpha}\mathrm{P})_{\beta}^{-}}{\beta(^{-}\beta-\alpha \mathrm{P})}$

最適な\alpha , $\beta$ は次の関係を満足する。

$\alpha=(_{\beta}^{-}1^{2/}\mathrm{P}$

$\beta$ は次式 $\mathrm{g}_{2}(\mathrm{x})=0$の根 $\mathrm{x}$ .

$\mathrm{g}_{2}(\mathrm{x})=\mathrm{p}\mathrm{X}^{2}(1+1/_{\mathrm{P})_{-}}(1+_{\mathrm{P}})\mathrm{x}+1$.

また、 E[T]の 1つの上限が次のように与えられる。

$\mathrm{E}[\mathrm{x}]\leq\frac{1}{\mathrm{p}(1+_{\mathrm{P}})}[(1+_{\mathrm{P}})2(1+1/\mathrm{p})_{-}1]$.

4. 2つのモデルの比較と数値例

下の数値例が示すように、 モデル 1のほうがモデル 2より、 良い政策となっている。

モデル 1

$\mathrm{p}$
$\mathrm{E}[\mathrm{X}]$ $\beta$ $\alpha$ $(1-\alpha)/\alpha$
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$0.1$ 47.95 0.266 0.105 857
0.5 12.39 0.395 0.225 3.45
0.9 7.99 0447 0284 252

モデル 2

$\mathrm{p}$
$\mathrm{E}[\mathrm{X}]$ $\beta$ $\alpha$ $-\log\alpha$

0.1 6302 0.074 0.214 1.54
0.5 13.60 0.291 0.253 1.38
0.9 8.10 0.430 0.288 1.25

モテ JI 、 2において、 区間 (Al, $\mathrm{R}_{1}$ ), すなはち、 区間 (\alpha \beta , \beta )における、 オファー対象者の数をそ

れぞれ S, Tで表わす。 Sの分布、 平均は次のようになる。

$\mathrm{P}\{\mathrm{S}=\mathrm{s}\}=\alpha\{1-\alpha)^{\mathrm{s}}$ , $\mathrm{s}=0,1,\ldots$

$\mathrm{E}[\mathrm{S}]=\sum \mathrm{s}=1\mathrm{s}\alpha\langle 1-\alpha)^{\mathrm{s}}=(1-\alpha)/\alpha$
.

Tの分布は複雑なので省略。 平均は次のようになる。

EF]=E[E口 1Sl] $= \sum_{1\mathrm{s}=}^{\infty}\mathrm{t}_{=}^{\mathrm{S}}\sum_{\mathrm{l}}\frac{1}{\mathrm{j}})\alpha\langle 1-\alpha)^{\mathrm{s}}=-\log\alpha$
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