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我々の目的は、可換 $\mathrm{C}^{*}$-環の環準同型像に関する L. Molnar の

最近の結果を紹介し、更に彼の手法を用いて、 可換 Banach 環か

ら他の単純可換 Banach 環へのある種の環準同型写像の構造を考

察することにある。

L. Molnar [21は $[^{3}\rho$ が可換 C*-環 $A$ から他の可換 C*-環 $B$ への環準同型写像で

あるとき、 その像 $\rho(A)$ が $B$ の Gelfand空間の点を強分離するような $B$ の部分環

を含むなら、 $\rho$ は全射である』ことを示し、 Gelfand 理論を用いて、 『半単純可換

Banach 環が、 可換 $\mathrm{C}^{*}$-環の環塁同型像であれば、すでにそれは $\mathrm{C}^{*}-$同値である』こ

とを証明した。我々は彼の手法を用いて、可換 Banach 環から他の半単純可換

Banach環へのある種の環準同型写像の構造を考察する。
$A$ を Gelfand 空間 $\Phi_{A}$ を持つ可換 Banach 環、 $B$ を Gelfand 空間 $\Phi_{B}$ を持つ半単

純可換 Banach 環、 $\rho$ を次の条件を満たす $A$ から $B$ への環準同型写像とする :
$(^{*})$ $p(A)^{\wedge}(\psi)=c(\forall\psi\in\Phi_{B})$ .
此処に $\mathrm{n}_{\wedge}"$ は Gelfand 変換を表す。 このとき我々は次のような $P$ の構造定理を持

つ:

Theorem. Suppose A is regular. Then there exist a continuous map $\hat{P}$ of $\Phi_{B}$ into $\Phi_{A}$

and a division $\{\Phi_{B}0, \Phi_{B}^{1}, \Phi^{2}B\}$ of $\Phi_{B}$ such that $\Phi_{B}^{1}$ and $\Phi_{B}^{2}$ are closed, and for each $a\in A$,

$p(a)^{\mathrm{A}}=\hat{a}\circ\hat{p}$ on $\Phi_{B}^{1},$ $\rho(a)^{\mathrm{A}}=\hat{a^{-}}\circ\hat{P}$ on $\Phi_{B}^{2}$ and $p(a)^{\wedge}(\psi)=\tau_{\psi}(\hat{a}(\hat{P}(\psi)))$ for every
$\psi\in\Phi_{B}^{0}$ and for some discontinuous ring isomorphism $\tau_{\psi}$ of the complex field $C$ onto

itself.
Moreover, if $\rho$ is $\mathrm{S}\mathrm{u}_{\dot{\mathrm{Q}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}}$, then $\hat{p}$ is injective, and if $A$ satisfies the following

condition $(\#)$, then $\hat{p}(\Phi_{B}^{0})$ is a finite set:

$(\#)$ For any $\lambda_{n}\in C$ with $|\lambda_{n}|\leq 1/2^{n}(n=1,2, \ldots)$ and $\{\varphi_{1}, \varphi_{2}, \ldots\}\subseteq\Phi_{A}$ such that each

$\varphi_{n}$ is an isolated point in $\{\varphi_{1}, \varphi_{2}, \ldots\}$, there exists an element $a\in A$ such that
$\hat{a}(\varphi_{n})=\lambda_{n}(n=1,2, \ldots)$.

注意 : もし $A$ が条件 $(\#)$ を満たす正則環で、 $\rho$ が全射であれば、 $\Phi_{B}^{0}$ は有限集合

となり、 従って $\Phi_{B}^{1}$ 及び $\Phi_{B}^{2}$ は閉開集合となる。
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定理を証明するにはいくつかの補題が必要である。我々は Molnar の手法を–部
応用する。

Lemma 1. $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho)$ is a closed algebra ideal of $A$ .

証明。 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p)$ の閉包から任意に元 $a$ を選ぶと、
(1) $\rho(a)^{\mathrm{A}}(\psi)\rho(x)\mathrm{A}(\psi)\neq 1(\forall\psi\in\Phi_{B}, \forall X\in A)$

が成り立つ。 実際任意の $x\in A$ に対して、 $ax$ も $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho)$ の閉包に属するから、

$|ax-_{\mathcal{Y}}|<1$ なる $y\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p)$ を選び、 $z= \sum_{n\overline{-}1}^{\infty}(ax-y)^{n}$ とおくと、 $\mathrm{z}ax-z_{\mathcal{Y}}=_{Z}-(ax-y)$

が成り立つので、 $(\rho(\mathrm{z})+1)\rho(a)\rho(x)=\rho(Z)$ が従う。 それ故望む (1) 式が得られる。 そ
こでもし、 $p(a)\neq 0$ とすると、 $B$ の半単純性から、 $\rho(a)^{\mathrm{A}}(\psi 0)\neq 0$ なる $\psi_{\text{。}}\in\Phi B$ が存

在する。 しかし $(^{*})$ から $\rho(x_{0})^{\wedge}(\psi_{0})=\frac{1}{p(a)^{\wedge}(\psi_{0})}$ なる $x_{0}\in A$ を選ぶことができるので、

これは (1) 式に反する。 それ故 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho)$ の閉性が示された。
次に $X\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{f}(\rho),$ $\lambda\in C$ とする。 $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}+i\rho n=\lambda$ なる有理数の列

$\{\alpha_{1},\beta_{1}, \alpha_{2},\beta_{2}, \ldots\}$ を選ぶと、

$|\alpha_{n}x+i\beta’\kappa-\lambda_{C}|arrow 0(narrow\infty)$ かつ $\alpha_{n}x,$ $\beta_{n}X\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p)(n=1,2, \ldots)$

である。 しかし $\rho(i\beta nx)^{2}=-\rho(\rho_{\beta})=02$ であるから、 $B$ の半単純性より $\rho(i\beta_{n}x)=0$ を
得る。 それ故 $\alpha_{n}x+i\beta_{n}x\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p)(n=1,2, \ldots)$ となり、 このことと前半の事実から
$\lambda x\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p)$ が導かれるため、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P)$ が algebra ideal であることが示された。

証明終
Lemma 2. There exist a continuous map $\hat{\rho}$ of $\Phi_{B}$ into $\Phi_{A}$ such that

$p(a)^{\wedge}(\psi)=T_{\psi}(\hat{a}(\hat{p}(\psi)))(a\in A)$

for every $\psi\in\Phi_{B}$ and some ring isomorphism $\tau_{\psi}$ of $C$ onto itself.

証明。 $\psi\in\Phi_{B}$ を任意に固定する。 このとき、 $p_{\psi}(a)=\rho(a)\wedge(\psi)(a\in A)$ で定義され
る $\rho_{\psi}$ は $(^{*})$ から $A$ から $C$ の上への環準同型写像となる。 そこで、 Lemma 1で $B$

を $C,$ $p..\text{を}..p_{\psi}$

.
と思うと、 必然的に $(^{*})$ が満たされ、 従って $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p_{\psi})$ は $A$ の閉

algbera ideal であり、 $A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P_{\psi})$ と $C$ は環同型となる。 このようにして $A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{\psi})$

は単位的可換 Banach 環となり、 従って $A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P_{\psi})$ から $C$ の上への代数準同型写像
$\eta$ が存在する。 そこで、 $A$ から $A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{\psi})$ への標準写像と $\eta$ の合成を $\varphi$ とおくと、
$\varphi\in\Phi_{A}$ であり、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{\psi})\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi)$ となっている。 しかし $C$ は環としても単純である
から、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{\psi})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi)$ でなければならない。 勿論このような $\varphi\in\Phi_{A}$ は $\psi\in\Phi_{B}$ に

対して唯–つであり、 これを $\hat{\rho}(\psi)$ で表すことにする。 以上を図で示すと、

116



$C$ $\underline{\approx}A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\hat{\rho}(\psi))=A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho_{\psi})$
$\underline{\approx}$ $C$

$\hat{a}(\hat{p}(\psi))\epsilon’ a+\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\hat{p}(\psi))=a+\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p_{\psi})rightarrow p(a)^{\wedge}(\psi)$

$3\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ each $a\in A$ . ただし前者は代数同型、後者は環同型である。 従って上の対応を
$\tau_{\psi}$ と置けば欲しい結果を得る。証明終

Lemma 3. If $A$ is regular, then $\hat{\rho}$ is continuous on $\Phi_{B}$ .

証明。 $\psi\in\Phi_{B}$ を任意に固定し、 $\{\psi_{\lambda}\}$ を $\psi$ に収束する鳴のネット、 $U$ を $\hat{p}(\psi)$

の任意の開近傍とする。 従って $A$ の正則性より、 $\hat{a}(\hat{\rho}(\psi))=1,$ \^al $\Phi_{A}\backslash U=0$ を満た

す $a\in A$ を選ぶことができる。 それ故 Lemma 2から

$\lim_{\lambda}\tau_{\psi_{\lambda}}(\hat{a}(\hat{p}(\psi\lambda)))=\lim_{\lambda}p(a)^{\wedge}(\psi\lambda)=p(a)^{\mathrm{A}}(\psi)=T_{\psi}(\hat{a}(\hat{p}(\psi)))=T_{\psi}(1)=1$ .
従ってある $\lambda$

) が存在して、
$T_{\psi_{\lambda}}(\hat{a}(\hat{p}(\psi_{\lambda})))\neq 0,$

$i$ . $e.,\hat{a}(\hat{p}(\psi\lambda))\neq 0$ and so $\hat{\rho}(\psi_{\lambda})\in U(\forall\lambda\geq\lambda_{0})$

である。 このことは $\lim{}_{\lambda}\hat{P}(\psi_{\lambda}))=\hat{p}(\psi)$ を意味し、 $\hat{\rho}$ は鳴上で連続である。証明終

Lemma 4 If $\rho$ is surjective, then $\hat{\rho}$ is injective.

証明。 次の式を満たす $\psi_{1},$ $\psi 2\in\Phi_{B}$ が存在したとする :
$\psi_{1}\neq\psi_{2},\hat{\mathrm{p}}(\psi 1)=\hat{\mathrm{p}}(\psi 2)(\equiv\varphi\in\Phi A)$ .

このとき $\rho(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi))\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{1})\mathrm{n}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi 2)$ である。 実際、 $\varphi(a)=0$ とすると、 Lemma 2
から、

$p(a)^{\wedge}(\psi_{1})=\tau_{\psi_{1}}(\hat{a}(\hat{p}(\psi 1)))=\tau(\psi\iota\varphi(a))=\tau_{\psi_{1}}(0)=0$

が成り立つから、 $p\langle \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{f}(\varphi))\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{1})$ を得る。 同様に $p(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi))\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{2})$ も示され

る。 -方 $\psi_{1}\neq\psi_{2}$ であるから、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{1})\mathrm{n}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(u\prime 2)_{\wedge}\subset_{\mathrm{K}}(\mathrm{e}\mathrm{r}\eta\prime_{1})$, 従って上のことと併せ

て

(2) $\rho(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi))\neq\subset \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{1})$

である。 また

(3) $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\rho)\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{r}\rho)$

である。 実際、 $\rho(a)=0$ とすると、 Lemma 2から、
$\varphi(a)=\hat{a}(\hat{\rho}(\psi 1))=\tau(\overline{\mathrm{v}}^{1};_{1}\mathrm{P}(a)^{\mathrm{A}}(\psi_{1}))=\mathrm{T}^{-1}(\psi 10)=^{0}$

となるからである。 それ故、
$C\underline{\simeq}A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi)$ (algebra $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}.$ )

$\underline{\approx}(A/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p))/(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi)/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(p))$ (algebra $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}.$ ) (by (3))

$\underline{\simeq}B/p(\mathrm{K}\mathrm{e}\Gamma(\varphi))$ (algebra $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}.$ ) (since $\rho$ is surjective)

$\supset_{\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\psi_{1})}\neq/p(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\varphi))$

$\supset\neq\{0\}$ (by (2))
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となり、 これは $C$ が環としても単純であることに反する。 証明終

定理の証明。 次の 3個の集合を考えよう :
$\Phi_{B}=$ { $\psi\in\Phi_{B}$ : $\tau_{\psi}$ is discontinuous},
$\Phi_{B}^{1}=$ { $\psi\in\Phi_{B}$ : $\tau_{\psi}(\lambda)=\lambda$ for all $\lambda\in C$ },
$\Phi_{B}^{2}=$ { $\psi\in\Phi_{B}$ : $\tau_{\psi}(\lambda)=\overline{\lambda}$ for all $\lambda\in C$}.

このとき
$\Phi_{B}=\Phi_{B}^{0}\cup\Phi_{B}^{1}\cup\Phi_{B}^{2}$ (disjoint union)

であることをみることは易しい。また
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}$ each $a\in A,$ $\rho(a)^{\wedge}=\hat{a}\circ\hat{\rho}$ on $\Phi_{B}^{1},$ $\rho(a)^{\wedge}.=\hat{a^{-}}\circ\hat{p}$ on $\Phi_{B}^{2}$ and

$p(a)^{\wedge}(\psi)=T_{\psi}(\hat{a}(\hat{p}(\psi)))$

for every $\psi\in\Phi_{B}^{0}$ and for some discontinuous ring isomorphism $\tau_{\psi}$ of $C$ onto itselS
であることも、 3個の集合の定義と Lemma2から明らかである。
さて $A$ は正則と仮定しよう。従って $\hat{\rho}$ は Lemma 3より連続である。 いま $\Phi_{B}^{1}$ が

閉であることを示す。 $\Phi_{B}^{1}$ の中のネット $\{\psi_{\alpha}\}$ が、 ある $\psi\in\Phi_{B}$ に収束したとする。

従って

$\hat{a}(\hat{p}(\psi))=\lim_{a}\hat{a}(\hat{p}(\psi_{\alpha}))=\lim_{\alpha}p(a)^{\wedge}(\psi_{a})=p(a)^{\wedge}(\psi)(\forall a\in A)$

であるから、

$\tau_{\psi}(\rho(a)^{\wedge}(\psi))=T_{\psi}(\hat{a}(\hat{p}(\psi)))=\rho(a)^{\wedge}(\psi)(\forall a\in A)$

が成り立ち、 従って条件 $(^{*})$ から $\tau_{\psi}(\lambda)=\lambda(\forall\lambda\in C)$ となり、 $\psi\in\Phi_{B}^{1}$ である。 つま

り $\Phi_{B}^{1}$ が閉であることが分かる。 同様に $\Phi_{B}^{2}$ の閉性も示される。

最後に $A$ が条件 $(\#)$ を満たすしよう。 このとき $\hat{\rho}(\Phi_{B}^{0})$ が有限集合であることを示
す。 諭そうでなかったと仮定すると、 $\hat{p}(\Phi_{B}^{0})$ の中の無限列 $\{\varphi_{1},\varphi_{2}, \ldots\}$ を選んできて、

各 $\varphi_{n}$ が $\{\varphi_{1},\varphi_{2}, \ldots\}$ のなかで孤立点であるようにできる。 そこで
$\varphi_{n}=\hat{\rho}(\psi_{n})(n=1,2, \ldots)$

となるように $\psi_{n}\in\Phi_{B}^{0}(n=1,2, \ldots)$ を選んでおく。 このとき、 各 $\tau_{\psi_{n}}$ は $C$ 上の不連

続な自己同型写像であるから、 それは $C$ の中の任意の円板を $C$ の中のある非有
界な集合の上に移す (cf. [1, Theorem 2, $\mathrm{P}$ . 360])。それ故各自然数 $n$ に対して.

$| \lambda_{n}|\leq\frac{1}{2^{n}},$ $|\tau_{\psi_{n}}(\lambda_{n})|\geq n$

となるようにできる。 そこで条件 $(\#)$ から、 $\hat{a}(\varphi_{n})=\lambda_{n}(n=1,2, \ldots)$ となるように
$a\in A$ を選べるから、

$|p(a)^{\wedge}(\psi_{n})|=|\tau_{\psi_{n}}(\hat{a}(\hat{\rho}(\psi n)))|=|\tau_{\psi_{n}}(\hat{a}(\varphi_{n}))|=|\tau_{\psi_{n}}(\lambda_{n})|\geq n(n=1,2, \ldots)$

を得る。 -方
$|p(a)\wedge(\psi n)|\leq|p(a)|(n=1,2, \ldots)$

であるから、 これは矛盾する。 証明終
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問題。 条件 $(\#)$ はどこまで緩められるであろうか ?
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