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1. 概要

多重選択ナップザック問題は, 一般化された上限制約を持ったナ

ップザック問題として知られている. 最適値の上限を求めることは,

実行可能解が最適であることを検証するために必要である.厳密な

上限値を得るために, $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 緩和法によって問題を簡単な問題に置き

換えることで求められる上限値を, さらに厳密なものに改善してい

くことになる.

我々は, 1979年に Sinha-Zoltners によって提案された厳密な限

界値を求める方法を, さらに厳密な限界値を求める方法について報

告する. さらに, 同じ問題に対して, Sinha-Zoltners のアルゴリ

ズムによるコンピ $2_{-}-\ovalbox{\tt\small REJECT}$測定結果と比較し, 約 90%以上の問題に

おいて, より厳密な上限値を求めることができたので, ここで報告

する.

2. 多重選択ナップザック問題の $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 緩和問題
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この論文で扱う多重選択ナップザック問題は, 以下の通りである.

$|I|$個のクラス加番目のクラスに $|K_{i}|$個の選択すべき項目 (変

数) を持つ多重選択ナップザック問題を以下に示す。

[K]. : $\max$ $\sum_{i\in J}\sum_{k\in}\kappa,$ $cx_{ik}ik$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $\sum_{i\in I}\sum_{k\in Ki}a_{ik}X_{f}k\leq b$

$\sum_{k\in K},$ $x_{ik}=1(i\in I),$ $x_{ik}\geq 0\langle k\in K_{i},$ $i\in I)$

for $I=\{1,2,\cdots\}(i\in I),c_{ik}<c_{ik+1}$ and $a_{i,k}<a_{i,k+1}(k,k+1\in K_{i})$

問題 [Kl の $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 緩和問題を [Rl と定義する.

$\mathrm{L}\mathrm{P}$ 優越規準を用いて、問題 [K] に対する緩和としての縮小 LP

問題を以下のように表すことができる

[TLPI] : $\max$ $\sum_{i\in I}\sum_{k\in R}jcXikik$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\sum_{i\in I}\sum_{k\in}Rxj\mathit{0}_{ikik}\leq b$

$\sum_{k\in R_{i}}xik=1(i\in I)$ , $x_{ik}\geq 0(k\in l\xi, i\in I)$

for $R_{i}=\{r_{i}(1),r(2)i’\ldots\}\subseteq K_{i}(i\in I)$ ,

$r_{i}(l)<r_{i}(l+1)(l=1,2,\cdots,|R_{i}|-1, i\in I)$

$a\dot,<a_{is},$ $c_{iriS}<c(\gamma_{\wedge},\gamma\in R_{i}, \gamma<S)$

$(c_{is}-C_{ir})/(a_{is}-a_{ir})>(c_{i\iota}-c_{i})s/(a_{il^{-}}a_{i})s(r,s,t\in R_{i}, r<s<t)$

[TLP13に対して、 変数変換

$X_{i,(l)}’=y_{il}-y_{i,l+1}$ ,
$(\dot{l}<|R_{t}|)$ , $X_{i,r()}\iota=y_{il}$ ,

$(I=|R_{i}|)$

を行なうと、つぎの [TLP2]を得ることができる

[TLP2] : $\max\sum_{\dot{\mathrm{t}}\in I}\sum_{l1}^{1}- l\xi|=d_{i}y_{i}ll$
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$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\sum_{i\in J}\sum_{l=\iota^{e}}^{|R_{j}|}ily_{il}\leq b,$ $y_{i1}=1(i\in I)$ ,

$y_{i1}\geq y_{i2}\geq\cdots\geq y_{i|Ri|}\geq 0(i\in I)$

for $d_{il}=c_{i,’(l)},$ ’ $e_{if}=a_{i,r_{l}(l)}$ $(l=1)$

$cf_{ll}=c_{i,r(l}.)-c_{i}.r(\iota 1l-)$ ’ $e_{jl}=a_{i.rj(l\rangle}-a_{i,r},-1\rangle$$((l/\geq 2)$

$d_{if}/e_{il}\geq d_{i,l+1}/e_{i.l+1}$ $(l=2,3,\cdots,|R_{i}|-1, i\in I)$

問題 [TLP2]は, つぎの問題 [TLP3] と置き換えても最適解は変化

しない.

[TLP3] : $\max$ $\sum_{i\in I}\sum_{l=1}\mathrm{R}|d_{il}y_{il}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\sum_{i\in l}\sum_{l1}^{1}|R_{;}|=e$

il
$y_{il}\leq b$ . $y_{i1}^{J}=1(i\in l)$ ,

$0\leq y_{il}\leq 1(l=2,\cdots,|R_{i}|,i\in I)$

問題 [TLP31の $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 最適解は, 集合 $\{(i,l)|I\in\{2,3,\ldots,|R_{i}|^{\backslash }, ,i\in I\}$ を 3 $’\supset$

の集合 $M^{1},\{(i^{**},l)\},M^{0}$に次の条件を満たすように分割したとき,

$\min_{(\iota}i.l_{J\in}^{\iota},f^{1}\{d_{i}l/ei/\}\geq\{d_{i}*,l*+1/e_{i^{\mathrm{z}},l^{*\}\{}}+\iota>\max_{\mathrm{t}i},’)\in M^{0}d_{i}/ll\}e_{i}$

$0\leq b^{C}<e_{i^{*},l^{*}+1}$ for $b^{C}=b- \sum_{i\in I}e_{i1}-\sum_{\mathrm{t}}i.l$

)
$\in_{J}1f^{1}e\mathrm{i}l$

次式で与えられる.

$y_{il}^{\mathrm{L}\mathrm{P}}=1((i,l)\in M^{1})$ , $y_{il}^{\mathrm{L}\mathrm{P}}=b^{C}/e_{il}$

.
$((i,l)=(i^{*},l^{*}+\iota)$ ,

$y_{il}^{\mathrm{L}\mathrm{P}}=0((i,/)\in M^{0})$

対応する $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 値は、 $f^{LP}=f^{BASE}+b^{C}d_{i^{*}.\iota+1}*/e_{i^{*}.l+1}*$ で与えられる.

ここで、 $f^{BASE}= \sum_{()\in}i.l\Lambda\ell^{\iota}ild$ である.

3. 限界値の計算

問題 [TLP3]において実数値の解を含むクラス自こ対して, 次の 3
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っの集合を定義する.

$K^{C}=\{k\in K_{i}^{\mathrm{s}}|ri^{*(l}2)\leq k\leq\Gamma_{i}.(l+1)*\}$

$K^{L}=\{k\in K^{C}|a_{ik}.\leq b^{C}+\mathit{0}.\mathrm{c}i.r(l)\}$

$K^{U}=\{k\in K^{C}|a_{ik}.>b^{(^{\urcorner}}+a_{i^{*},r\mathrm{t}l)}.\}$

$i^{*}$以外のクラスに対して, 次式をおく.

$r^{PRl’}.= \min_{(i.l)\in M^{1}}.i\neq i’\{d_{il}/e_{il}\}$

$\gamma^{\mathrm{A}\alpha\tau_{=\min*}}\mathrm{t}i.l)\in\iota l^{0}.i\neq i\{d/ill\}e_{i}$

$\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{a}_{-}\mathrm{Z}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}[1979]$ の上限値計算式は,

$f^{LB1}= \max\{\Phi_{\iota}^{UB}1,\Phi_{2}c\gamma B1\}$

である. ここで,

$\Phi_{1}^{0^{f}B}1=fBAsF+r\max*k\in KL\{a_{ik}*-\mathit{0}‘.\}i\cdot\prime f)$

$+ \gamma^{N\Pi}(b^{C}-\max_{k}\in KL\{a_{i^{*}k}-a_{l\prime(l\rangle}..\})$

$\Phi_{2}^{\mathfrak{M}1}=f^{BAsE}+r^{*}\min_{k\kappa’}\in(|a_{i^{*}k}-a_{\gamma 1l)},..\}$

$+\gamma^{PRV}(b^{c}-\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}k\in K^{U}\{\mathit{0}.-ika_{f\prime(l}."\})$

である.

提案の上限値計算式は、

$f^{LB2}.= \max_{k\in K^{C}}\{\emptyset L^{r_{B}}2\}k$

である. ここで,

$\phi_{k}^{0^{r}B2}=f^{B.4SE}+C.-ikc_{i\gamma}’,\cdot+\gamma^{}((l)c_{-}\lambda\tau b\{a_{ik}.-a_{i\gamma}..(l.)\})$ $k\in K^{L}$

$\phi_{k}^{UB2}=f^{BA.\mathfrak{T}}+ci.k-c_{i^{\mathrm{r}}.r(l)}.+\gamma(PR\gamma bc_{-}\{a_{j^{2}k}-a_{i\gamma}*,\cdot\}\mathrm{t}l))$ $k\in K^{U}$

である.
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次の 2つの定理は, 提案した計算式が $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{a}- \mathrm{Z}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}[1979]$ の

計算式よりも厳密な上限値を生み出すことを示している.

[定理 1] $f^{LB2}$ は問題 [K]の上限値である.

(証明) 問題 [TLP2]は凸計画問題であるから,

$u[TLP2$ : $y_{i^{*}l}=1]\leq u[TLP2\mathrm{S}$ $y_{i^{*}l^{*}}=1],$ $(l<l^{*})$

$u[TLP2:y_{il^{*}+1}*=1]\geq \mathrm{t}J[TLP2:y_{i^{*}l^{*}}=1],$ $(l^{*}+]<l)$

となる. ここで, $u[P:\sim]$ は問題 [Plに条件 $\sim$を付加した問題

の最適値を示す. 問題四の最適値 $u[K]$ は

$u[K] \leq\max_{k\in K^{C}}\{u[K:x_{ik}.=1]\}$ である. (証明終わり)

[定理 2] 限界値 f12は限界値 $f^{LB1}$ より厳密である.

(証明) 問題 [TLP2]の凸性から

$\max\{\phi_{k}^{\iota B2}|b^{c_{-a}}*i\cdot k^{+a_{il}\geq}0,$ $k\in K^{C}\}\leq\emptyset_{1}\mathrm{t}_{\text{ノ}}B1$

$\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{t}\phi_{k}^{UB2}|bC-O_{ik}*+a_{i^{1}t}$ . $\geq 0,$ $k\in K^{C}\}\leq\phi_{2}^{\{fl?}1$

となる. したがって, 次式となる.

$f^{UB2}= \max_{k\in K}$。$\{\phi_{k^{-}}\mathit{0}B2\}\leq\max\{\phi^{\iota\prime}1’\phi_{2}\vee B1UB1\}=f^{UB1}$

(証明終わり)

4. 上限値の比較

さまざまな規模の問題に対して, 代替案の間の差が最大 32のケ

-スにおいて上限値を比較した. 提案の計算による解が $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 解より

も小さく, 同時に、 Sinha-ZOltners の解よりも大きくなった割合

を、 表 1に示す
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表 1 [ $\mathrm{L}\mathrm{P}$解] $>^{-}$-[本計算法の解]
$\text{、}$ かつ、

[本計算法の解] $>$ [ $\mathrm{S}\mathrm{i}$ nha-Zoltnersの解] の割合比較

各 $\mathit{5}_{\text{フ}^{}-}$スの代替案数
$\mapsto_{\mathrm{B}}\{\{^{\Re}P|<\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 5\infty_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{g}}\text{ロ}}0\circ\pm\wedge-\cdot.$.

$\langle|\mathrm{E}100708090\mapsto^{0\ominus}\mathrm{o}-\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{O}--\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{O}$

$\overline{\mathrm{t}\nu_{\Delta}.*^{4}\mathrm{V}"\Re 1\mathrm{Q}}$

$.4030200_{0}50100\infty$

$0$ 200 400 600 800 1000 1200
100 300 500 700 900 1100 1300

$p\overline{\text{フ}}$ ス $\nearrow$

$\overline{"\frac{\langle \mathrm{t}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT}^{arrow}\propto\ovalbox{\tt\small REJECT}’\backslash 010\emptyset\pm\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mathrm{B}\bigwedge_{\text{ロ}}\lfloor}{}}$

$\text{ク_{フ}^{}-}\text{ス}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$|_{\mathrm{n}\beta} \mathrm{f}\frac{\langle 0}{\mathrm{f}\mathrm{i}}\mathrm{u}^{\vee}40\mapsto^{- \mathrm{O}}\mathrm{b}\backslash 10_{0}^{0}1590670820301100000\mathrm{O}-_{\mathrm{O}}\ominus \mathrm{O}-\ominus \mathrm{O}\mathrm{o}- \mathrm{o}^{-}\mathrm{O}\mathrm{O}^{-0}$

$0$ 200 400 600 800 1000 1200
100 300 500 700 900 1100 1300

クラス-.

$\alpha\preceq_{1},\mathrm{I}\mathrm{i}\overline{\theta}\mathbb{G}\mathrm{e}^{\not\subset}\iota_{30}.4060709008020$

「$0_{0}1000\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{o}\mathrm{O}}\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{o}-\mathrm{O}\mathrm{o}$

$0$ 200 400 600 800 1000 1200
100 300 500 700 900 1100 1300

クフ-\acute -R$\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{クラス数}$
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