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1. はじめに

互いに競合する複数個の目的関数を, 与えられた制約式のもとで最大 (最小) 化
する問題は多目的最適化問題と呼ばれ, 実用上重要な問題の一つであり, 多くの分
野で定式化され応用されている $[1]\sim[3]$ . 一般に, 多目的最適化問題のすべての目
的関数を同時に最適化する解は存在しない. その代わりに, ある目的関数の値を改
善するためには, 少なくとも他の 1つの目的関数の値を改悪せざるを得ないような
解の概念としてパレート最適解が定義されている. パレート最適解は単–解ではな

く普通は無限個の点集合である. しかし, 実用上の問題では, 単–解または適当な
大きさの解集合を求めなければならない.
従来, 様々な多目的計画問題が定義され, その解法が提案されてきたが, そこで

取り扱われる変数はそのほとんどが連続値をとるものであった $[4]\sim[6]$ . これは離
散最適化問題が計算の複雑さの観点から $\mathrm{N}\mathrm{P}$ 完全であることから. 実用規模の離散

計画問題に対する有効な最適化手法の開発が難しいことに起因する.
著者らは. 文献 [7] で変数がすべて離散値をとる多目的最適化問題 (多目的離散最

適化問題) を実用的に取り扱うための問題の定式化とそれを解くためのアルゴリズ
ムを提案た. さらに, 例題により. 提案された多目的最適化アルゴリズムがパレー
ト最適解を与えることを示した. ここで定式化された問題は標的問題と名づけられ、
各目的 (標的) 関数の最適値に幅を持たせて, すべての標的関数がその範囲に入る
実行可能解を列挙する問題である. 標的問題を解くためのアルゴリズムは主にモジ
ュラアプローチ [8] の概念を利用して構築されている. モジュラアプローチは変数分
離可能な離散最適化問題を効率良く解くためのアルゴリズム設計法である.
本論文では, 計算実験によって多目的最適化アルゴリズムの評価を行い, 次の点
で本アルゴリズムの有効性を明らかにする.
(1)実用規模の多目的離散最適化問題を解く ことができる.
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(2)標的関数の標的値を調整することによって, 任意の大きさのパレート最適解集合

を得ることができる.

(3)本アルゴリズムを用いることによって. 比較的簡単に意思決定者の価値観に合う

解 (選好解) を得ることができる.

最後に, 選好解を求めるためのアルゴリズムの例を示す.

2. 多目的離散最適化問題

文献 [7] で定式化された多目的離散最適化問題は標的問題 (target problem: $\mathrm{T}\mathrm{P}$ )

と名づけられ, 次のように定式化される.

$(\mathrm{T}\mathrm{P})$ : target $\mathrm{f}(\mathrm{x})$ $\geqq$ $\mathrm{f}^{\mathrm{o}0\mathrm{t}}$ -
$\epsilon$

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{g}(\mathrm{x})=\mathrm{i}1\sum_{=}\mathrm{n}$
$\mathrm{g}_{\mathrm{i}}(\mathrm{x}_{\mathrm{i}})$ $\leqq$ $\mathrm{b}$

ここで, $\mathrm{x}=(\mathrm{x}_{1}\ldots., \mathrm{x}_{\mathrm{n}})^{\mathrm{T}}$ は n次元整数変数ベク トル, $\mathrm{f}(\mathrm{x})=(\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}), \ldots, \mathrm{f}_{\mathrm{k}}(\mathrm{x}))^{\mathrm{T}}$

は k次元ベク トル標的関数 (target function) , $\mathrm{f}^{00\{}=(\mathrm{f}_{t^{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}}}, \ldots, \mathrm{f}_{\mathrm{k}^{\mathrm{O}0\{}})^{\mathrm{T}}$ はそれ

ぞれの標的関数を単独で使用した単– 目的の問題の最適値ベク トル, $\epsilon=(\epsilon 1,$
$\ldots$ ,

$\epsilon \mathrm{k})^{\mathrm{T}}$ は標的定数ベクトル, $\mathrm{g}(\mathrm{x})$ は制約関数である. また, 関数はすべて非線形で

変数分離可能型とする. すなわち. 標的問題とは各標的関数の最適値に幅を持たせ

て, すべての標的関数がその範囲に入る実行可能解を列挙する問題である. 後述の

標的問題を解くためのアルゴリズムでは $\epsilon$ を調整することによって任意の大きさの

パレート最適解集合を求めることができる. 実用上の問題ではこれらパレート最適

解の中から意思決定者の価値観に最も合うような解 (選好解) を求める必要がある

なお, 計算実験においては, $\mathrm{f}^{\mathrm{o}\mathfrak{o}\mathrm{t}}$ $-$ $\epsilon$ を $\mathrm{f}^{\mathrm{t}\mathrm{a}\Gamma \mathrm{Q}}\mathrm{e}\mathrm{t}$ (標的値) として用いている.

3. 多目的離散最適化アルゴリズム

多目的離散最適化アルゴリズムはモジュラアプローチを中心として構築される.
モジュラアプローチは, 大規模な離散最適化問題を効率的に解くためのアルゴリズ

ム設計法であり, これを用いることによって実用規模の多目的離散最適化問題を解

くことが可能となる.
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3. 1 モジュラアプローチの概要
モジュラアプローチは, 単– 目的単–制約で分離可能な離散計画問題を効率よく

解く ことができ, 動的計画法 (dynami $\mathrm{c}$ programmi $\mathrm{n}\mathrm{g}$ ) と同様にボトムアップ的な手法

である. まず, 与えられた離散最適化問題に対して対応した最適化システムを考え、

次の (1) と (2) の操作を繰り返すことにより原問題を解く.

(1) システムに対して深測操作を適用し決定空間を縮小する.

(2) システム内の複数のモジュールを単–のモジュールに統合することによってモ

ジュール数を減らす.

上記の (1) の深測操作では, 分枝限定法と同様に. 優越テスト (dominance), 限

界値テス ト (bound $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ ). 実行可能性テスト (feasibility) の 3 テストを用いている.

但し. 問題が多目的の場合には優越テストは使用できない. (2) の二つのモジュー

ルを –つのモジュールに統合するとは, 二つの変数の解空間の直積を求め. その直

積空間と対応する解空間を持つ新しい変数 (モジュール) を導入し. もとの 2変数

を消去することである. 動的計画法におけるモジュールの統合順序は関数方程式に

よって固定されたものであるが, モジュラアプローチにおいては統合すべきモジュ
$-)\mathrm{s}$ の選定政策を柔軟に決定できる.

モジュラアプローチを非線形ナップザック問題に適用した論文 [9] の中で, 計算時

間と必要記憶容量は変数の統合政策に強く依存すること, そして変数の統合政策を

うまく選べば実際的な問題に対してモジュラアプロチが有効であることが示されて

いる, この結果を受けて, モジュラアプローチを非線形計画問題に適用した論文 [1

$0]$ . $[11]$ では, 非線形計画問題を離散最適化問題に変換した後. モジュラアプローチ

を適用することによって, 原問題を十分に解き得ることが報告されている.

3. 2 多目的離散最適化アルゴリズム
本アルゴリズムは, まず, 標的問題の 1番目の標的関数 $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x})$ のみを用いた単 –

目標の問題 $\mathrm{T}\mathrm{P}^{1}$ をモジュラアプローチによって解き, その解集合 $\mathrm{X}^{1}$ を得る, 次に

この解集合 $\mathrm{X}^{1}$ の中で $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x})$ 以外の標的関数 f2 (X) $\ldots.,$
$\mathrm{f}_{\mathrm{k}}(\mathrm{x})$ がすべてそれぞれ

の標的範囲に入る解を抽出し. その解集合 $\mathrm{X}^{\mathrm{s}\mathrm{o}}|$ を求める. さらに. 解集合 $\mathrm{X}^{\mathrm{s}\mathrm{o}\mathfrak{l}}$ に

対して標的関数間の優越操作を行い, 縮小された解集合 $\mathrm{X}^{0\mathrm{o}\mathrm{s}}$ を得る. $\mathrm{X}^{0\mathrm{o}\mathrm{s}}$ は TP

のパレート最適解である.

アルゴリズム

FUNCTION Main $()$

INPUT $\mathrm{T}\mathrm{P}$ , Fm, CIM

BEGIN
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$\mathrm{X}^{1}$
$\Leftarrow$ ModularApproach ( $\mathrm{T}\mathrm{P}^{1}$ , Fm, CIM) ;

$\mathrm{X}^{\mathrm{s}\mathrm{o}1}=(\mathrm{x}\in$ $\mathrm{X}^{1}$ : $\mathrm{f}_{\mathrm{j}}(\mathrm{x})\geqq \mathrm{f}_{\mathrm{j}}^{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}}$

$-$
$\epsilon_{\mathrm{j}}(\mathrm{i}=2, . \mathrm{c}\cdot, \mathrm{k})\}$ :

$\mathrm{X}^{0\mathrm{o}\mathrm{s}}\Leftarrow$ Dom inance $(\mathrm{X}^{\mathrm{s}\mathrm{o}}|)$ :
OUTPUT Pareto Opt imal $\mathrm{S}$ olutio $\mathrm{n}\mathrm{X}^{0\mathrm{o}\mathrm{s}}$

END

FUNCTION Modular Approach ( $\mathrm{P}^{(\emptyset)}$ Fm, $\mathrm{C}\mathrm{I}\mathrm{M}$ ) ;

BEGIN
$\mathrm{r}$

$arrow$ $0$ ;

WHILE $\mathrm{r}$
$\leqq$

$\mathrm{n}$ DO
$\mathrm{r}arrow$ $\mathrm{r}+$ $1$ ;

{AM $(_{\Gamma 1}-)$
} $\Leftarrow$ Fathom ( $\mathrm{r},$

$\mathrm{p}$ (r-1). Fm) ;

( $\mathrm{C}^{(\ulcorner)}\}$ $\Leftarrow$ Cho $\mathrm{i}$ ce $(\mathrm{M}^{(\mathrm{r}1}-)$ . A)
M $(_{\ulcorner}-1)$

, $\mathrm{C}\mathrm{I}\mathrm{M})$ ;

$\mathrm{t}^{\mathrm{p}^{(\ulcorner}})\}$ $\Leftarrow$ Integrate $(\mathrm{C}^{(\ulcorner})$ . $\mathrm{P}^{(_{\ulcorner-}\mathrm{t}}$ ). AM $(_{\ulcorner}- 1)$ :

ENDWHILE

RETURN Solut ion of $\mathrm{P}^{(\emptyset)}$

END

但し,

Fm 深測操作をどのモジュールに対して実施するかを決めるための政策
$\mathrm{C}$ IM 次に統合すべきモジュールを選定するための政策

$\mathrm{T}\mathrm{P}^{1}$ 標的問題 TP において標的関数が $\mathrm{f}_{1}$ $(\mathrm{x})$ のみの単– 目標である問題
$\mathrm{X}^{1}$ $\mathrm{T}\mathrm{P}^{1}$ の解集合

$\mathrm{r}$ 問題の更新レベル
$\mathrm{P}^{(\ulcorner)}$ レベル $\mathrm{r}$ の問題
$\mathrm{M}^{(_{\ulcorner-}\iota})$ レベル $(\mathrm{r}-1)$ のモジュールの番号集合
$\mathrm{C}^{(\ulcorner)}$ 統合政策 CIM によって, レベル $(\mathrm{r}-1)$ のモジュール番号集合から選定

されたモジュール番号部分集合

$\mathrm{A}_{\mathrm{n}(_{\Gamma^{-}\iota)}}^{(\ulcorner)}$

.

{Am : $\mathrm{m}$ $\in$ $\mathrm{M}^{(\ulcorner- 1})$ }

Am レベル $\mathrm{r}$ におけるモジュール $\mathrm{m}$ に対する代替案集合

Fathom 政策 Fm による浄財操作を行い, 関数のリターンとして縮小された決定

空間を戻す関数
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Cho $\mathrm{i}$ ce モジュール集合 $\mathrm{M}^{(_{\ulcorner-}1}$
) から統合政策 CIM を用いて次に統合すべきモジ

ュールを選定する関数

Integrate 選定されたモジュール集合 $\mathrm{C}^{\langle \mathrm{r})}$ を単–のモジュールに統合し, 次のレ

ベルの問題 $\mathrm{P}^{(\ulcorner}$
) をリターンとする関数

Dominance 優越操作を行い, 関数のリターンとして縮小された解集合を戻す関数

4. 計算実験

本アルゴリズムを用いて. 次に示す非線形ナップザック型の多目的離散最適化問
題を解いた.

多目的非線形ナップザック問題

terget $\mathrm{f}(\mathrm{x})$

$=\mathrm{i}\in\Sigma \mathrm{I}\mathrm{f}_{\mathrm{i},1}$

. $(\mathrm{x}_{\mathrm{i}})$
$\geqq$

$\mathrm{f}\mathrm{j}^{\mathrm{a}\Gamma \mathrm{Q}\mathrm{e}}\mathrm{t}\{$ , $\mathrm{j}=1,2,3,$
$\ldots,$

$\mathrm{k}$

s. t . $\mathrm{g}(\mathrm{x})$

$=\mathrm{i}\in\Sigma \mathrm{I}\mathrm{g}_{\mathrm{i}}(\mathrm{x}_{\mathrm{i}^{)}}$

$\leqq$ $\mathrm{b}$

$\mathrm{x}_{\mathrm{i}}\in$ a $\mathrm{i}^{(\mathrm{i}\in}\mathrm{I}$ ). I $=(1,2,$ $\ldots,$
$\mathrm{n}\}$

ただし, a は $\mathrm{i}$ 番目のモジュールの代替案集合である.1

問題のサイズは問題 1, 問題 2をそれぞれ $(\mathrm{k}=3, \mathrm{n}=100, \mathrm{n}\mathrm{a}=10)$ および $(\mathrm{k}=7$ .
$\mathrm{n}=30$ , $\mathrm{n}\mathrm{a}=10)$ とした. ここで, $\mathrm{k}$ は標的関数の個数, $\mathrm{n}$ は変数の個数, na は各変
数の持つ初期代替案の個数である. 各サイズの問題に本アルゴリズムを適用した結
果を表 1, 表 2に示す. 各問題に対して第 1番目の標的関数の標的値をパラメター
として. パレート最適解の個数. 計算時間, 最適化過程におけるモジュールの最大
代替乱数を求めた. こ-れらの結果より, 本アルゴリズムが実用規模の多目的最適化
問題に適用できることが分かった. また, 標的値を変化させることによって適当な
大きさのパレート最適解を得ることができた. 意思決定者は標的値を自分の選好構
造 (例えば標的関数の重要度) に基づいて調整することによって対話形式で選好最
適解を容易に求めることが可能である. これらの結果より. 本アルゴリズムを応用
することによって. 比較的簡単に実用的な対話型意思決定システムの構築が可能で
あると考えられる. なお, 計算実験にはワークステーション (CPU R4000) を用いた.
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表 1 問題 1 $(\mathrm{k}=3, \mathrm{n}=100. \mathrm{n}\mathrm{a}=10)$ の計算結果

表 2 問題 2 $(\mathrm{k}=7, \mathrm{n}=30, \mathrm{n}\mathrm{a}=10)$ の計算結果

5. 選好解を求めるアルゴリズム

パレート最適解は単–解ではなく普通は無限個の点集合である. 実用上の問題で

は, 意思決定者はこれらパレート最適解の中から選好解を求める必要がある $ 本章

では多目的離散計画問題の選好解を求めるアルゴリズムの例を示す. アルゴリズム

(1) は. 問題の各標的関数に対する意思決定者の価値基準によって標的値を定め, 多

目的離散最適化アルゴリズムを適用し, パレート最適解を求める. 意思決定者の満

足するパレート最適解が求まるまで, 対話形式で標的値の更新と多目的離散最適化

アルゴリズムの適用を繰り返す. アルゴリズム (2) は, 意思決定者が見て選好解を選

定可能な大きさのパレート最適解を求めるまでは各標的関数を対等に扱い. 標的値

の更新と多目的最適化アルゴリズムの適用を繰り返す. その後, 意思決定者は縮小

されたパレート最適解の中から自己の価値観に従って選好解を決定する. アルゴリ

ズム (1) は標的関数間に何らかの関係がある場合に, また, アルゴリズム (2) は各標
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的関数が対等である場合に有効であると考えられる.

選好解を求めるアルゴリズム (1)

(手順 1) 各標的関数を単–で使用したときの問題 (単–目標単–制約) をモジュ

ラアプローチで解き. $\mathrm{f}^{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}}$ を得る. 意思決定者は $\mathrm{f}^{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}}$ を参考にして, 各標的関

数に対する初期標的値を定める.

(手順 2) 標的問題を多目的離散アルゴリズムで解き, パレート最適解集合を求め

る.

(手順 3) 現在のパレート最適解集合の中で各標的 (目的) 関数の達成レベルに満

足する解があればこれを選好解として終了. さもなくば. 現在の標的関数の達成

レベルを考慮して, 標的値を更新して手順 2へ戻る.

選好解を求めるアルゴリズム (2)

(手順 1) 選好解を決定するためのパレート最適解集合の大きさ $\beta$ 及び標的値の分

割数 $\mathrm{T}$ を設定する. また, 繰り返し制御変数 $\mathrm{Q}=$ $1$ とする.

(手順 2) 各標的関数を単–で使用したときの問題 (単– 目標単–制約) をモジュ

ラアプローチで解き, $\mathrm{f}_{\iota}0\mathrm{o}\mathrm{t},$ $\ldots.\mathrm{f}_{\mathrm{k}^{\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{t}}}$ を得る、 各標的値の刻み幅 $\triangle \mathrm{t}_{1}=\mathrm{f}_{\iota^{\mathrm{o}0\mathrm{t}}}$

$/\mathrm{T}$ , . . . , $\triangle \mathrm{t}_{\mathrm{k}}=\mathrm{f}_{\mathrm{k}^{00\{}}/\mathrm{T}$ とする。

$(\text{手順}3)$ $\mathrm{f}_{\iota^{\mathrm{t}\mathrm{a}\ulcorner \mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{t}}}$ $=\mathrm{f}_{\mathrm{t}^{\mathrm{o}0\mathrm{t}}}$ – $0\cdot\triangle \mathrm{t}_{1}$

$\ldots.$ . $\mathrm{f}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}$ a $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{t}$

$=\mathrm{f}_{\mathrm{k}^{\mathrm{O}0\mathrm{t}}}$ – $0\cdot\triangle \mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ $\not\geq:\text{し}$

た標的問題を多目的離散最適化アルゴリズムで解き. パレート最適解集合を求め

る。

(手順 4) 手順 3で求められたパレート最適解集合の大きさが $\beta$ 以内ならば, 手順

5へ行く. さもなくば、 $0=\mathrm{Q}+1$ として手順 3へ戻る.

(手順 5) 意思決定者は, 縮小されたパレート最適解集合の中から自己の価値観に

合った解を選択し. 終了する.

6. あとがき

本論文では, 計算実験によって多目的離散最適化アルゴリズムが実用規模の問題

に適用できることを明らかにした. また,. 本アルゴリズムを用いて意思決定者は標

的値を自分の選好構造に基づいて調整することによって対話形式で選好解を容易に

求めることが可能であることも示した. 今後は, 本アルゴリズムを応用して多目的

離散計画問題に対する実用的な対話型意思決定システムの実現に向けて研究を進め

る予定である.
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