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1 準周期関数

関数 $f(t)\in c(R;R^{d})$ が周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$で準周期であるとは,

$f(t)=f\mathrm{o}(t, \ldots t))$ , $(t\in R)$

を満たす $f_{0}(u_{1,\ldots,m}u)\in C(R^{m};R^{d})$ が存在し, $f_{0}(u_{1}, \ldots, u_{m})$ がそれぞれの変数 $u_{i}(i=$

$1,$
$\ldots,$

$m)$ に対して, 周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$の周期的であるときである. ただし, $C(R^{m} ; R^{d})$ は定義
域を $R^{m}$ , 値域を $R^{d}$ とする連続関数の集合とする. ここで, 関数 $f(t)$ が周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, 。. . , \mbox{\boldmath $\omega$}。を持
つ準周期であるなら, $f(t)$ は概周期である.

2 exponential dicllotomy
次の微分作用素 $L$ を定義する.

$Lz= \frac{dz}{dt}-A(t)z$ (2.1)

$Lz=0$ (2.2)

ここで, $z$ は $R$ 上で連続微分可能な $d$ 次元ベクトル値関数で, $A(t)$ は連続な $d\cross d$ の正方行
列値関数とする.
線形微分作用素 (2.1) (は, $A(t)$ が準周期行列のとき準周期作用素と呼ばれる. また, 同様に

$A(t)$ が概周期行列のとき概周期作用素と呼ばれる.
微分作用素 $L$ が概周期作用素であるとき, 任意の概周期関数 $f(t)$ に対して,

$Lz=f(t)$ (2.3)

が, 少なくとも –つの有界な解を持つとき, 正則であると呼ぶ. また, 準周期は概周期である
から, 準周期作用素は, 概周期作用素として正則であるとき, 正則である.

定義 1.
(2.4) と (2.5) を満たす射影行列 $P$ と正の定数 $C_{1},$ $C_{2}$ と \mbox{\boldmath $\sigma$}が存在するとき, (2.2) は exponential
dichotomy を満たすという.

$|\Phi(t)P\Phi-1(_{S})|\leq c1e^{-\sigma_{1}}(t^{-}s)$ $(s\leq t)$ (2.4)

$|\Phi(t)(E-P)\Phi-1(s)|\leq C_{2}e^{-\sigma_{2}(i)}s-$ $(t\leq s)$ (2.5)

ここで, $\Phi(t)$ はは, $\Phi(0)=E$ を持つ線形同次方程式 (2.2) の基本行列である.
この古典的定義を拡張して, 次の-般化された exponential $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\circ \mathrm{t}\circ \mathrm{m}\mathrm{y}$ の概念を導入する.

定義 2.
線形同次方程式 $Lz=0$ が, 次の条件 1,2,3を満たす射影行列 $P$ , 正の定数\mbox{\boldmath $\sigma$}1 $\sigma_{2}$非負の関数
$c_{1}(t, S),$ $c_{2}(t, S)$ , 非負の定数 $M$ が存在するとき, $L$ は-般化された exponential $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\circ \mathrm{t}\circ \mathrm{m}\mathrm{y}$

を満たすという.
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1. $|\Phi(t)P\Phi^{-}1(S)|\leq C_{1}(t, s)e-\sigma_{1(t-}s)$ $(t\geq s)$

2. $|\Phi(t)(E-P)\Phi^{-}1(S)|\leq c_{2}(t, s)e^{-}-)\sigma_{2}(ts$ $(t<s)$

3. $\int_{-\infty}^{t}c_{1}(t, s)e^{-\sigma_{1}(t}-s)dS+\int_{t}^{\infty}C_{2}(t, S)e-\sigma 2(s-t)d_{S}\leq M$ $(t\in R)$

定理 1.
もし, (2.1) によって定義された周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$ を持 c準周期作用素 $L$ が–般化された expo-
nential dichotomy を満たすならば, 周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$ を持つ準周期関数 $f(t)$ に対して, 微分方
程式 (2.3) は同じ周期を持つ準周期解 $z=z(t)$ を–意的に持つ. また, それは次式によって与
えられる :

期 $= \int_{-\infty}^{\infty}$ G(オ, $s$ ) $f(S)d_{S}$ ,

$\llcorner \mathrm{B}\text{し}$ ,

$G(t, S)=\{$
$\Phi(t)P\Phi^{-1}(S)$ $(t\geq s)$

$-\Phi(t)(E-P)\Phi^{-1}(s)$ $(t<s)$

ここで, $G(t, s)$ は, 五に対してグリーン関数と呼ばれる. また, 解 z(のは, 次の関係を満たす.

$||z||\leq M||f||$

ただし, $-\Pi\geq \text{義}2$ における条件 3の $M$ を用いる. また, $||f||= \max_{t\in R}|f(t)|$ とする.

3 差分微分方程式

定理 2.
差分微分方程式

$\frac{dz(t)}{dt}=X(t, z(t),$ $z(t+\tau))$ (3.6)

を考える. ここで与えられた関数 $X(t, Z, w)$ は領域 $R\cross D\mathrm{x}D$ で定義され, $t$ について周
期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$ を持つ準周期であり, $(z, w)$ について連続微分可能であると仮定する. ただし,
$D\subset R^{d}$は有界領域とする. また, 差分微分方程式系 (3.6) は, 任意の $t$ に対して $D$ 内に位置
し同じ周期を持つ準周期関数である近似解 $z=\overline{z}(t)$ を持ち, 全ての $t\in R$ に対して,

$| \frac{d\overline{z}(t)}{dt}-X(t,\overline{Z}(t),\overline{Z}(t+\tau))|\leq r$

を満たすと仮定する. 更に, 次の条件を満たす正定数\mbox{\boldmath $\delta$}, 非負の定数\mbox{\boldmath $\kappa$} と $\lambda$ , 同じ周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$

を持つ準周期的な正方行列 A(のが存在すると仮定する.
1. $\text{線形系}\frac{dz}{dt}$ $=A(t)x$ は, 一般化された exponential dichotomy を満たす.

2. $D_{\delta}=\{z : |z-\sim’-(t)|\leq\delta, \forall t\in R\}\subset D$ .
3. $|\Phi(t, z(t),$ $z(t+\tau))-A(t)|\leq$ 活, $|\Psi(t, z(t)$ , $z(\text{オ}+\tau))|\leq\lambda$が, 任意の (ち $x,$ $y$ ) $\in R\cross$

$D_{\delta}\mathrm{x}$ D\’oに対して成立する.

4. 不等式\mbox{\boldmath $\kappa$}+M\mbox{\boldmath $\lambda$} $<1$ と $\frac{Mr}{1-\kappa-M\lambda}$ \leq \mbox{\boldmath $\delta$}が成り立つ.

ここで, \Phi (ち $z,$ $w$ ) と $\Psi(t, z, w)$ のは, それぞれ $z,$ $w$ に関する関数 $X(t, Z, w)$ のヤコビァン行
列で, $M$ は定義 2の条件 3に現われる定数である. そのとき与えられた系 (3.6) は, 任意の
オ $\in R$ に対して $D_{\delta}$ 内に位置する同じ周期\mbox{\boldmath $\omega$}1, . . . , $\omega_{m}$ を持つ–意的な準周期解を持つ. さらに,
全ての $t\in R$ に対して, 次の関係を満たす:

$|z(t)- \overline{Z}(t)|\leq\frac{Mr}{/\tau \mathrm{n}r\backslash \backslash }$ .
$(1-\kappa-M\lambda)$

.
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4 数値解法

次の Duffing 型非線形差分微分方程式を考える.

$\frac{d^{2}x(t)}{dt^{2}}+2\mu\frac{dx(t)}{dt}+\iota \text{ノ_{}0}x(2\text{オ})=\epsilon x^{\mathrm{s}_{+}}\sigma x(t+\mathcal{T})+\mathit{0}\cos \mathcal{U}_{1}t+b\cos\nu_{2}t$ (4.7)

(4.7) に対する, Galerkin 近似解として,

$x=x_{m}(t)$

$=\alpha$oo $+ \sum m$

$r=1| \mathrm{p}|=r(\sum_{p1\nu)>0},(\alpha_{p}\cos(p, \mathcal{U})t+\beta_{p}\sin(p))\nu t)$

(4.8)

とおく. ここで, $p=(P1,P2),$ $\mathcal{U}=(\nu_{1}, \nu_{2}),p_{1,p_{2}}\in Z,$ $(p, \nu)=p_{1}\nu_{1}+p_{2}\nu_{2},$ $|p|=|p_{1}|+|p_{2}|$ と

する. また, $\sum$ は, 条件 $|p|=r$ かつ $(p, \nu)>0$ を満たす整数の組 $p=(p_{1},p_{2})$ の全

$|p|=7^{\cdot},(p,\nu)>0arrow$

てについて, 和をとることを表す.
このとき, 未定係数 $\{\alpha 00, \alpha_{p}, \beta_{p} : 1 \leq|p|\leq n\mathrm{z}, (p, \nu)>0\}$ を次の手順で定める.

1. (4.8) を (4.7) に代入する.

2. ’代入した両辺を, $\{1, \cos(p)\nu)t, \sin(p, \nu)t. 1\leq|p|\leq m, (p, \nu)>0\}$ の項に整理し, その

係数を取り出す.

3. 未定係数 $\{\alpha_{00}, \alpha_{p’ p}\beta : 1 \leq|p|\leq m, (p, \nu)>0\}$ に関する非線形連立方程式を得る.

4. 得られた非線形連立方程式に対し, Newton-Raphson 法で未定係数の値を定める.

5 数値実験例

定数項を, $\mu=1/8,$ $\nu=\sqrt{2},$ $\epsilon=1/64,$ $a=1/8,$ $b=1/2,$ $\nu_{1}=1,$ $\nu_{-}’=\sqrt{5},$ $\sigma=1/64,$ $\tau=1/2$

として数値実験を行った. このとき, 粗い手計算によって得られる近似解

$x_{1}(t)$ $=$ 0.000260713459+0.1177606996 $\cos\nu_{1}t+0.02945137459\sin\nu 1(t)$

-0.1616632261 $\cos\nu_{2}t+0.02985984173\sin\nu_{2}t$

を Newton-Raphson 法の初期値として用いる. 最終的に, 近似解 $x_{4}(t)$ を次のように得る:

$x_{4}(t)$ $=$ -0.0000933+0.11741931 $\cos t$

-0.0000532 $\cos 2t-0.1607751\cos\sqrt{5}t$

-0.0000105 $\cos 2^{\sqrt{5}}t+0.0000202\cos(-2+\sqrt{5})t$

+0.00514645 $\cos(-1+\sqrt{5})t+0.00\mathrm{o}\mathrm{o}363\cos(1+\sqrt{5})t$

+0.0000382 $\cos(-2+2\sqrt{5})t+0.0294152\sin t$

-0.0000129 $\sin 2t+0.0306886\sin^{\sqrt{5}}t$

-0.0001386 $\sin(-2+\sqrt{5})t-\mathrm{o}.\mathrm{o}\mathrm{o}12598\sin(-1+\sqrt{5})t$

$+0.00\mathrm{o}\mathrm{o}191\sin(-2+2\sqrt{5})t-\mathrm{o}.\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}03\sin(-1+2\sqrt{5})t$.

ここで, 定理 2を用いて, 誤差評価を与える. (4.7) を, $z=$ に関する連立方程式

$\{\frac{dx}{\frac{}{d}j_{\mathrm{A}t}^{t}}=-\nu^{2_{X}}=y(t)-2\mu y(t)+\epsilon X3(t)+\delta x(t+\mathcal{T})+a\cos\nu_{12}t+b\cos\nu t$
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に書き換えると, 右辺のヤコビァン行列 $\Phi(t, z, w)$ と $\Psi(t, z, w)$ は,

$\Phi(t, z, w)=)$ $\Psi(t, z, w)=$

となるので, 定理 2の仮定で選択する行列を $A(\text{オ})=$ とする. このとき, 全

ての $(t, z, w)\in R\cross D_{\delta}\cross D_{\delta}$ に対して,

$|\Phi(t, z, w)-A(t)|=3|\epsilon||X|2\leq 3|\epsilon|(\Omega+\delta)^{2}$

かつ, $|\Psi(t, z, w)|=|\sigma|$ が成立する. ただし, $\Omega=\max\{|x_{4}(t)| : t\in R\}$ とする. ここで,
$r=2.07582$ $\mathrm{X}10^{-6},$ $\Omega=0.146928$ となり, $M= \frac{\nu+1}{\mu\sqrt{\nu^{2}-\mu^{2}}}\max\{1, \nu\}=$ 19.974を得る. 定理

2を用いて, 以上より, 2つの不等式

$3| \epsilon|(\Omega+\delta)^{2}\leq\frac{\kappa}{M}$

$Mr<(1-\kappa-M\lambda)\delta$

を満たすように, $\kappa=0.38,$ $\lambda=|\sigma|=1/64=0.015625$ , $\delta=$を選択すると, 定理 2の仮定が全
て満たされる. このとき,

$Mr$. $19.974112\cross 2.07582\cross 10^{-6}$

$1-\kappa-M\lambda$ $1-0.38-19.947112\cross 0.015625$

$<$ $0.000134295<0.14\cross 10^{-3}$

を得る. その結果, 正確な準周期解 $x(t)$ と記 4(t) の誤差評価を得る.

$|x(\text{オ})-\overline{X}_{4}(t)|<0.14\mathrm{x}10^{-3}$ . $(t\in R)$
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