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1. INTRODUCTION

The filst nonlinear ergodic theorem $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ nonexpallsive nlappings in a Hilbert space was
$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l})\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{d}$ by Baillon [2]: Let $C1$) $\mathrm{e}$ a nonelllpty closed convex subset of a Hilbelt space
and let $T$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{X}1^{)\mathrm{a}}$nsive nlapl)ing of $C$ into itself. If the set $F(T)$ of fixed points

of $T$ is $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}1^{)}\mathrm{t}_{3}r$, then for each $x\in C$ , the Ces\‘aro means $S,,(x)= \frac{1}{?l}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}x$ converge

wealily to sonle $y\in F(T)$ . Ill Baillon’s $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}$, putting $y=P.’\epsilon$ for each $x\in C,$ $P$ is
a $11\mathrm{O}\mathfrak{U}\mathrm{e}\mathrm{X}1^{)\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}}\mathrm{i}\backslash ^{\vee}\mathit{1}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $C$ onto $F(T)$ such that $PT^{t1}=T^{1?}P=P\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\backslash }$ all $1^{)\mathrm{O}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{t}}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$

$\mathrm{i}_{\mathfrak{U}\mathrm{f}\mathrm{e}}\mathrm{g}\mathrm{e}1,\mathrm{S}’$? and $Px\in\overline{co}\{T\}\ddagger_{t}\mathrm{c}$ : $n=1,2,$ $\ldots$ } for $\mathrm{e}_{\dot{\mathfrak{c}}}\kappa \mathrm{h}\mathrm{t}x\in C,$ $\backslash \backslash ’\cdot \mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\overline{Co}$ $A$ is the $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{U}\mathrm{l}\backslash \mathrm{e}$

of the convex hull $\mathrm{o}\mathrm{f}\backslash$

’

A. Takahashi $[30, 31]$ $1)1^{\cdot}\mathrm{O}\backslash ’\cdot \mathrm{e}\mathrm{d}$ the existence of such retractions,
$\mathrm{t}‘ \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}1^{\cdot}\dot{\mathfrak{c}}\kappa \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\backslash }\mathrm{q}$ , $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ nonconlnllltative senligroups of llollexpansive $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}1^{\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{g}\mathrm{S}$ in a
Hilbert space. Rod\’e [27] found a sequence of nleans on the senligroups, generalizing the
$\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{s}\grave{\mathrm{a}}\mathfrak{l}1^{\cdot}\mathrm{O}$ lllealls on the $1^{)\mathrm{O}\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{1}f\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t},\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{s}$, sllch that the $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{l}$) $0\mathfrak{U}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ seqllence of mappings

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash \cdot \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}$ to an ergodic $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathcal{L}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ onto the set of conlnlon fixed $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}\mathfrak{U}\mathrm{t}\mathrm{s}$ . On the other hand,
$\beta_{\backslash }\mathrm{I}\mathrm{i}.\backslash \cdot \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}$ and $\mathrm{I}\overline{\backslash }0\uparrow_{)\mathrm{a}\backslash }..\cdot \mathrm{a}.\mathrm{s}\mathrm{i}[22]1)1^{\cdot}0\backslash \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{l}$ nolllilleal$\cdot$

$\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}-01^{\cdot}1$) $\mathrm{i}\mathrm{t},\mathrm{s}$ in the
case when $S=\{t : 0\leq t<\infty\}$ allcl a Banacll $\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{a}}}\mathrm{C}\mathrm{e}E$ satisfies $\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1’ \mathrm{s}$ condition [24] $01^{\cdot}$

has a Fr\’echet $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{C}11\mathrm{t}_{}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}$ . $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o},$
$\mathrm{I}\backslash \mathrm{i}- \mathrm{d}\mathrm{o}$ and $\mathrm{T}_{\dot{C}\iota}\mathrm{k}\dot{c}\iota \mathrm{h}_{\mathrm{d}}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[14,15]1^{)101’ \mathrm{e}}\prime \mathrm{C}1_{\mathfrak{U}}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}1^{\backslash }$

ergodic $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ conllnutative $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}0\iota_{1^{)}}\mathrm{s}$ of $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{x}_{1^{)\mathrm{a}}}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}1^{\prime\cdot \mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{p}1$) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g},(|_{)}$
’ in a $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{l}\backslash .\cdot$

convex Banach $\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{a}}}\mathcal{L}\mathrm{e}$ with a $\mathrm{F}\mathrm{l}\cdot\acute{\mathrm{e}}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\dot{\mathfrak{c}}\iota\dagger$) $\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}$ .
Recently, in a $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\supset \mathrm{c}- 1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{s}_{1}$ ) $\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}H,$ $\backslash 1^{\mathfrak{l}}- \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{n}1\dot{\mathrm{c}}\iota \mathrm{n}11[.35]$ studied the followillg $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ scheme,

$\mathrm{f}\mathrm{i}1^{\cdot}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{l}$ by $\mathrm{H}_{\dot{\mathrm{C}}\iota}1_{\mathrm{D}^{\mathrm{e}\mathrm{r}}}11[12]$:

$.\tau_{0}=.\mathrm{t}^{\backslash }\in H$ alld $.\mathrm{t}_{\iota+1},=a_{11+1}\backslash \mathit{1}^{\cdot}+(1-\alpha_{1+1},)T\mathrm{t}\mathrm{t},\mathrm{t}$ (1)

$\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ every $\uparrow 1\geq 0$ . $\mathrm{t}1^{r}\mathrm{h}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{e}$ a sequence $\{a,, \}$ in $[0,1]\mathrm{i}\mathrm{S}$ chosen so that , $\iota\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{u}a$

}
$1=0, \sum_{1||=}^{\infty}0\prime n=\infty$

and $\sum_{\prime l=1}|\infty 0_{\mathrm{t}+1},-c\iota_{\iota},|<\infty$ (see also [25]). Wittnlann $1$) $\mathrm{r}\mathrm{o}\backslash r\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\dot{c}}\iota \mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ any $\mathrm{t}1^{\cdot}\in H$ , the

sequence $\{.\iota\cdot,,\}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash \cdot \mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{g}(^{\backslash }-,\mathrm{C})’ \mathrm{s}\mathrm{c}_{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{g}1\backslash \backslash \cdot$ t,o tlle unique elenlent $P_{\backslash }\iota\in F(T)$ , where $P$ is the
$111\mathrm{e}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}1^{)1}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $H$ onto $F(T)$ . Shimizu and Takahashi [29] $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{l}\cdot \mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{l}$ a $\mathrm{n}\mathrm{e}\backslash \backslash ’$

. iteratioll
schcme $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ a finite colllnllltative falnily $\{T_{i} : i=1,2, , . .\uparrow?\}$ of $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{)\mathrm{a}\mathrm{n}}}\mathrm{s}\mathrm{i}\backslash ’\cdot \mathrm{e}$ nlappings in
a $\mathrm{H}\mathrm{i}1\mathfrak{s}_{)}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{d}$ce and $1$) $1^{\cdot}01- \mathrm{c}\mathrm{d}\mathrm{t},\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}$ tlle $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot\dot{\subset}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}r\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{e}$ strongly to a conlmon fixed point
of the nlappillgs $T_{i}$ . $/=1,2,$ $\cdots$ . $’$ . $\mathrm{F}\iota 1^{\cdot}\mathrm{f}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}$

. they $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{l}$ all itelation schenle $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\backslash }$

a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{X}1^{)}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}$) $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}\zeta$ ) $\iota 1^{)}\{S(f):\dagger\geq()\}$ in a $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}1$ ) $\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{t}_{1}.\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ ancl they proved that the
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iterates converge strongly to a conlnlon fixed $1^{\mathrm{J}\mathrm{o}\mathrm{i}_{1}1}\mathrm{t}$ of the $\mathrm{n}1\mathrm{a}_{\mathrm{P}1^{\mathrm{J}}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{s}S(t),$ $t\geq 0$ . Let $C$

be a nollempty closed convex subset of a Ballach $\mathrm{s}_{1}\supset \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}E$ alid let $T$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}_{1}$) $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\backslash \cdot \mathrm{C}$

mappillg of $C$ into itself. Then, $\mathrm{T}\mathrm{d}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a},\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}$ and $\mathrm{I}\backslash ^{r}\mathrm{i}\mathrm{n}1[32]$ st,uclied the following $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$

schcnle defilled by a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{Q}\mathrm{X}1^{)}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\mathrm{C}111\mathrm{a}\mathrm{p}1$) $\mathrm{i}_{1}\tau$ a Baliacll $\mathrm{s}_{1}\supset \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ :

$.\tau_{1}\in C$ and $\backslash ’\iota\cdot,,+1=C\downarrow_{\}1}T[\beta 7\}T.\eta_{)}\}+(1-/\mathit{3}_{1},)\iota_{1},]+(1-c1,1)_{\backslash }?.,l$ (2)
$\mathrm{f}_{01}\cdot \mathrm{C}1^{\gamma}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{y}?l\geq 1,$ $\backslash \mathrm{V}\mathrm{h}\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{e}\{0_{??}\}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathfrak{c}1\{/f_{?},\}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}$sequcnces in $[(), 1]$ . Such ali $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{D}$

schcnic was int, $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{l}$ by Ishikawa [16] (see also $\mathrm{h}/\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{l}\ln[21]$ allcl $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}(.1_{1}[26])$ . They $1$) $1^{\cdot}\mathrm{O})^{\gamma}\mathrm{e}\mathrm{C}1$

that $\mathrm{w}\mathrm{c}A$ ancl $\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{O}}1\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}1^{\prime\cdot \mathrm{c}1}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{c}$ tllcol$\cdot$ cUls for tllc $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{C}^{\mathrm{c}})},\{\iota\cdot,)\}$ clefined $1\supset \mathrm{y}(2)$ .
Let $S$ be a $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot \mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{l}$ ) witll iclclltity alld $\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{t},$ $T$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}11\mathrm{c}\mathrm{x}_{1}\mathrm{J}\mathrm{a}11^{\mathrm{c}},$ )’ $\mathrm{i}_{\mathrm{t}’}\mathrm{e}\mathrm{n}1C\backslash _{11}$) ) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ of $C$ into

itself. Then $S=\{T(s) : s\in S\}])\mathrm{c}$ a falllily of $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{x}1^{)}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}_{1^{\gamma}\mathrm{e}}$ lnal)lJings of $C’$ a $11\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}1^{)\{}\mathrm{J}’$

closcd ( $\mathrm{o}\mathrm{n}1’\mathrm{c}\mathrm{x}\mathrm{s}\iota 11\supset \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{t}$ of a Ballacll $\mathrm{S}\mathrm{l}$) $\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{G}$ into it,self satisfying $T(s\dagger)=T(s)\tau(\dagger)$ for $\mathrm{a}\mathrm{J}1$

$s,$ $t\in S$ allcl $T(t).\iota$ . is continuous ill $t\in S$ for $\mathrm{C}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot.$) $.\prime \mathrm{t}\cdot\in C,$ $\backslash \backslash ^{\mathrm{v}}1_{1}\mathrm{i}$ ($.11$ is called a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{x}_{1}$) $\mathrm{a}11\mathrm{S}\mathrm{i}\backslash \mathrm{I}^{\cdot}\mathrm{c}$.

SCllligl$\cdot$

o\iota tl on $C$ .
Ill tllis $\mathrm{p}_{C}\backslash \mathrm{p}\mathrm{c}1^{\cdot}$ , we first $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{t}$ a nonlincal$\cdot$

$\mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{o}(\mathrm{l}\mathrm{i}$ (. theorcni for $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\Pi \mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}- 01^{\cdot}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{S}$of comniutativc
SCnligl\otll)s of $\mathrm{U}\mathrm{O}11\mathrm{e}\mathrm{x}1^{)}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}1\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{s}$ in a $\mathrm{u}11\mathrm{i}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ collvex $\mathrm{B}_{\dot{C}\backslash }\coprod \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ which satisfies
$\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}$

’ conclition. 1Ve also consicler thc following $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{O}$ scllcme:
$\backslash ’\tau_{1}=\iota\cdot\in C_{\text{ノ}}$ ancl $x_{?+1},=0_{\mathrm{t}}’,?_{\iota}^{\backslash },+(1-c|\prime\prime)T,\prime 1/\downarrow_{l^{\backslash }}$

”
$1$ for every $?l\geq 1$ , (3)

$11^{r\mathrm{h}\mathrm{e}}1^{\cdot}\mathrm{c}\{\mathfrak{a}_{?1}\}_{||=}^{\infty}\mathrm{l}$ is a sequence in $[0,1]$ and $\{l^{l_{\tau}},\}$ is a sequence of nleans defined on S. $\backslash \lambda/-\mathrm{e}$

$1^{)1\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{i}}(1\mathrm{e}11^{\gamma}\mathrm{e}\mathrm{a}1\overline{1}$ and $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot 01\iota \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}1^{r}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{c}11\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{S}$ for the $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\{_{}\mathrm{c}\mathrm{s}\{_{\backslash }\tau_{?}.,\}$ for $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}_{1)}\mathrm{a}11\mathrm{S}\mathrm{i}_{1’}\mathrm{c}$

scnligl$\cdot$

otl on $C$ clefinecl by (3), using icleas in the llonlinear $\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}$ tlleory (for instance,
sce [13, 15, 17, 29, 32, 35] $)$ .

2. PRELIMINARIES
$\mathrm{T}1_{11o\mathrm{t}}\mathrm{g}1_{1\mathrm{o}\mathrm{t}}\iota \mathrm{t}_{[]}$ t,llis $1^{)\mathrm{a}}1$) $\mathrm{C}1^{\cdot}$ , wc assunle that, $E$ is a $1^{\cdot}\mathrm{c}_{C}\eta 1$ Ballac.h $\mathrm{s}_{1^{)i\mathrm{t}\mathcal{L}}}\cdot \mathrm{c}$ alld $C\mathrm{i}|\mathrm{c}$)’ a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{P}^{\mathrm{t}_{\}^{\Gamma}}}$

$\mathrm{s}\iota 1)\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{t}$, of $E$ ulllcss othcr $\mathrm{s}_{1}\supset \mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{c}1$ . XN$r_{\mathrm{C}}$ clcnot,c by $E^{*}$ tllc $(\iota_{\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{a}}]_{\mathrm{S}}1).\mathfrak{X}\mathrm{e}$ of $E$ allcl also clenote
by $\langle\uparrow/, x^{*}\rangle$ tlle value $\mathrm{o}\mathrm{f}.\prime \mathrm{t}^{*}\in E^{*}$ at $y\in E$ . We wlite $\backslash \mathrm{T}_{l},-.’\iota\cdot(()1?l^{)}-,11arrow\infty \mathrm{i}\mathrm{n}1_{\backslash }\mathrm{T}n=x)$ to $\mathrm{i}_{11}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}.\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}$

t,hat $\mathrm{t}_{}\mathrm{h}\mathrm{e}$ sequence $\{.\tau;.\}\}l$ of $\backslash ^{\gamma}\mathrm{c}\subset\cdot \mathrm{t}_{0}1^{\cdot}\mathrm{S}\mathrm{c}\cdot()\coprod \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}$wcal\’ily to $/\iota\cdot$ . $\mathrm{S}\mathrm{i}_{1}11\mathrm{i}1\dot{\zeta}$) $11!\cdot.?.$
}

$7arrow\backslash ’\iota$

’ (or ,$|arrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{\backslash }\prime l\cdot,,$
$=.\prime \mathrm{t}’$ )

all(1 $\backslash \gamma,arrow\iota\iota^{*}’\backslash$

? (or $?\{)^{*}-,|1\underline{\mathrm{i}_{1}}11\infty^{\mathrm{t}}?$

”
$\}=\backslash \tau\cdot$ ) will $|$ ”$.)^{\gamma}\mathrm{C}\mathrm{n}113\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}\ulcorner/\lrcorner \mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{t}_{1()1\mathrm{l}}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\backslash \gamma \mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{c}$ ancl $1^{)^{*}-}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash \prime \mathrm{C}1^{\backslash }\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{c}$,

$1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1})\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\Theta}1\mathrm{y}$. $\backslash \prime 1/\mathrm{c}\vee$ clenote by $\mathbb{R}^{+}\mathrm{t}1_{1}\mathrm{c}$ set of $\mathrm{a}\mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}$ llollllegative $\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\iota \mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{l}|\supset \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{s}$. For a subset
$A$ of $E,$ $coA(1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{S}1)$ . $\overline{co}A$ ) llleans the convex hull of $A(1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{s}_{1})$ . tlle $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\iota\iota 1^{\cdot}\mathrm{c}$ of convex hull of
$A)$ .

Lct $S1\supset \mathrm{e}$ a scllligl$\cdot$

otl alld lct $B(S)$ be the I3a11ach $\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}$ of all bounclcd $1^{\backslash }\mathrm{e}\mathrm{a}1$ vallled
functions $011S$ with $\mathrm{s}\iota \mathrm{t}1^{)}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{U}\mathrm{n}111\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}.$ Thcll, for cach $s\in S$ and $f\in D(S)$ , we can define
elelllcnts $?_{\mathrm{c}^{\mathrm{Q}}}f\in D(S)$ ancl $l_{s}f\in B(S)$ by $(?_{\mathrm{c}}’ \mathrm{s}f)(t)=f(t_{S)}$ ancl $(l_{S}f)(t)=f(st)$ for all
$t\in S,$ $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1})\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash \prime \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{y}$ . We also clenote $\uparrow_{)}\mathrm{y}r_{\mathit{8}}^{*}$ allcl $l_{s}^{*}\mathrm{t}_{1}\mathrm{h}\mathrm{c}(.\mathrm{o}\mathrm{n}.|\iota\iota \mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{l}\supset \mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}(1^{\cdot},\mathrm{S}$ of $\uparrow’ s$ ancl $l_{s}$ ,
$1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{J}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash \mathit{1}\mathrm{e}1.1^{\gamma}$ . Let, $D$ be a $\mathrm{c};\iota\iota]_{)\mathrm{S}}1$) $\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ of $B(S)$ alicl let $l^{\iota}\rceil$ ) $\mathrm{c}$ an elclncllt of $D^{\star}$ . $\mathrm{T}1_{1\mathrm{e}\mathrm{l}1}$ , wc clcllote
by $\iota/(f)$ the value of $\ell l$ at $f\in D$ . Sonlet,ilnes, $\ell\iota(f)$ lvill bc also clcnot,ccl $1\supset \mathrm{J}^{\gamma}\mu_{f}(f(t))()1^{\cdot}$

$\int f(t)(ll^{\iota}(\dagger \mathrm{I}\cdot$ XN$r_{\mathrm{h}_{\mathrm{C}\mathrm{n}}D\mathrm{n}\mathrm{f}_{e}\mathrm{i}}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}$constants on $S$ , a lincar $\mathrm{f}11\mathrm{n}\mathrm{c}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11\mathrm{a}1l\iota$ on $D$ is callecl a llleall
on $D$ if $||l^{(}||=l^{(}(1)=1$ . We also $1_{\iota\coprod(\mathrm{w}}^{r}$ that $l^{l}$ is a lncan 011 $D$ if alicl only if

$\inf_{s\in S}t.(s)\leq_{l^{l}}(f)\leq \mathrm{S}1\iota 1)f(ss\in,\sigma’)$
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for each $f\in D$ . For $s\in S_{l}$. we can (lefillc a $1^{)(\mathrm{i}_{1}\mathrm{t}}1|$ cval $\iota \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011}\delta_{s}$ by $\delta_{s}(.f)=f(s)$ for $\mathrm{c}\mathrm{v}\mathrm{e}1_{\nu}\backslash$

$f\in D(S)$ . A $(.()11\backslash ’ \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l})\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ of $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}(^{\backslash }\backslash ’ \mathrm{a}11\iota \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(11|)\mathrm{C}’$ is (allc($1$ a finite nlean on $S$ . A
finite nlcall oll $S$ is also a lnean 011 $\mathrm{a}11.\backslash \cdot \mathrm{s}\iota 1$ ) ,$\mathrm{C}$ )’ $1^{)}\mathrm{a}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{c}D$ of

$\cdot$

$D(s)$ colltailling constants 011 $S$ .
$\mathrm{F}\iota 1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot$, let $D\rceil$ ) $\mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}^{\mathrm{C}_{)1}},,’ 2\mathrm{a}c\mathrm{e}$ of $D(S)((11\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ ((llstaJlts $011S\backslash \backslash ^{\mathrm{y}}11\mathrm{i}(11$ is $\gamma_{\mathrm{Q}}.- \mathrm{i}\mathrm{n}\backslash ’ \mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ i.e.,
$\uparrow_{\backslash ^{\mathrm{Q}}}’ D\subset D$ for cach $\mathit{8}\in S$ . Then, a nlcall $l^{l}$ on $D$ is callcd $1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}$ illvariant if $\mathrm{t}^{l(?_{S}f)}’=\ell$ ‘ $(f)$

for all $.\mathrm{s}\in S\dot{\mathfrak{c}}111\mathrm{c}1f\in D.$ $\mathrm{S}\mathrm{i}_{1}11\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}1^{\cdot}1_{1}.\gamma$, we (an definc a left $\mathrm{i}11\mathrm{V}_{C\mathrm{n}\cdot \mathrm{i}}\mathrm{a}11\mathrm{t}$ lnean on a $l_{s^{-}}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda r\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}11\mathrm{t}$

$\mathrm{S}111\supset^{\mathrm{C}_{)1)}^{}},\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ of $B(S)_{\mathrm{C}}011\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ constallts $\mathrm{e}$) $11S$ . A light and left $\mathrm{i}\mathrm{n}\backslash \mathrm{r}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}C\backslash \mathrm{n}\mathrm{t}$ lncall is called all

invariant $\mathrm{m}\mathrm{c}\epsilon\gamma \mathrm{A}\mathrm{l}$ . We also denote by $C(S)\mathrm{t}_{}11\mathrm{C}$ set of all boundecl continuous real valuccl
functions 011 $S$ .

Let, $S1\supset \mathrm{c}$ a ($.(\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\iota 1\uparrow \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\backslash \cdot \mathrm{c}$ scllligl(ltl) $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}\mathrm{i}(\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\dagger \mathfrak{l}.\mathrm{v}’$ . In this case, $(S, \leq)$ is a $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{C}}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{C}1$

$\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\ln \mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}\mathrm{b}\mathrm{i}_{11}\mathrm{a}1^{\cdot}\backslash \psi\prime 1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\leq()11S$ is ($1\mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{c}(1$ by $(|\leq l)$ if and only if there is $c\in S$

with $\mathrm{c}\iota+c=l$).

The $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}$ definition $\mathrm{w}11\mathrm{i}\mathrm{C}11\backslash \backslash \lambda^{\mathrm{c}_{)}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}1^{\cdot}(\mathrm{c}1_{1\mathrm{C}\mathrm{C}(\iota}$ by $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}.\mathrm{b}’ \mathrm{h}\mathrm{i}[30]$ is $\mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ in the lloll-
$1\mathrm{i}_{11\mathrm{C}}\mathrm{a}\mathrm{r}$ clgodi(. $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}\mathrm{O}1}\cdot \mathrm{y}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ abstract sellligl(tl),s’. Let, $1l$ be a $\mathrm{f}_{\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{n}}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $S$ into $E$ such
that the weak $\mathrm{c}\cdot 10^{\mathrm{C}^{V}},,\iota 1^{\cdot}\mathrm{C}$ of $\{n(\dagger) : t\in S\}$ is $\backslash \backslash \cdot \mathrm{c}_{\dot{C}}\mathrm{d}\sigma 1\backslash .f\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}$) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{c}$ ancl $\langle n(\cdot)., y\rangle\in D$ for every
$y\in E^{*}$ . And lct $\ell\iota$ be an $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{n}$) $\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $D^{*}$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}_{i}$ there exists a ullielne elenlent $u_{\mu}\in E$

stlch that $\langle n_{/},, y\rangle=\ell_{l_{\mathrm{b}}}\sigma\langle \mathrm{t}((S), y\rangle$ for all $y\in E^{*}$ . If $l^{l}$ is a $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}$ on $D,$ $\mathrm{t},\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}u_{l^{l}}$ is contained
$\mathrm{i}_{11}\overline{c\cdot \mathit{0}}\{\mathrm{t}((t) : t\in S\}$ ( $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{l}1^{)}1_{\mathrm{C}}$ , see [17, 18, 30]). $\mathrm{S}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{C}}\mathrm{t}\mathrm{i}111\mathrm{c}\mathrm{s},$ $\mathrm{s}\iota_{\iota},\backslash \mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{I}\supset \mathrm{e}$ denotecl by
$\int u(t)\gamma l_{\mathit{1}’}(t)$ .

$\backslash ’\backslash ^{-}\prime \mathrm{c}$ say $\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\dagger,$ $E$ satisfies $\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1’ \mathrm{S}$ collclition [24] if for $\mathrm{a}11.\backslash ’$, sequence $\{x_{\uparrow?}\}\subset E$ with
$\backslash ’\iota,-x\in E,$ $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}\mathrm{i}_{11\mathrm{C}}\mathfrak{c}1^{\mathrm{t}1}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\iota \mathit{1}}\backslash r$

$1 \mathrm{i}_{\underline{\mathrm{D}1}||\infty^{11}}\mathrm{i}\mathrm{f}||.?,1-x||<1\mathrm{i}_{?},\underline{\mathrm{n}1}\inf_{\infty}||\backslash \prime \mathrm{t}_{1\mathfrak{l}}^{\backslash }..-y||$ (4)

holds for $\mathrm{e}1^{\mathrm{v}}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{y}y\in E$ with $y\neq x$ . In a rcflexivc Baaiach $\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ , this $\mathrm{C}\mathrm{o}11\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}$ is equivalent
to the allalogo\iota ls condition for a $\mathrm{I}\supset 0\iota\iota 1\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{c}(1$ net $\mathrm{w}1_{1}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}1\mathrm{l}\mathrm{a},\mathrm{s}$ bcen $\mathrm{i}11\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{c}1_{11}\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{C}1$ in [19]. It
i,s $\mathrm{l}\mathrm{c}1\prime \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{l}\mathrm{l}$ that all $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\supset \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{s}$ ancl $P^{p}(1<p<\infty)$ satisfy $\mathrm{O}_{1^{\mathrm{J}}}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}$

’ condition. It is also
$1_{\mathrm{t}11\mathrm{o}\mathrm{w}}^{r}\mathrm{n}$ that $\mathrm{e}\backslash r\mathrm{e}1^{\backslash }.\backslash \prime \mathit{1}\mathrm{s}\mathrm{c}_{1)}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}$

]) $1\mathrm{C}$ ]$3\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{C}1_{1)}|1$)$\mathfrak{c}\mathrm{t}\mathrm{a}c\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{I}$ be equivalently $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{l}$ so $\mathrm{t}\mathrm{h}_{\epsilon}\backslash \mathrm{t}$ it satisfies
$\mathrm{O}_{1}\supset \mathrm{i}\mathrm{a}1’ \mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{n}$ (sce [9]). $\backslash ’\backslash r_{\mathrm{e}}$ also $1_{\check{\mathrm{t}}}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{W}$ that if $E$ has a ($1_{\mathrm{t}1}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}_{}\mathrm{y}$ nlapping\vhich is wealily

$\sec_{1^{1}\mathrm{y}}1\mathrm{c}11\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}1(.\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}[] \mathrm{i}\mathrm{n}\iota \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{S}$ at $0$ , then $E$ satisfies $O_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1’ \mathrm{s}$ conclition (see [11]). $\mathrm{H}\mathrm{o}\backslash \mathrm{v}\mathrm{e}\lambda’\mathrm{e}1^{\cdot}$ , the
$\mathrm{s}_{1})\mathrm{a}\mathrm{c}\cdot \mathrm{C}_{\tau}^{\subset},\mathrm{t}L’\supset \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}1<l)<\infty$ and $l$ ) $\neq 2$ do llot sati,sfy $\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\dot{c}\backslash 1_{\mathrm{S}}’$ conclitions (see also [24]).
Tllc $1101^{\cdot}111$ of a Bana$(\mathrm{h}\mathrm{s}1)\mathrm{a}c\mathrm{c}E\mathrm{i}^{\mathrm{C}_{)}^{\mathfrak{j}}}$, saicl to $|$ ) $\mathrm{e}\mathrm{G}\hat{\mathrm{a}}\{\mathrm{c}\mathrm{a}\iota\iota \mathrm{X}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{l}\mathrm{C}$ if

$1\mathrm{i}_{1}11^{\frac{||?\cdot+t\mathrm{t}j||-||\mathrm{t}1||}{t}}farrow \mathrm{t}).\cdot$

exists for each.$’\iota\cdot$ allcl $y$ in $S_{E}$ , where $S_{h},$ $=\{v\in E : ||\mathrm{c})||=1\}$ . It is said to be Fr\’echet
differclltial\supset lc if for $\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\cdot \mathrm{h}.\tau$’ in $S_{\Gamma},$ $\mathrm{t}11\mathrm{i}_{3},$ liDlit is $\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{f},\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{l}\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{m}\mathrm{l}3’\vee$ for $y$ in $S_{E}$ . With $\mathrm{e}\mathrm{a}\mathfrak{c}\cdot 1_{1}$

$.?’\in E$ , wc associate the set $J(\backslash \tau)=\{f\in E^{*} : \langle.?", f\rangle=||\backslash \tau’||^{2}=||f||^{2}\}$ . Then, the
$\mathrm{n}\mathrm{u}111\mathrm{t}\mathrm{i}\tau^{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{l})\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}.J$ : $Earrow E^{*}$ is called $\mathrm{t}11\mathrm{C}$ cluality $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}_{\mathrm{D}\mathrm{p}\mathrm{n}}\mathrm{i}\mathrm{g}$ of $E$ . If the nornl of $E$

is $\mathrm{C}_{\mathrm{T}}^{\mathrm{t}}\hat{\mathrm{a}}\mathrm{f},\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{x}(1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{c}11\mathrm{f}_{}\mathrm{i}\mathrm{a}1)1\mathrm{C}$ , t,he dualit,.$\backslash _{0}111\mathrm{a}_{\mathrm{P}}\mathrm{P}\mathrm{i}1$ i,s $\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\mathrm{g}1_{\mathrm{C}}$ -valuecl. A Banach space $E$ is sauid

to be ,$\mathrm{s}\mathrm{t}_{1}\mathrm{i}(\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l})((\coprod 1^{\gamma}\epsilon^{\backslash }\mathrm{X}$ if $\frac{||?\cdot+?/||}{2}<1\mathrm{f}_{01.1’}.,$ $y\in E$ with $||.\uparrow\cdot||=||y||=1$ allcl $\backslash ?’\neq y.$ Ill a
$,\mathrm{s}$ tlictll$\cdot$ (($11\lambda\cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}(:11\mathrm{s}\mathrm{l})\mathrm{a}\mathfrak{c}\cdot \mathrm{Q}$ . $\backslash 1’\cdot \mathrm{C}\mathrm{h}_{\dot{c}\backslash 1^{\tau}}\epsilon\backslash \mathrm{t},1_{1_{\dot{C}}\iota}\mathrm{t}$ , if

$||.\tau\cdot||=||y||=||(1-/\backslash ).\iota\cdot+/\backslash \not\in/||\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\iota\cdot,$ $y\in E$ and $/\backslash \in(0,1)$ ,
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thell.’v $=.J\iota$ . For $\mathrm{c}\backslash r\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{y}\in \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}_{1}\mathrm{h}0\leq\epsilon\leq 2$, wc clefille the $\mathrm{n}1((1\iota 11_{\mathrm{t}1}\mathrm{s}\delta(\epsilon)$ of convcxity of $E$

$]).)’ \delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||\prime\epsilon+\uparrow/||}{2}|||.\iota\cdot||\leq 1,$ $||(/||\leq 1,$ $||.\iota\cdot-y||\geq\epsilon\}$ . A Ballach $\mathrm{s}_{1}\supset \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}E$ is said

to $|$ ) $\mathrm{Q}\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}1111.\backslash \cdot$ convcx if $\wedge(\epsilon)>0$ for $\mathrm{C}\backslash \mathrm{C}1^{\cdot}.\backslash ’\vee c>0$ . If $E$ is tlllifol$\cdot$ llll.\,’$\cdot$ convcx, thell $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$

$\uparrow$

”
$\epsilon$ wit,h ? $\geq c>0$ . $\mathrm{t}11\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{C}$ exists 6 $( \frac{\epsilon}{\mathrm{t}}.)>0\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}(11\mathrm{t},1_{1}\mathrm{a}\dagger||\frac{\iota\cdot+?/}{2}||\leq? (1-\wedge(\frac{\epsilon}{?})\backslash )$ for $\mathrm{C}1^{\gamma}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{J}^{\tau}$

$\backslash ?\cdot,$ $y\in E$ witll $||\backslash l||\leq?,$ $||y||\leq$ ? alld $||\backslash \tau\cdot-y||\geq\epsilon$ . $\mathrm{I}\mathrm{t}|$ is well-kllown that a $\mathrm{u}11\mathrm{i}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}1111\mathrm{y}$ convex
$\mathrm{I}3\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}(\mathrm{h}‘ \mathrm{C}^{\{1},)\mathrm{a}C\mathrm{c}$ is $1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\backslash \gamma \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}(1_{\mathrm{S}\mathrm{t}}1^{\cdot}\mathrm{i}(\mathrm{t}1\backslash 1’(()11\backslash ^{r}\mathrm{c}\mathrm{X}$.

3. NONLINEAIt ERGODIC THEOREM
Tllrougllout, this $\mathrm{s}\mathrm{c}(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ , wc $\mathrm{a}_{}\mathrm{s}\mathrm{s}’ 11111\zeta^{\backslash }$ tllat $S$ is il ( $.(111111\iota \mathrm{t}\mathrm{t},\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\lambda}\cdot \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{c}111\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{o}\iota 11^{)}\cdot$ Let $C1\supset \mathrm{c}$ a

subset $\mathrm{o}\mathrm{f}_{\dot{\epsilon}}\mathrm{t}$ Banach $\mathrm{s}\mathrm{l}$) $\mathrm{a}$ce $E$ . Thell, a falnily $S=\{T(.\mathrm{s}) : s\in S\}$ of nlapl)illgs of $C\mathrm{i}_{11\{,\mathrm{O}}$

itself is ( $\mathrm{a}\mathrm{J}1_{\mathrm{C}}\mathrm{C}1$ a $\mathrm{n}(11\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{\mathrm{J}\mathrm{a}}}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ scllligl$\cdot$

o\iota lJ on $C$ if it satisfies tlle folloxvillg couclitiolls:
(i) $T(s+t)=T(.9)\tau(t)$ for $\mathrm{a}\mathrm{J}1,5,\cdot t\in S$ ;
(ii) $||T(\mathit{8})i\mathrm{t}’-T(\mathit{8})y||\leq||x-y||\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ all $.’\iota\cdot,$ $y\in C$ and $s\in S$ .

Wc clenote by $F(S)$ the sct of conunoll fixed $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{S}$ of $T(t),$ $t\in$ S., tllat is, $F(S)=$
$\cap F(T(t))$ . If $C$ is a $1_{3\mathrm{O}\mathrm{l}}\mathrm{n}(\iota \mathrm{C}\mathrm{c}1$ closcd collvex $\mathrm{s}\mathrm{t}11)^{\{_{)}^{}},\mathrm{c}\mathrm{t}$ of a tlllifol$\cdot$ lnly $\mathrm{C}^{\cdot}011\backslash f\mathrm{c}\mathrm{X}$ Banacll $\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}}}$

$1\in,6|$

$E$ , then xvc $1\overline{\iota}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{v}$ tllat $F(S)$ is $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}^{\backslash }1111^{)}\mathrm{t}\backslash _{1}$

’ (for $\mathrm{c}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}$) $\mathrm{l}\mathrm{c}$ , see [3] $)$ . A $\mathrm{f}_{\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{n}}(.\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11?\iota$ : $Garrow C$ is
called all allll( $\mathrm{S}\mathrm{t}-(1^{\cdot}])\mathrm{i}\mathrm{f}$ of $S=\{T(t) : t\in S\}$ if

$1\mathrm{i}111s\prime \mathrm{s}\iota \mathrm{t}1)||\uparrow l(t+s)-T(t\mathrm{I}\mathrm{t}((_{5}‘)||=0$

(see [22, 33]). $\backslash \mathrm{h}^{\gamma}\mathrm{e}$ denotc by $AO(s)$ the set of alnlost, $- 01^{\cdot}1$ ) $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}$ of $S=\{T(t) : t\in S\}$ .

Lemma 3.1 ([1]). Let $C|$) $\mathrm{e}$ a $11(\mathrm{O}\mathrm{C}\mathrm{n}\mathrm{l}1\supset \mathrm{t}_{)}$. $\mathrm{I}_{301}\iota 11\mathrm{d}_{\mathrm{C}\mathrm{d}}(.1_{\mathrm{o}\mathrm{S}\mathfrak{c}^{1}\mathrm{C}}1$ convex subset of a $\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$

$(\mathrm{o}\mathrm{n}\tau\cdot \mathrm{C}\mathrm{X}13\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{c}1_{1}\mathrm{s}_{1})\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{c}E$ allcl let $S=\{T(t) : t\in S\}$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}11\mathrm{Q}\mathrm{x}_{1^{)\mathrm{a}11},}\mathrm{s}\mathrm{i}\backslash r\mathrm{e}$ scnligl$\cdot$

o\iota l) on $C$ .
Let $?l$ be ali $\mathrm{a}1_{1110}\mathrm{s}\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}-|$ ) $\mathrm{i}\mathrm{t}$ of $S=\{T(t) : t\in S\}$ . Let {{ $l_{\cap}$ : a $\in I$ } and $\{/\backslash /\mathit{3} : \beta\in.J\}$ be
llct‘q of fillite llleans 011 $S_{}^{\mathrm{c}\backslash },1\mathrm{C}11$ tllat

$1\mathrm{i}_{\cap}111||l\iota_{\mathrm{o}}-?_{t}^{*}\ell l_{\mathrm{n}}||=0$ and $1\mathrm{i}111/\mathit{3}||/\backslash \mathit{3}-/?/’*\backslash /\mathit{3}||=0$

$\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{e}\backslash$

” $\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}\dagger\in S.$ $(*)$

Tllell, $\mathrm{t}\mathrm{h}\epsilon^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{e}$ exist $\{l’\cap\},$ $\{\mathrm{c}_{l/J}\}\subset S_{\mathrm{S}1(}\cdot \mathrm{h}$ that fol any ,$\cdot.\sim\in F(S)$ ,

$1 \mathrm{i}_{01,\mathrm{r}\backslash }||.\int \mathrm{t}((_{l^{J}\mathrm{o}}+t)(l\mathit{1}^{l_{0}}(t)-\wedge.J||\int?l((\mathit{1}\beta+\dagger)d,\backslash \mathit{3}(t)/-z||.$ (5)

Proof. Dcfine $\phi$ : $Sarrow \mathbb{R}^{+}1\supset \mathrm{y}\phi(.s)=|)\mathrm{c}’\iota_{l}i_{1)}||\uparrow\downarrow(\dagger+s)-T(t)_{\mathrm{t}((}5)||$ for $\mathrm{C}1^{\Gamma}\mathrm{c}1^{\cdot}.\backslash _{J}\gamma s\in S$ and let
$\hat{\subseteq}>0$ . Thcll, $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}C1\in I$ ancl $/f\in J$, as in t,llc $1$ ) $1^{\cdot}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{f}$ of [14] $01[23]$ , thcre exist $p_{c1},$ $r_{/\mathit{3}}l\in S$

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{h}$ tllat
$\psi(_{\mathrm{t}\{f}+_{P_{0}})<\epsilon,$ $\phi(?\mathrm{t}^{f}+(\mathit{1}(\mathit{3})<\epsilon$ ,

$\mathrm{s}_{1}\mathrm{t}/\in 1\mathrm{P}\downarrow \mathrm{q}||\int T(h)?l(\mathrm{t}\{’+_{l}J\cap+\dagger)(ll^{l_{\cap}}(t)-\tau(ll)(\int \mathrm{t}l(\iota\{’+q)_{C}d\ell l(\cap t)\lambda^{+\dagger)})||<6$
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and

$|\mathfrak{c}/$

”
$|\in^{\mathrm{q}}\mathrm{t}1,1^{)}$.

$|| \int T(fl)\iota l(\mathrm{t}\{’+(\mathit{1},\prime \mathrm{J}+\mathit{8})(l\lambda/\mathit{3}(_{\mathit{8})}-\tau(l/)(,/\cdot\iota l(_{\mathrm{t}\{++}’(\mathit{1}/\mathit{3}s)(l,\backslash \beta(s))||<\in$

for $\mathrm{C}\lambda\cdot \mathrm{C}1^{\cdot}.1^{-}1l’\in S$ . Fix $z\in F(S)$ ancl considel

$L$ $=$ $||./\cdot\iota\iota(_{l^{)_{\cap}}}+t)(l\{l_{\cap}(t)-\wedge.’||$ ,

$I_{1}$ $=$ $||./\cdot ll(l^{)}\mathrm{n}+t)(ll^{(}C1(\dagger)-.//\cdot?l(l^{)_{\mathrm{n}}+t}+(l\beta+\mathit{8})\zeta l,\backslash ;(/s)(l_{\ell}\{\subset\backslash (t)||$,

$I_{\mathit{2}}$ $=$ $|| \int/\cdot \mathrm{t}l(l’\cap^{+}t+\prime \mathit{1}/\mathit{3}+\cdot 5\mathrm{I}\prime l,\backslash _{3},(6)\prime lll_{\cap}(t)-\wedge.||$ ,

$.J_{1}^{\langle^{\underline{\gamma}})}$ $=$ $||//\cdot?((\mathit{1}"\backslash +t+(l,l\mathit{3}+|9)(l,\backslash \mathit{3}(/6)(ll’,i(t)-.//T(_{l)_{\mathrm{Q}}+}t)(l((]_{\mathit{1}\mathit{3}}+s)(l,\backslash _{\beta}(g)\prime ll\iota\cap(t)||$,

$J_{2}^{(2)}$ $=$ $||./ \int T(l)_{\mathrm{Q}}+t)_{1l}(\mathrm{r}_{\mathit{1}+}/\mathit{3}s)(l,\backslash \beta(\mathit{8})(l_{l^{\iota}\cap}(\dagger)-\int T(_{l)+}0\dagger)(/\cdot\iota(((\mathit{1}\beta+S)rl,\backslash ,\mathit{3}(_{S)})d_{l^{\mathrm{t}(\dagger)}}c‘||$

$\mathrm{a}11(1$

$.J_{3}^{(2)}=|| \int T(p_{\cap}+\dagger)(/q\downarrow(r_{/}l\mathit{3}+\mathit{8})\prime l,\backslash _{\beta}(\mathit{8}))(ll^{l_{\mathrm{o}}}(\dagger)-\mathcal{Z}||$ .

Tllell, wc llave $L\leq I_{1}+I\underline{.)}$ and $I_{2}\leq.J_{\rfloor}^{(2)}+\prime J_{\underline{\rangle}}^{(2)}+\prime J_{3}^{(\underline{9})}$ . $\mathrm{s}_{\mathrm{u}1^{)}1^{)\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{c}}}$

$l^{l_{\cap}}= \sum_{\rceil\dot{7}=}^{||}$ $(1_{\mathrm{i}^{()_{l}}}j (( \iota_{i}\geq 0, \sum_{i=1}^{||}\mathrm{C}l;=1)$ and $/ \backslash _{(;}=j|\sum_{=}^{?11}l$)$j\wedge 5i$ $(l)_{\dot{j}} \geq 0,\sum_{j=1}^{1}l)\prime \mathrm{t}j=1)$ . (6)

Thell, lvc llave

$J_{\rceil}^{(2)}$
$\leq$ $\sum_{7=1j}^{1}’\sum_{=1}^{1}\mathrm{r}\iota_{7}l)j||\mathrm{t}\iota(p_{\cap}+f\dot{\mathrm{t}}+(\mathit{1}/\mathit{3}+s_{j})-^{\tau}(p0+t_{?})?\iota(’]/\mathit{3}+sj)||n$

.

$\leq$ $\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{l}(\mathrm{r}1jl)j)n\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}/\iota||1\{(ll+\Gamma l/^{j}+,5j)-\tau(l\iota)\iota’((l\prime j+s_{j})||=\sum_{\mathrm{I}j=}^{1l1}l_{J\phi}j((\mathit{1}/\mathit{3}+sj)$

$\mathrm{a}11(1$

$J_{2}^{(^{\underline{y}})}$

.
$\leq$ $. \sum_{?=1}’ cl_{i}|||\int\tau(_{l^{)}\mathfrak{n}}+ti)?l((\mathit{1}_{/}\cdot \mathit{3}+S)(l,\backslash ,\mathit{3}(_{5})-^{\tau}(_{\mathit{1}})+\mathrm{Q}t_{j})(/\cdot \mathrm{t}l((l\beta+s)(l,\backslash \beta(S))||$

$\leq$ $‘ \mathrm{s}\iota 1l1\in\llcorner \mathrm{q}1)||.\mathit{1}T(h)\mathrm{t}\{((\mathit{1}/\mathit{3}+s)(l,\backslash \mathit{3}(" S)-\tau(l_{1})(\int?l((\mathit{1}\beta+\mathit{8})(l\lambda_{\beta}(\cdot 5))||$ .

Sincc $z\in F(S)$ wc obtain

$\prime J_{3}^{\mathrm{t}}.\mathit{2})$

$\leq$ $\sum_{7=1}^{1\mathit{1}}\prime l\}||T(_{l)_{0^{+}}}\dagger \mathrm{i})([?l(\prime \mathit{1}/\mathit{3}+\mathit{8})(l,\backslash /\mathit{3}(_{9},))-\wedge.||\leq||\int\{(((]/;+s)_{\Gamma}l\lambda\beta(_{\mathit{8}})-\approx||$ .

Tllell. we $\mathrm{h}_{(}\backslash \backslash \cdot \mathrm{c}$

$I_{2}\leq J_{1}^{()}.arrow)+rJ2(^{\underline{)}}.)(2)+J3<\in+\epsilon+||/?(((,\mathit{1},\mathit{3}+s)_{C}l,\backslash (/\mathit{3}\mathfrak{t}\mathrm{s})-\sim\gamma||\cdot$
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On the other hand, fion] (6), $\mathrm{t}\mathrm{t}\cdot \mathrm{C}$ obtaill tllat

$I_{1}$ $=$ $||/ \mathrm{t}l(p_{C}1+t)Cl_{l}l(\uparrow(\dagger)-\sum_{1j=}^{\prime 1}l)j/|ql(l^{)}\mathrm{o}+t+(\mathit{1}(f+6j)(l\ell\{_{(1}(t)||$

$\leq$ $j= \sum_{1}^{||\iota}l)j||\int \mathrm{t}l(p\mathrm{Q}+t)\prime lll_{\cap}(t)-./\ell l(\mathit{1})+C\mathrm{Y}t)(l(’.,llC\tau)(t)|\mathrm{r}/\mathit{1}+_{j}\sigma|r$

$\leq$ $j= \sum_{1}^{\}||}l)_{j},\mathrm{S}11/c\in 1^{)1}5|\{\iota(\prime j)||||l^{(}0-?_{\mathrm{r}+\sigma_{j}}^{*}./\beta l^{(_{t}||}1$ .

$\mathrm{T}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C},$ fiolll $1\mathrm{i}\mathrm{O}111I\downarrow=0,$
$\backslash \backslash \cdot \mathrm{c}11\mathrm{a}\backslash \mathrm{C}$

$1 \mathrm{i}111^{\epsilon},’ \mathrm{t}\iota\cap’ 1^{)}||.\int \mathrm{t}l(_{l\cap}’+\dagger)(l_{l}l,\backslash (t)-\wedge.||=1\mathrm{i}_{111\mathrm{s}\iota_{1)}},\iota L$

$\leq$ $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}|\mathrm{S}\iota\alpha\iota \mathrm{P}(I_{1}+I_{\mathit{2}}‘)\leq 2\epsilon+||/\cdot\uparrow(((\mathit{1}/\mathit{3}+s)(l,\backslash ,’;(_{S})-Z||$ .

$\mathrm{T}1_{1\mathrm{C}}\mathfrak{U}$ , we $\mathrm{h}_{c1\backslash \mathrm{C}}$,

$1 \mathrm{i}111\sigma’ \mathrm{S}111)||\int?\{(_{l^{)}\mathrm{o}}+t)(lll_{\mathrm{n}}(\dagger)-\wedge\sim||\leq 2^{c}.+1\mathrm{i}111\mathrm{i}_{1}1\beta \mathrm{f}||/\cdot\iota((r_{\mathit{1},\mathit{3}}+S)(l\lambda/\mathit{3}(_{S)-}Z||$ .

Since $\epsilon>0$ is $\mathrm{a}1^{\cdot}1\supset \mathrm{i}\mathrm{t}_{\Gamma}\mathrm{a}1^{\cdot}.\backslash ’$

’ wc $\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{t}$,ain

$1\mathrm{i}_{111\mathrm{q}}\cap$’llp $|| \int?l(p\mathrm{o}+t)(ll\iota\cap(\dagger)-\mathcal{Z}||\leq 1\mathrm{i}_{111,/\mathit{3}}\inf||/\cdot ll((\mathit{1}/\mathit{3}+s)\prime l,\backslash /f(S)-Z||$ .

Sinlilal$\cdot$ l.\, $\cdot$, $\backslash \backslash \cdot \mathrm{e}$ have

$1 \mathrm{i}\mathrm{n}1|’ 1\mathrm{c}11)\beta’||.[?l(r_{/}l\mathit{9}+s)(l\lambda_{/}\mathit{3}(,\mathrm{s})-\wedge.||\leq 1\mathrm{i}_{111\cap}\inf||/1’(l^{)}0+t)(l_{l}\mathrm{t}\cap(t)-\approx||$ .

$\mathrm{T}11(^{s}\Gamma \mathrm{C}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}\mathrm{C},$ $\backslash \backslash ’\epsilon\backslash$ have

$1 \mathrm{i}_{111,0}||\int \mathrm{t}l(p_{0}+t)rl_{l}lc1(t)-\sim|\wedge|=\mathrm{l}\mathrm{i},\mathrm{n}1\mathit{3}||/\cdot?l((\mathit{1}/\mathit{3}+f)(l,\backslash \mathit{3}(/\dagger)-’.’||\cdot$

Remark 3.2 ([1]). Ill Lcnnlla 3.1, talie $\{l)_{\cap}\}’,$ $\{\mathrm{c}l/\mathit{3}’\}\subset S$ sncll tllat $p_{0’}\geq l)_{0}$ and $\mathrm{c}_{\mathit{1}\beta’}\geq C$], $\mathit{3}$ .
Tllell, we can scc that

$1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\mathfrak{a}||\int ll(p_{\cap}+t)\prime l(\mathit{1}l\mathrm{o}(\dagger)-\approx||./\mathrm{t}\iota((]/f+\prime t)(l,\backslash /j(t)-z||$

for $\mathrm{c}\backslash \cdot \mathrm{c}1^{\cdot}.)^{\gamma}-.\in F(S)$ .

Using Lelllnla 3.1 and $\mathrm{I}\mathfrak{i}_{\mathrm{C}\mathrm{m}\mathrm{a}}\mathrm{r}\mathrm{k}3.2$, we $\mathfrak{c}\cdot \mathrm{a}\mathrm{n}$ show the folloxving lenllna which is crucial
to $1$) $1^{\backslash }0\backslash \prime \mathrm{C}$ the lllain $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}$ (Theorelll 3.4).

Lemma 3.3 ([1]). Let, $E,$ $C,$ $S=\{T(\dagger) : t\in S\}$ ailcl $\iota/$ ]) $\mathrm{c}$ as in Lellnna 3.1. Additionally,
$\mathrm{a}_{}\mathrm{q}\mathrm{S}\iota\iota 1\mathrm{n}\mathrm{Q}$ that, $E$ satisfies $\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}’((11\mathfrak{c}\iota \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ( $\mathrm{n}$ . Let $\{l^{/_{C\mathrm{Y}}}$ : a $\in I\}\rceil$ ) $\mathrm{c}$ a $11(^{\backslash }\mathrm{t}$ of fillitc nlcans on $S$

stlch $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\uparrow|$

$1\mathrm{i}_{\cap}111||l\mathrm{t}\cap-?_{l}^{*}l^{(_{\cap}}||=0$ for evcry $t\in S.$ $(*)$
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Tllcll, $\int n(l’+t)_{\mathrm{C}l_{l^{l_{0}}}}(t)$ converges wcakly to solllc $y\in F(S)\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{0}1^{\cdot}1\mathrm{n}1_{d}\backslash \prime \mathrm{i}_{1}1l_{l}\in S$ . $\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot-$

nlore, $\mathrm{s}\iota \mathrm{c}\cdot \mathrm{h}$ all $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1\mathrm{D}e\mathrm{n}\mathrm{t}y$ of $F(S)$ is illclcl)\epsilon \llclcnt of $\{l^{l_{()}}\}$ and for all.) invariant lllcan $l^{‘}$

$\mathrm{O}11D,$ $y=?l_{(},= \int$ it $(t)_{l}l_{l^{l}}(f)$ .

$\Gamma\uparrow(Jof\cdot$. Let $\{l^{l_{\cap}} : \mathit{0}\in I\}\mathrm{a}11(1\{_{/}\backslash _{\beta} : l^{/j}\in.J\}|)e$ llcts ($\mathrm{f}\cdot \mathrm{f}\mathrm{i}_{11\mathrm{i}}\mathrm{t}(^{\backslash }11\mathrm{l}\mathrm{e}\dot{\mathfrak{c}}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{o}11S\mathrm{S}1(11$ tllat
$1\mathrm{i}_{\cap}\ln||l^{(_{\cap}}-?_{1}^{*}l^{\{}\cap||=()$ and $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}1/;||_{/}\backslash \mathit{3}-/?_{f’}^{*}\backslash /^{j}||=\{)$

$(*)$

$\mathrm{f}(1^{\cdot}\mathrm{C}\backslash \gamma \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}t\in S$ . As in $\mathrm{t}1_{1\mathrm{c}_{1})}\Gamma(\mathrm{o}\mathrm{f}$ of $[15, 23]$ , for each $l\mathrm{t}\in S,$ $\mathrm{w}\mathrm{c}1_{1\mathrm{a}}1^{\cdot}\mathrm{C}$

$1\mathrm{i}111|)\sigma’ p\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{l})||.’?l(lj+t)(l_{l^{l_{\mathrm{n}}}}(\dagger)-\tau(l_{l)}(./\cdot\uparrow((p+f)(l_{l^{\iota}}\cap(\dagger))||=0.$ $(\overline{(})$

$\mathrm{F}_{\mathrm{t}1}\cdot\uparrow,11(^{\backslash }1^{\cdot}$ , we (an $\mathrm{t}\mathrm{a}1_{\overline{\mathrm{c}}}e\{p,,\}\subset S^{\epsilon^{\backslash }},,\iota(1_{1}$ tllat, for $\subset\backslash 11.\backslash ^{r}.\sim\vee\in F(S).\prime 1\mathrm{i},1,11||./?l(l^{J}\cap+t)\mathrm{c}lll\cap(t)-\sim\wedge||$

exists. Let $\{(\mathrm{I})\cap\}=\{/n(l^{)}C\backslash +\dagger \mathrm{I}\mathrm{c}l_{l\cap}\ell(t) : c\iota\in I\}$ . $\mathrm{T}1_{1\mathrm{e}1}1,1$

$\backslash \backslash \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{y}$ to solllc $y\in F(S)$ . $\mathrm{S}\mathrm{i}11(\mathrm{C}E$ is $\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{01}\cdot 1111.\backslash ^{\vee}\mathrm{c}\cdot 0111^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{x}$ and $C$ is a $1_{\mathrm{j}(\mathrm{U}11(}1_{\mathrm{C}}\mathrm{c}1$ closed convcx
$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{t}\rceil),\mathrm{S}$ ct of $E_{!}.\mathrm{t}^{\Phi_{\mathfrak{a}}}$ } nltst ( $\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}\{\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}$ a subnet which ( $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}e\mathrm{s}$ weakly to a $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}_{11}\mathrm{t}$ in $C$ . So, let

$\{(\mathrm{I})\bigcap_{\gamma}\}$ and $\{\Phi_{\mathrm{o}_{\delta}}\}$ be two subnets of $\mathrm{t}^{\mathrm{c}}\mathrm{I}$)
$\mathrm{n}$ } $\mathrm{s}\iota \mathrm{c}\cdot \mathrm{h}$ that $1\mathrm{t}$ )

$- 1 \mathrm{i}\gamma 111(\mathrm{I}^{)}\bigcap_{\gamma}=v$ ancl $(\{i-1\mathrm{i}\mathrm{n}1\Phi\delta\alpha\delta=\mathrm{e})’$ ,

whcre $?\iota_{!}|- 1\mathrm{i}111.\mathrm{t}_{\cap}’=x\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}’.1_{\alpha},-\backslash \tau;$ . Then, $\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }\mathrm{o}\mathrm{n}1(\overline{/})$ alld denliclosecllless principle (see [4]),
we have $\mathrm{t}_{1}11\mathrm{a}\mathrm{t}?$ } $\mathrm{a}\mathrm{n}(1\mathrm{t}^{f’}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{C}$ ((mlllon fixed $1^{\mathrm{J}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t},\mathrm{S}}$ of $T(t),$ $t\in S$ . Suppose $v\neq v’$ . Froni
$\mathrm{L}_{\mathrm{C}\ln}111\mathrm{a}.3.1$ ancl $\mathrm{O}_{1^{\mathrm{J}}}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}’$ ((llclit,ion, we $(\rceil_{)}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}11$

$1\mathrm{i}_{\cap}\mathrm{D}1||^{(\mathrm{I})}\cap-?’||=1\mathrm{i}1\mathrm{D}\gamma||^{(\mathrm{I})}\mathrm{n}_{\gamma}-\ell)||$ $<$ $1\mathrm{i}111\gamma||^{\{}\mathrm{I}^{)}\mathrm{n}_{\gamma}-\mathrm{t}\prime’||$

$=$ $1\mathrm{i}_{111,\delta}||^{(\mathrm{I}^{)}}\cap..\delta-\mathrm{t}’’||$

$<$ $1\mathrm{i}111\delta||(\mathrm{I}^{)})\mathrm{r}\delta-\iota’||=1\mathrm{i}_{111,0}||(\mathrm{I}\rangle-\alpha!\iota||$ .

This is a (($\mathrm{n}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{t}}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}.$ So,$\cdot$ we $11\mathrm{a}\lambda\cdot()\mathrm{t}11\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}?’=\mathrm{s}’’.\uparrow 11\prime\prime \mathrm{h}\mathrm{i}(11\mathrm{i}\mathrm{n}11^{\mathrm{J}1}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{s}$ that, $\{(\mathrm{I})\cap\}$ (onverges
xveakly to solnc $y\in F(S)$ . Next we $1$ ) $1^{\cdot}0\backslash \cdot \mathrm{c}$ t,hat { $\int \mathrm{t}l(ll+t)\mathrm{c}l\{\iota \mathrm{n}...(t)\}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash ^{\gamma}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{w}\gamma \mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}1_{1\}}\mathrm{v}$ to $y$

$\iota \mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}(1^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}.\mathrm{y}\mathrm{i}_{1}1l_{l}.$ Ill the above $\mathrm{a}\iota \mathrm{m}e1\mathrm{l}\mathrm{t},$
$\mathrm{t},\mathrm{a}1_{\overline{\iota}\mathrm{t}}\backslash$. { $l^{J_{1’}\}},\subset s_{\mathrm{S}11\zeta}\cdot \mathrm{h}\mathrm{t}11\mathrm{a}\mathrm{t}|p_{t}1/\geq l’\alpha$ for each $c\iota’\in I$ .

$\mathrm{T}1_{1\mathrm{c}11},1^{\cdot}\mathrm{e}_{1^{)}\mathrm{g}}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}$ the $\mathrm{a}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{O}\backslash \cdot \mathrm{c}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{g}\iota 11\Pi \mathrm{C}11\mathrm{f}_{[]}$ , we see tllat $\mathrm{t}^{\mathrm{e}\mathrm{I})}\cap’$ } $=\{\mathrm{j}_{\mathrm{t}l}(p_{\alpha};+t)_{\mathrm{C}l\mu 0}(t) : c\iota\in I\}$

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\backslash ’ \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{l}1^{\cdot}(^{\backslash }A1.\backslash ,\cdot$ to $\mathrm{s}\mathrm{o}111(^{\backslash }y/\in F(S)$ . $\backslash \backslash /-(^{\backslash }\mathrm{S}11\mathrm{O}\backslash 1\prime y=y’$ . $\mathrm{F}_{1(1}11\mathrm{L}\mathrm{C}11111\mathrm{l}\mathrm{a}3.1\mathrm{a}11(1$ Remark 3.2,
$\backslash \backslash ^{-}(^{\backslash }1_{\mathfrak{i}1}1()\backslash \backslash -\mathrm{t}_{\mathrm{I}}1\iota$at

$1\mathrm{i}_{111,0}||./\cdot \mathrm{t}l(l)\cap’+t)(ll/_{c\mathfrak{i}}(\dagger)-\wedge, ||=1\mathrm{i}_{111,\sigma}||/?\iota(p\mathrm{o}+t)(lll_{\mathrm{t}})(t)-\wedge\vee||$ (8)

$\mathrm{f}_{C)1(^{)}}1^{\cdot}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{y}_{\sim}\prime\prime\in F(S)$ . $\mathrm{s}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}\mathfrak{c}}\cdot \mathrm{e}y$ alltl $y’\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{C}(()\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}()\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{X}\mathrm{c}(11\hat{\cdot\supset}$ oint,s of $T(t).\text{ノ}t\in S,$ $\mathrm{f}\mathrm{l}\cdot \mathrm{o}\mathrm{m}(8)$ allcl
$\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}((11\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}’$. we sce $\dagger_{\mathrm{D}}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}y=y’\in F(S)$ . $\mathrm{S}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{c}\cdot \mathrm{e}}\{p_{\cap’}\}$ is any subset in $S\mathrm{s}\mathrm{t}\iota \mathrm{C}\mathrm{h}$ that

$l^{J_{\mathrm{o}}}’\geq l)_{\cap}\mathrm{f}_{01^{\backslash }\mathrm{C}\mathrm{a}}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{h}0\in I$ , we $11\mathrm{C}1\backslash \mathrm{Q}\mathrm{t}11_{\dot{C}}$) $\mathrm{t}?$ ) $- 1\mathrm{i}1\cap 11.\mathit{1}?\iota(]_{l}+q)_{\cap}+t)\mathrm{c}l_{l^{l}}0(\dagger)=y\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{n}\iota 1\mathrm{y}$ in $h\in S$ .
Let.r* $\in E^{*}$ allcl $\epsilon>0$ . Then, tllerc exists $0_{\mathrm{t}}^{l}$) sllch t,hat

$|[ \langle\uparrow\iota(ll+l),)+s), .?^{*}.\rangle(ll((1(S)-\langle y, \backslash ?^{*}.\rangle|<\frac{\epsilon}{2}$ (9)

for $\mathrm{c}\backslash \cdot e1^{\cdot}.\backslash$ a $\geq c\iota_{0}$ alltl $fi\in S$ . $\mathrm{S}_{11}1^{)}1$) $\mathrm{o}\mathrm{s}(\backslash$

$l^{l_{\alpha_{0}}}= \sum_{=\wedge\cdot\rfloor}^{\prime||}\iota)\mathrm{t}.\delta_{g}\mathrm{A}$ $(l)k$. $\geq 0,\sum_{\mathrm{x}\cdot=1}^{||1}b_{k}$. $=1)$ . (10)
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Put $l^{t_{0}=}/l_{\mathrm{n}_{\mathrm{t}1}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}_{l)},(=_{l\mathrm{n}_{0}})$ . $\mathrm{F}1^{\cdot}\mathrm{O}1\iota 1(9)$ , we $11_{\dot{C}}$) $\backslash ’ \mathrm{C}\mathrm{t}1_{1}\mathrm{a}\mathrm{t}$

$|. \int\int\langle\iota l(l\iota+t+_{\mathit{1}^{)}}\mathrm{t})+.\sigma), \iota^{\mathrm{x}}.\rangle(|l’\square )(_{9)(l\backslash (t)\langle_{l}\cdot\rangle|}.,/J-J,$$’|*$

$=$ $| \int\langle.\mathit{1}^{\mathrm{t}l}(l’+f+_{l})_{()}+5)(l\mathit{1}^{l_{\mathrm{t}}})(_{5}),$ $\mathrm{t}^{*}.\rangle(l,\backslash ,)(f)-/\langle\iota/, ?^{*}.\rangle(l,\backslash \beta(t)|$

$\leq$ $.[| \langle.\int \mathrm{t}l(l1+t+_{l\mathrm{t}}))+6)(l\{l()(\mathrm{s})-?_{J},$ $.?.\rangle*|(l,\backslash _{\mathit{3}}/(t)<‘.\overline{2}=$

$\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{C}\backslash \lambda^{-}\mathrm{C}1.)l\mathrm{t}\in S$ allc1/3\in .J. $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{e}\{_{/}\backslash _{\mathit{3}},\}$ satisfies $(*),$ $\mathrm{t}11(^{\backslash }1\mathrm{C}$ exists $\beta_{1}\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}$ tllat

$||/\backslash \overline{\mathit{3}}-/\uparrow_{1}^{*}.J()+\mathrm{s}//\backslash _{/\mathit{3}}||$ $<$ $\overline{2111_{(}^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{X}\{1^{\vee}\mathit{1}\mathrm{t}I\backslash }-\wedge||.\iota\backslash *||\}$

$\mathrm{f}_{01}$. all $k=1,2,$ $\ldots,$ $?ll\mathrm{a}\mathrm{n}(1/^{j}\geq//[]_{1},11^{-}11\mathrm{c}1(\supset \mathit{4}\mathrm{t}I=,\mathrm{S},\mathrm{t}1\zeta\in‘ 1)||\sigma\iota l(\mathrm{t}‘))||.$
Tllell, it fol1 $()\backslash \mathrm{V}\mathrm{S}\mathrm{t}1_{1}\mathrm{a}\mathrm{t}$

$|/ \cdot\langle 1\mathit{1}(l\iota+t\mathrm{I}\cdot\iota 1^{*}.\rangle(l,\backslash (/^{f})t-./\int\langle_{l\prime}(\prime_{l}+t+\mathit{1}^{)}0+S)..l\cdot \mathrm{x}\rangle(ll^{\prime_{0}}(\cdot \mathrm{s})\mathrm{r}|,\backslash \beta(t)|$

$=$ $|[\langle_{\mathrm{t}l}(l($

.
$+t), \backslash \tau^{*}.\rangle\prime l,\backslash /’(t)-\int\langle_{\mathrm{A}\cdot=}\sum_{\mathrm{J}}^{\prime 1}l)\mathrm{A}\cdot\uparrow((ll+|+_{\mathit{1}^{)}}\dagger \mathrm{u}+.\mathrm{s}\mathrm{A}),$$x^{*}\rangle(l,\backslash /;(t)|$

$\leq$
$\sum_{\mathrm{A}\cdot=1}^{/1}\mathfrak{l}l_{\mathrm{A}},$ . $| \int\langle\iota l(l7+f)..\mathrm{t}\cdot\rangle*(l,\backslash \mathit{3}(\dagger)-/\langle\iota((ll+\dagger)..?\cdot\rangle(l*(\uparrow\cdot/J_{0}+\backslash \star \mathrm{A}/\backslash _{/\mathit{3}})(t)|$

$\leq$ $\mathrm{A}=\sum_{1}^{?||}l)\mathrm{A}$. 1tノ I $||.’ \iota^{*}.||||_{/}\backslash -/^{f}’.1^{J}\mathrm{t}|+\sigma\iota*/\backslash _{/\mathit{1}}||<.\frac{\epsilon}{2}$

for $\mathrm{c}\backslash \cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot.\backslash \cdot\beta’\geq/f_{1}$ allcl $\mathit{1}$ ] $\in S.$ $\mathrm{T}\mathrm{h}_{\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{C}}\mathrm{f}_{(1\mathrm{C}_{J}}$ .

$| \int\langle \mathrm{t}l([l+t), \backslash \iota^{*}.\rangle cl,\backslash ,\cdot l(t)-\langle l/\cdot.\iota\cdot\rangle \mathrm{r}|$

$\leq$ $|/\cdot\langle\iota((l7+t), .\iota\cdot\rangle*l(,\backslash (/^{f}\dagger)-//\cdot\langle_{ll}(l?+\dagger+l)_{1)}+S\mathrm{I}\cdot?*\rangle(\prime l^{l_{0}}(s)(l,\backslash (/\mathit{3}\dagger)|$

$+|/ \int\langle?l(l’+t+l)\mathrm{u}+,;). 1^{*}.\rangle(l\mathit{1}’1)(_{6}’)(l,\backslash _{\beta(}\dagger)-\langle \mathrm{t}/\cdot.\iota^{*}.\rangle|<\frac{\epsilon}{2}+.\frac{\epsilon}{2}=\epsilon$

fol $\mathrm{c}\backslash \cdot e1^{\cdot}\mathrm{y}/f\geq\beta_{1}\subset\backslash 11\mathrm{c}1l\iota\in S.$ $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}(.\mathrm{e}..\mathrm{c}\iota!-1\mathrm{i}/\mathit{3}^{1}11./\iota/(l_{7+}t)(l,\backslash \mathit{3}(\dagger/)=y$ tlllif$()$ lllllJ in $\tau_{l}\in S.$ SillCC
$\{/\backslash _{\mathit{3}},\}$ is an $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{l}\supset \mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{l}\mathrm{a}}1.$)’ $\mathrm{n}(\backslash \mathrm{t}$ of fillit, $\mathrm{c}$ llleans 011 $S_{\mathrm{S}\iota 1\mathrm{C}}1_{1}$ tllat $1\mathrm{i}_{1,/\mathit{3}^{11}}||/\backslash \beta-?_{l}/\backslash *\mathit{3}/||=0$ for every $t\in S$ ,

$\backslash \backslash \cdot e$ llave tllat $\mathrm{s}\iota\iota(\mathrm{h}$ all elelnellt $y$ of $F(S)$ is $\mathrm{i}11(1\mathrm{c}1^{)}(^{\backslash }11(1\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{f}$ of $\{/\backslash ,/\mathit{3}\}$ alltl $\{\{l_{\cap}\}$ .
Fillally, $11^{\cdot}\mathrm{t}^{1}1$) $1^{\cdot}\mathrm{O}\lambda\cdot \mathrm{C}$ tllat $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{a}11\backslash ^{-}$. invaliant lllean $l^{l}$ on $D_{\mathrm{Y}}.y=?l_{/l}$ . Sillce tlle set of all finite

nlcans is lvealg*-dense ill thc sct of all lneans alld as in tlle $1$) $1^{\cdot}(\mathrm{o}\mathrm{f}$ of [8, Theoreln 1 in
$\mathrm{S}\mathrm{c}((\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}5])$ xve see $\mathrm{t}_{1}11\mathrm{a}\mathrm{t}$, for any $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}’\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ lneall $l^{(}$ on $D,$ $\mathrm{t}11()1^{\cdot}\mathrm{C}$ exists a llet $\{l^{t_{/}}\mathit{3}\}$ of finite
lneans 011 $S\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{c}\cdot 11$ tllafi $1\mathrm{i}_{1,/\mathit{3}^{1}}1||\ell(/\mathit{3}-\uparrow:\{$

( $/\mathit{3}||=0$ fol $\mathrm{c}\backslash \cdot \mathrm{c}1.$)$rs\in S$ alld $l^{t_{/}}\mathit{3}(.(\mathrm{n}\mathrm{t}^{\gamma}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{S}$ to $l^{l}$ in

thc $\mathrm{x}\backslash \cdot \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\overline{\mathrm{t}}\star \mathrm{t}\mathrm{o}_{1}$) $\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}.$) $\cdot \mathrm{T}1_{1\mathrm{c}11}$ , we llave $n’- 1\mathrm{i}1/’ 11/?l(t)_{\mathrm{C}}l_{l}l/;(\dagger)=./\mathrm{t}l(t)\mathrm{C}ll^{l(\dagger)}=\mathrm{t}l_{l},$ . On the $\mathrm{o}\mathrm{t}11()1^{\cdot}$

hand, $\mathrm{t}1’\cdot\epsilon^{1}\mathrm{o}1_{)\uparrow}\mathrm{a}\mathrm{i}11\int n(t)\mathrm{c}l_{l\mathit{3}()}$(, $t-y$ . Hcllce, $\backslash \backslash ^{-}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}$) $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}$ that $y=\mathrm{t}l/’$ . 1
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Let $D|$) $\mathrm{e}$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}1\supset \mathrm{s}_{1}$ ) $\mathrm{a}\mathrm{C}e$ of $D(S)\mathrm{c}\mathrm{o}11\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{i}_{11}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ collst\partial Alts $\mathrm{a}11(1\mathrm{i}_{11}\}^{\mathit{7}}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}11\mathrm{t}$ uncler $\mathrm{C}1^{\gamma}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{y}?_{s},$ $s\in S$ .
$\mathrm{T}11\epsilon^{\backslash }11$ . $\mathrm{a}c((1^{\cdot}(1\mathrm{i}1$ to $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\cdot\dot{\tau}\backslash 1\mathrm{l}\mathrm{t},$

$\mathrm{I}\backslash \mathrm{i}- \mathrm{C}1_{0}$ alld $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}_{\mathrm{d}}\mathrm{J}_{1}\mathrm{a}\mathrm{s}11\mathrm{i}[15]$ . a llct { $;/_{\cap}$ : a $\in I$ } of continuous
$1\mathrm{i}_{11(}\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{f}\iota 111(\{\mathrm{i}o1\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}(11D$ is callcd stlollgl.\\vee lcg\iota \iota laY if

$\cdot$

it satisfies tllc $\mathrm{f}\cdot 01\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{l}$ collditions :
(a) $\mathrm{s}\iota\iota 1)||ll_{\mathrm{n}}||<+\infty_{1}$

.
$0$

(1) $)$ $1\mathrm{i}_{111}l\{\cap(1)=1$ ;

(c) $1\mathrm{i}\mathrm{n}1|\cap|l^{l_{\cap}\gamma_{s}}-,*l^{p}\cap||=0$
$\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{G}\mathrm{l}’ \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}\mathit{8}\in S$.

$\mathrm{U}^{\mathrm{C}_{)}^{i}},\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}\mathrm{L}(^{\backslash }111\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{a}3.3J^{\cdot}$ we $(\mathrm{a}111^{j}101^{-}\epsilon)\mathrm{r}_{1}11(^{\mathrm{Y}}$ following $111\mathrm{a}\mathrm{i}_{11}$ tllcoleln.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\ln 3.4([1])$. Let $E1\supset \mathrm{e}$ a $\iota \mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}(11111.)(_{-}$ ($111\cdot \mathrm{e}\mathrm{X}$ Danacll $\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}$ce which satisfies $\mathrm{O}_{1^{\mathrm{J}}}\mathrm{i}\mathrm{a}1,\mathrm{s}$

( $\mathrm{o}\mathrm{n}$ ($\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ . let $C\rceil$) $(^{\backslash }$ a $\mathrm{n}(11\mathrm{e}1111)\mathrm{f}_{l}.1^{Y}1\overline{j}\mathrm{O}\iota \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}(1(1\mathrm{o}\mathrm{S}\epsilon^{\tau}\mathrm{C}1((111’ \mathrm{e}\mathrm{X}$ subset of $E$ and let $S=\{T(t)$ :
$t\in S\}|)e$ a 1lrn $(\backslash \mathrm{x}\mathrm{l}\rangle \mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\backslash \prime e\mathrm{S}\mathrm{C}111\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}\mathrm{O}\iota_{1})\mathrm{O}11c$ . Let $\iota$ be all $\mathrm{a}1_{1}110,\mathrm{C}_{)}’ \mathrm{t}-\mathrm{O}1^{\cdot}|$) $\mathrm{i}\mathrm{t}$ of $S=\{T(t) : t\in S\}$

all(1 let $D1$ ) $\mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{I}$ ) $\mathrm{s}_{1}$) $\mathrm{a}(\mathrm{C}$ of $D(S)(011\mathrm{f}_{(1}\mathrm{i}11\mathrm{i}_{11_{\subset \mathrm{b}}^{()}}\cdot$ ((nstallfs alld $\mathrm{i}\mathrm{n}\backslash \cdot \mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}_{1\mathrm{U}}(\mathrm{t}\mathrm{t}\iota 11(\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{y}?_{s},$ $s\in S$ .
$\mathrm{s}_{\iota}11^{)}1^{\mathrm{J}(\mathrm{q}(^{\backslash }},\mathrm{t}1_{1\mathrm{a}\{}\mathrm{f}\mathrm{o}1(^{1}\wedge C1_{1.?}\cdot*\in E^{\mathrm{x}}.$, the $\mathrm{f}_{\mathrm{t}11}\mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{i}(11tarrow\langle n(\dagger)..\iota\cdot\rangle\star$ is in $D$ . If $\{/\backslash _{\cap}\}$ is a strongly
regular llet of $((\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\iota 1\mathit{0}\iota \mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{i}_{11\mathrm{c}\mathrm{a}}1^{\cdot}\mathrm{f}\iota 11(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{a}1_{\mathrm{S}(}11D, \mathrm{t}11(^{\backslash }\mathrm{n}/\mathrm{t}((l\ddagger+t)(l,\backslash _{\alpha}(t)_{\mathrm{C}}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}$ xveakly
to solllc $y\in F(s)_{\mathrm{t}1}11\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{l}1.\backslash ,\cdot$ in $l\iota\in S.$ Fulthe1, $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{C}1_{1\mathrm{a}11}\mathrm{e}\mathrm{l}e\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}y$ of $F(S)$ is $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{e}_{1^{\supset \mathrm{e}}}11\mathrm{d}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{t}$

of $\{\lambda_{\alpha}\}$ and for allJ $\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda^{\Gamma}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}11\mathrm{t}\mathrm{n}1e$an $l^{(}$ on $D_{\mathrm{I}}.y=\mathrm{t}l,,$ $=/\tau\iota(t)\mathrm{c}l_{l^{l()}}t$ . In this case, $1^{\mathrm{J}\mathrm{u}\{\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{g}$

$Q\mathrm{t}l=?\ell’- 1\mathrm{i}_{11,\alpha}1/n(t)(l,\backslash _{\cap}(\dagger)$ for $e$ach $\uparrow\{\in AO(s)$ . thcn $Q$ is a $\mathrm{n}1\mathrm{a}\mathrm{p}1^{)}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ of $AO(S)$ onto $F(S)$

$,\mathrm{s}$tlch that $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathfrak{l}$ satisfies thc $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\backslash \backslash ’\cdot \mathrm{i}_{1}\mathrm{C}011(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i})$ and (iii):
(i) $Q$ is $11\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{x}_{1}\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\backslash \mathrm{G}$ in t,he $\mathrm{s}(^{\backslash }11\mathrm{s}\mathrm{e}$ tllat $||Q\uparrow(-Qn||\leq|(\mathrm{i}’ \mathrm{t}\mathrm{t}t\in,61,)||\mathrm{t}’(t)-\mathrm{t}f(t)||=||?l-?)||\infty$ for

$\mathrm{C}1^{-}e1\backslash ,\cdot\iota l,$ $1!\in AO(s)$ ;
(ii) $QT(f)_{1\prime}=T(t)Q_{1}=Q\iota$ $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}(^{1}\backslash ^{\tau}e1^{\cdot}\backslash _{\mathrm{Y}}t\in S$ aud $u\in.4\mathit{0}(S)$ ;
(iii)

$Q \{(\in \mathrm{c}\bigcap_{\mathrm{s}\in.\mathrm{s}},\overline{\mathrm{c}\cdot O}\{n(\dagger) : t\geq 5\}$

$\mathrm{f}_{01\mathrm{C}^{\backslash \backslash }}\cdot’\cdot \mathrm{c}1_{\mathrm{t}}.\backslash rp\inarrow\angle 1O(s)$ .

Tlle follot\ $\cdot$illg $1^{\cdot}e\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ is a $\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}7\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ of Hirano [13, $\mathrm{T}\mathrm{h}_{\mathrm{C}\mathrm{O}}1\backslash \mathrm{C}1\Pi \mathrm{S}3.1$ ancl 3.2].

Corollary 3.5 ([1]). Let $E,$ $C,$ $S=\{T(t) : t\in S\}$ and it be as in Tllcol$\cdot$cn1.3.4. Then,
$\{u(\dagger) : t\in S\}$ is $\backslash \backslash$-eakly $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}’\cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ if anel only if $n(s+t)-?l(\dagger)-\mathrm{o}$ for $\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}s\in S$ . In

$\mathrm{t}1_{1}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}$ ca.sc, $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}$ lilllit $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $\{\mathrm{t}l(t)\}$ is a ( (lllllloll fixed $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ of $T(t)_{/}.t\in S$ .

4. CONVERGENCE THEOR $\mathrm{E}\mathrm{M}\mathrm{S}$ OF ITEIt ATIONS

Tlll$\cdot$

($\iota \mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{h}o\iota \mathrm{f}$ t,his $\mathrm{s}\mathrm{c}$( $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11_{l}$. we $\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{t}\iota 111\xi\backslash \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}S\mathrm{i}_{\mathrm{S}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{t}^{\mathrm{c}}’},|,e111\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}01\iota 1$ ) $\mathrm{a}\mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{d}c$ is a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{l}1$) $\{_{}\mathrm{y}$ (losccl
$\mathrm{c}\cdot 011\lambda’ \mathrm{c}\mathrm{X}$ subset of a $13\mathrm{a}\mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{a}c\mathrm{h}\mathrm{s}1$) $i\{C$c. A family $S=\{T(s) : s\in S\}$ of $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{S}$ of $C$ into
itself is called a $\mathrm{n}\mathrm{o}11\mathrm{c}\mathrm{X}1^{)\mathrm{a}}‘ \mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}1’\vee e\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot(\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l})$ on $C$ if

$\cdot$

it satisfies the $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}1_{0}\backslash 1\prime \mathrm{i}\vee \mathrm{n}\mathrm{g}$ conditions:
(i) $T(st)=T(.\mathrm{s})T(t)\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ all $s,$ $t\in S$ ,
(ii) $||T(S)_{1}.\cdot-\tau(.5)y||\leq||C\iota\cdot-y||$ for all $x,$ $y\in C$ and $s\in S$ ;
(iii) $T(s).\iota$ . is continuous in 8 for all $’\epsilon\in C$ .

Let, $S=\{T(\dagger):\dagger\in S\}|)\mathrm{c}$ a $11\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{x}_{1)}\zeta\eta \mathrm{n}‘ \mathrm{s}t\mathrm{i}1\prime \mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{c}\Pi \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot(\mathrm{t}\mathrm{l})$on $C$ such that $F(S)\neq\phi \mathrm{a}11\mathfrak{c}1$

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}1^{)}1)(\mathrm{s}\mathrm{c}^{1}\dagger 1\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}$ the $11^{-}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{c}\cdot 1_{\mathrm{o}\mathrm{s}11}1^{\cdot}\mathrm{c}$ of $\{T(t).\iota. : t\in S\}$ is $\mathrm{t}1^{\mathrm{v}}\prime \mathrm{c}\mathrm{d}_{\overline{\backslash }}1_{\mathrm{J}}\cdot((\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l})\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}.?\in C$ . Let $D$

be a $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b},,\mathrm{C}^{\backslash }$

) $1$) $\mathrm{a}(e$ of $D(S)\backslash \backslash \cdot \mathrm{h}\mathrm{i}(11D\mathrm{t}\cdot 01\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}((11\mathrm{S}\{_{\dot{(}}\mathrm{t}11\mathrm{f}\mathrm{S}$ alld $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{n}.\backslash ’.?\in C$ allcl.? $*\in E^{\mathrm{x}_{\mathit{1}}}$.
$\langle T(\cdot)\mathrm{t}\cdot..\mathrm{t}\cdot\nu\rangle\in D$ . $\mathrm{I}\backslash ^{\mathfrak{s}_{\mathrm{O}}}\mathrm{w}$ ((llsidcl tllc $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\backslash \backslash \cdot \mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{C}\mathrm{l}_{(}1\mathrm{f}\mathrm{i}(11\mathrm{S}(\backslash 1_{1\mathrm{c}}111\mathrm{C}$ :

$.\mathit{1}^{\cdot}1=x\in C$ iulcl .?:.,, $+1=c\downarrow,,$ $.\iota\cdot,$

}
$+(1-C1_{\mathrm{t}},)T_{\iota_{\}}\backslash },,?1,.$ , (11)

159



for $\mathrm{e}\mathrm{t}’\cdot \mathrm{c}1^{\backslash }!\prime l\geq 1,$ $\backslash \mathrm{v}\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\{c)_{1},\}^{\infty}||=1$ is a sequcnce in $[0,1]$ ancl $\{l^{l},,\}$ is a sequence of nleans
on $D$ . For any lncali $l^{(}$ on $D$ alld $\backslash ?$ $\in C,$ $\mathrm{t}11\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{C}$ exists a ullique clclncllt $T,,.\tau$

’ in $C$

stlch $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}_{1}\langle T_{/(}.\iota\cdot, y\rangle=l^{l_{S}\langle}T(s)\iota y\rangle’\iota\cdot$, for all $\backslash 1^{\cdot}\in C$ allcl $y\in E^{\star}$ (see [30, 15]). Wc $1_{\mathfrak{i}11\mathrm{o}\mathrm{x}\backslash }$,
tllat $T,$ , is a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{l}$) $\dot{\subset}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}\backslash ’\cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}_{\mathrm{P}\mathrm{P}}\mathrm{i}_{1}$ of $C\mathrm{i}_{11}\mathrm{t}()$ itsclf

$\cdot$

. $\mathrm{T}1_{1\mathrm{C}1}11$ ) $\mathrm{t}\iota \mathrm{t}\dagger \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}T_{\iota\backslash },\tau\cdot=0_{\iota\backslash },?’+(1$ -

$c\iota_{1},)T_{/\}^{\backslash }},,?$
.

$\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{C}\backslash \mathrm{C}1_{\psi}\backslash$ $\backslash ’\iota\cdot\in C,$ $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}111\mathrm{a}\mathrm{p}1^{)}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}\tau_{||}$ of $C\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{f},\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathfrak{c}^{\backslash 1}\mathrm{f}$

. is also $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{x}_{1)\mathrm{a}11\mathrm{S}},\mathrm{i}\backslash \prime \mathrm{C}$. $\mathrm{F}_{\mathrm{t}11-}$

$\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}1}\cdot$ , we $1_{1\subset}.1 \mathrm{t}\cdot \mathrm{C}F(s)\subset F(T_{/}‘,, )\subset F(T_{1},)\mathrm{f}_{1)}1^{\cdot}(^{)}\backslash \cdot\not\in)1^{\cdot}.\backslash \cdot’\}\geq 1\dot{C}\mathrm{t}11(11_{1}\mathrm{c}\backslash 11\mathrm{t}\cdot(^{\backslash }F(S)\subset\bigcap_{\prime 1=1}^{\infty}F(\tau_{1\}})$ . $\mathrm{T}1_{1\mathrm{C}}$

$\mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{C}1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{s}\{.l_{\}\mathrm{t}}\}$ dcfillecl by (11) $\mathrm{t}_{\dot{\zeta}})11$ be $\backslash 1^{-}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{t}\{\mathrm{c}11$ as

$\mathrm{t}\cdot,,+1=T_{1\}}T,\cdots T_{\mathrm{I}}1-|\cdot?_{1}’$ . (12)

Putting $S_{l},=T_{11}T\cdots T_{1}|\iota-1,$ $.\mathrm{t}_{l+1},\backslash \backslash ^{\vee}\mathrm{i}\mathrm{l}1$ be also $01(^{\backslash }11()\mathrm{t}\mathrm{C}(1]_{)\backslash }$. $\cdot \mathrm{t}\cdot,,+|=S,,\mathrm{t}_{1}.$ .
Motivated by (12), xvc $01$ ) $\mathrm{t},\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}1_{1(^{\backslash }}\mathrm{f}(11(11^{\cdot}\mathrm{i}_{1}\mathrm{l}\mathrm{C}111111\dot{\mathfrak{c}}1$ (see $\mathrm{a}\mathrm{J}\mathrm{s}\mathrm{o}[13,32,20]$ ).

Lemma 4.1. $\mathrm{L}e\mathrm{t}_{1}C\dagger$) $\mathrm{Q}$ a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}$ ) $\mathrm{t}\iota.\backslash ’(1\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{e}(1(.()\mathrm{n}\lambda\cdot \mathrm{c}\mathrm{X}\mathrm{S}\mathrm{t}\iota \mathrm{I}_{)\mathrm{S}\mathrm{c}}\mathrm{t}$ of a 1lnif$()1^{\cdot}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\backslash .’$

. convex Ball.u11
$,(,,1)\mathrm{a}C\mathrm{C}E\backslash \backslash \cdot \mathrm{i}\mathrm{f}1_{1}$ a $\mathrm{F}_{1\acute{e}(}\cdot 1_{1\mathrm{C}\mathrm{t}},$ $(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{c}\mathrm{r}e1\mathrm{l}\mathrm{t},\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l})\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{n}()1^{\cdot}111\dot{c}\mathrm{t}11(1$ let $\{T_{\rfloor}., T_{\underline{\rangle}}, \tau_{s}, \ldots\}1\supset \mathrm{c}$ a sequencc of
$11()\mathrm{U}\mathrm{C}\mathrm{x}1)_{\dot{C}}\iota \mathrm{n},\mathrm{c},\mathrm{t}\mathrm{i}\iota\cdot \mathrm{C}111\mathrm{a}_{11^{)}})\mathrm{i}11\mathrm{g}\mathrm{s}$ of

$\cdot$

$c$ into itself $,\subset_{)}’\iota\iota \mathrm{c}\mathrm{h}$ that $\bigcap_{?’=\mathrm{J}}^{\infty}F(\tau,)\}$ is $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}1111^{\mathrm{J}\mathrm{t}}\mathrm{y}$. Let.x $\in C\mathrm{c}\mathbb{Y}1\mathrm{C}1$

set $S_{l},=T_{1\}}T_{1\mathrm{t}-}\mathrm{J}^{\cdot}’\cdot T_{1}$ for every $??\geq 1$ . Tll $e\mathrm{n}_{\mathit{1}}$. tlle set
,
$\bigcap_{l=1}^{\infty}\overline{co}\{s,,1.?::’\geq?\iota\}\cap U$ consists of

at lnosf one $1$) $( \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}, \mathrm{w}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{Q}U=\bigcap_{111}^{\infty}=F(T_{||})$.

Lemlna 4.2 ([28]). Lct $E$ be a $\iota \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}$]’ $((111’ \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{I}3\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}(.11\mathrm{s}_{1})\mathrm{a}(.\mathrm{t}1,0<l)\leq t,,$ $\leq c<1\cdot \mathrm{f}_{01}\cdot$

$\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{y}?\iota\geq 1,\dot{C}\iota 11(1Cl\geq 0. \mathrm{S}_{\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{p}1})\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}$ tllat $\{.\iota\cdot,1\}^{\infty},$ alld $\{y_{?1}\}_{t1=\rfloor}^{\infty}$ axe $\sec_{1^{\iota}\mathrm{s}}1\mathrm{C}11\mathrm{C}\mathrm{c}$, of $E$ such that
$1\mathrm{i}_{111\mathrm{S}}\mathrm{t}\iota 1),-\infty|1|.\uparrow_{\})}.||\leq ci,,$ $1\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\iota 1)$ , $-\infty|\mathrm{t}|y_{t},||\leq(l_{\mathit{1}}.$ aJlel $1\mathrm{i}111_{1-\infty},||t$

}
$\mathfrak{l}.1^{\cdot},’+(1-t,)y\prime l||=((.$ Tllcn

$1\mathrm{i}_{1}11_{\iota-\infty},||.?.\}\}-y,\dagger||=0$ .

Lemma 4.3. Let $C$ bc a $11\mathrm{O}11\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{n}1$ ) $\mathrm{t}_{}.$)($.1\mathrm{o}\mathrm{s}’(^{1}C1(.(\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{X}$ subset of a $\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{m}1!^{\gamma}$ couvcx $\mathrm{B}\mathrm{a}11c\eta c11$

$\mathrm{s}_{1})\mathrm{a}\mathrm{c}()E$ allcl let $S1\supset \mathrm{e}$ a $\mathrm{s}\mathrm{c}111\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}111^{)}$ . Let, $S=\{T(t) : t\in S\}$ be a $11()\mathrm{D}\mathrm{c}\mathrm{x}1^{)\mathrm{a}\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathit{3}$

$\mathrm{O}11C\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{t}_{-}11\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\dot{\zeta}\backslash \mathrm{t}F(S)\neq\emptyset \mathrm{a}11$($1$ let $D|$ ) $\mathrm{c}$ a $\backslash 1\mathrm{t}\rceil_{\mathrm{J}\mathrm{s}_{1)}}\mathrm{a}(\mathrm{c}$ of $D(S)\mathrm{c}\mathrm{o}11\mathrm{t}|\mathrm{a}\mathrm{i}11\mathrm{i}_{1}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s}$ and
$\mathrm{i}\mathrm{n}\backslash ^{\sim}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}11\mathrm{t}\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{C})1^{\cdot}()\tau Je1^{\cdot}\mathrm{y}l‘’ s\in S.$

$\mathrm{s}_{\mathrm{t}1}1^{)}1^{)}\mathrm{O}^{\mathrm{C}},,,\mathrm{c}\mathrm{t}_{\uparrow}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}$, for $\mathrm{c}\mathrm{a}(1_{1}.\tau\cdot\in C\mathrm{a}11(1\mathit{1}^{\star}\in E^{*}$ , thc $\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}.\mathrm{t},\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$

$tarrow\langle T(t)\backslash ?, .’\iota^{*}’\rangle$ is in $D$ . Lct, $\{l^{l_{1}},\}|)6$ a se$\mathrm{c}_{1}\iota\iota \mathrm{C}11(.\mathrm{c}$ of lllcans $011D\mathrm{S}1\iota(.\mathrm{h}$ that ,$?\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111}}||l/,?-l_{s}*\ell^{(_{\}}},||=$

$0$ for $\mathrm{c}\backslash \cdot \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot.\backslash \cdot S!\in S$ . $\mathrm{S}\mathrm{u}_{1}$) $1^{\mathrm{J}(}$) $\mathrm{s}\mathrm{c}.?.\rfloor=.\uparrow$
. $\in C$ allcl $\{.’\iota", \}$ is $\mathrm{g}\mathrm{i}_{1\prime}-\mathrm{c}11\mathfrak{s}_{)}\mathrm{y}.?\text{ノ}’$

}}
$+\rfloor=(|_{l}.,x_{1},+(1-c\mathfrak{l}\prime 1)\tau_{1_{\}}\dagger},,\cdot \mathrm{t}\backslash ..$,

$\mathrm{f}\iota)1^{\cdot}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{C}1^{\cdot}.\backslash ll\geq 1,$ $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\{\zeta(,,\}^{\infty}||=1$ is a $\sec_{1}\iota \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e}$ in [$[). 1]$ . If $\{c\iota_{l},\}$ is choscn so $\mathrm{t}\mathrm{o}1_{1\mathrm{a}}\mathrm{t}c\backslash _{l},\in[0, (\{]$

$\mathrm{f}_{01\mathrm{s}(}.)\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{C}(l\backslash \backslash ^{\vee}\mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}0<r\iota<1. \mathrm{t}_{\mathrm{I}}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\backslash }11.\mathit{1}^{\cdot}\prime 1jarrow.y_{0}\mathrm{i}_{111}1)1\mathrm{i}\mathfrak{c}^{\backslash \mathrm{c}}|$

” $lJ\mathrm{u}\in F(S)$ .

$p_{?OO}.f(sl_{1},’\prime^{\mathit{2}},f\mathit{1}(.[\prime_{\text{ノ}}).$ $\mathrm{F}()1^{\cdot}.\}$ . $\in C\mathrm{a}\mathrm{n}(1.f$

.
$\in F(S), 1)\mathrm{u}\mathrm{t}?$. $=$ ID $-f||$ allel set $X=\{\mathrm{C}l\in E$ :

$||?l-f||\leq\uparrow\cdot\}\cap C$ . Then $X$ is a $11\mathrm{t}11\mathrm{C}1111^{)\mathrm{t}\backslash }.1$)( $\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{c}$ (1 closcd $\mathrm{c}.0111’ \mathrm{C}\mathrm{x}\mathrm{s}’\iota\iota \mathrm{I}$),)’ $(^{1}\mathrm{t}$ of $C\backslash \backslash ^{7}\mathrm{h}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}1_{1}$ is
$T(t)- \mathrm{i}_{1}11^{\tau}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ for evcry $t\in S$ and $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{U}\mathrm{S}.?_{1}=\backslash ’\iota\cdot$ . So, $11^{\alpha}\cdot \mathrm{i}\mathrm{t},11011\mathrm{t}$ loss of $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t})^{\mathit{7}},$

$\backslash \backslash r\mathrm{C}11\backslash \mathrm{a}_{\}^{\gamma}}1$

asslllle tllat $C$ is $\rceil_{)0\iota}\iota 11\mathrm{d}\mathrm{C}\mathrm{d}$ . It $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}1_{\mathrm{o}\mathrm{t}}$)$’\cdot \mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}\ln \mathrm{t}11\mathrm{C}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{i}\coprod \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ of $\{?.,\mathrm{t}\}$ that $.\mathit{1}:_{1+\rfloor},-T,‘,x_{1}1^{\cdot}’=$

$\zeta|_{\}},(.?\cdot,’-T_{/l},, \cdot\iota\cdot\prime t)$
.

$\mathrm{P}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{t}\{\mathrm{i}\mathrm{l}]1I=2|\mathrm{s}\iota 1\wedge\sim\in c1)||\wedge’||.l\mathrm{t}_{1}11\mathrm{e}\mathrm{D}||\},\}+\rfloor$
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So wc $\mathrm{o}\mathrm{l}$) $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}$ , for $\mathrm{c}\dot{\mathfrak{c}}1C1_{1}t\in S$,

$||T(f).?.\prime \mathfrak{l}-\backslash ’\iota_{1},\cdot||$

$\leq$ $||T(t)_{\mathrm{t}}.\cdot,’-T(t)\tau \mathrm{l}\mathrm{f}^{\prime,\prime 1-1}\mathfrak{j}-\cdot l\cdot||+||\tau(t)\tau_{/,1-}.\iota\iota_{\}-}|.’\rfloor-T,,,,\cdot l_{)}.1-1|-\mathrm{I}|+|\}\tau,1_{1},-\rfloor.?1,.,-\rfloor-\backslash ?’.\}’||$

$\leq$ $2||T,,,,-1^{\cdot}\mathrm{t}\cdot lt-\downarrow-.1_{\}1}^{\cdot}||+||T(f)\tau,l_{1},-|.\mathrm{t}\cdot’\iota-1-T_{,\}-1},,.’|.,’-\mathrm{I}||$

$=$ $2\mathrm{n}_{1-1},||\backslash ?.1)-1-\tau,,\cdot?.,-1|\mathrm{t}_{\}}-1\}|+||\tau(t)T,,.l)|-\downarrow.,)-1-\tau_{\mathrm{t}},,-\iota\cdot\iota\cdot,1-1|\iota|$

$\leq$ $2c\mathrm{t}_{\}}l-\mathrm{l}\mathit{1}\mathrm{t}I+||T(t)T_{/l_{)}\}-}.\prime \mathrm{t}_{l-}1’ 1-T_{/)’-},.\mathit{1}_{\mathfrak{l}\}}1-\mathrm{I}||$ . (13)

Using $[\overline{/}],$ $\backslash \backslash \mathrm{e}$ can $1$) $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{C}$ that

$l1\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1|\mathfrak{c}_{11}J^{\backslash }|’\in c1^{)||},T(\dagger)T,,,$

$y|-\tau_{l},,,y||=0$ $\iota\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\iota\rangle 1^{\cdot}1111_{u}\backslash ’$ ill $\dagger\in s$ . (14)

$\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{s}\iota 111\mathrm{l}\mathrm{c}\iota,,|$. $-.?/\mathrm{t}$ ) $\cdot \mathrm{T}1_{1\mathrm{c}11},$ $\mathrm{s}\mathrm{i}_{11((}10\leq \mathrm{c}\iota_{1},\leq \mathrm{c}’<1.$ , we $1_{1\mathrm{a})}’ \cdot e1\mathrm{i}_{111,iarrow}\inf_{\infty}0_{\}1}i=0$ or $1>a\geq$

$1\mathrm{i}111i-\infty \mathrm{i}_{1}1\mathrm{f}C\mathrm{t},1j>()$ . If $1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\inf_{?arrow\infty}\alpha,1_{1}=0,$

$\mathrm{t}\mathrm{h}(^{\backslash }11\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot\epsilon\backslash$ cxists a ,$\mathrm{c}_{)}’\iota\iota|\supset \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}1\iota 1\mathrm{C}111-\cdot \mathrm{c}\{\mathit{0}_{1},i_{j}\}$ of $\mathrm{f}^{\zeta\iota\prime},,i$ } $\mathrm{s}\iota \mathrm{c}\cdot \mathrm{h}$

$\mathrm{t}11\mathrm{a}\mathrm{t}_{}\zeta\{_{lj_{j}},arrow 0$ as $jarrow\infty$ . So, fiolll (13) $i\iota 11\mathrm{d}(14)$ .

$j\infty 1\underline{\mathrm{i}_{1}}11||\tau(t).1:.,1;_{j}-.?:.,,|i_{j}|=()$ . (15)

Tllcll, $\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }(111(15)$ and t,he ($\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{l}(11\mathrm{l}\mathrm{e},\mathrm{s}\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{r}}1}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{J}1e$ (sce [4]), we $11\dot{\mathrm{c}}\backslash _{1}\mathrm{V}\mathrm{e}$ that
$.$

$l/0$ is a common
fixcd $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{t}\mathrm{s}$ of $T(t),$ $t\in S.$ Ill t,he case $\mathrm{w}11\mathrm{C}111>n,$ $\geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\inf_{C1’}...,lj>0$ , let $?$ { $)$ be a conunlon

fixcd $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $T(t),$ $t\in S.$ Thcll, we see tllat, $\{||\backslash \tau\cdot,1-l\{$ )
$’arrow\infty||\}$ is a decrcasing $\sec_{1}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{e}$ ancl

hcll( $\mathrm{c}l1\infty^{1|}1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}|.?’\}1-?\mathrm{t}^{)}||$ exists. Put $\mathrm{r}’=,1\infty 1\underline{\mathrm{i}1}11||.\iota:_{l}.,-\mathrm{t}\iota$) $||$ . Since $||\tau,,.’\iota$
} $1$ ”

$-\mathrm{t}\mathrm{t}|$ } $\leq||x,,$ $-\{\{’||$ , we
have

$1\mathrm{i}_{111\mathrm{S}},|1\infty 1^{)||,\prime}T\mathrm{t}’,l^{\iota}.?’-\mathrm{l}\iota’||\leq 1\mathrm{i}_{\mathfrak{U}1^{\mathrm{c}}\iota},)11)|t|_{X_{\}1}}.-\mathrm{t}\iota)||=\mathrm{r}_{-}\cdot$ . (1.6)
$\mathrm{F}_{11}1^{\cdot}\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}\mathrm{r}}$ , xvc $11\dot{\zeta}\iota\backslash r\mathrm{C}$

$1|\infty^{1||}1\underline{\mathrm{i}_{1}}1c1_{1l}(T_{l\iota},,.?.’\iota-\tau\iota’)+(1-\mathrm{t}\iota’\dagger)(1,\cdot 1-\iota\iota))||$ $=$ , $?\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1||.\prime \mathrm{t}:,1-1\}+\mathrm{t}\mathrm{t}f||$

$=$ $c$ . (17)

So, $\mathrm{f}\mathrm{i}(\rangle\ln(1\mathrm{C}) , (1_{l}^{-})$ alld Lcllllna 4.2, tl-e $11\mathrm{a}\backslash ()$

$i\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111|}}|T_{\iota_{1}\cdot\prime},,?.l_{i}-,’|_{\}},\cdot|j|=0$ . (18)

$\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\cdot(^{1}$

$||T(t).l\cdot\}l-.?.\}1||$ $\leq$ $||T(\dagger).\mathrm{t}:.-|\}\tau(f)T,,,\cdot’\iota_{1}.,|\}|+||\tau(t)\tau,,x\}\mathrm{t}\}\mathrm{t}-T_{l^{1,,\mathit{1}}}\backslash ?$
”

$||+||T_{l^{l}},,\backslash l_{\}\prime}.-\backslash \mathrm{r}_{l},||$

$\leq$ $2||T,,,x1|\mathrm{t}-.?$”$\mathrm{t}||+||T(\dagger)T,\backslash ?\iota,,$
”$l-T,,,,x_{?\}}||$ ,

fiolll (14) alld (18), xvc $11\mathrm{a}1^{\gamma}\mathrm{e}$

$?-1\mathrm{i}_{11\infty}1||T(t)_{1}.\cdot\}\prime_{i}-.’\iota_{1}.\cdot.,,$ $||=0$ . (19)

Therefore, $\mathrm{f}\mathrm{i}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}(19)$ ancl t,hc $\mathrm{c}1(^{1}111\mathrm{i}\mathrm{C}1_{\mathrm{o}\mathrm{S}}\mathrm{c}\mathfrak{c}1\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{s}^{\mathrm{t}},\supset’ 1)1^{\cdot}\mathrm{i}_{11}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{c}$ (see [4]), wc obtain that $/l_{0}$ is a
(($111111\mathrm{O}11$ fixed $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ , of $T(t)./t\in S$ . 1

lNoxv $\backslash \backslash ’ \mathrm{e}$ (all $1$) $1^{\cdot}\mathrm{O}\backslash ^{r}\mathrm{C}$ a $\backslash \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{a}1_{\backslash }’(\mathrm{O}\mathrm{D}\lambda\cdot(\backslash$(’ $1\mathrm{l}\mathrm{t}\cdot \mathrm{c}\uparrow\downarrow 110\backslash 01^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}$ for a $\mathrm{n}\mathrm{o}11e\mathrm{x}_{1)\partial}.11\mathrm{S}\mathrm{i}1^{\cdot}\mathrm{C}$ selnigl$\cdot$oul) in a
$\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{c}1_{1}\mathrm{s}\mathrm{l})\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{C}$ .
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Theoreni 4.4. Let $E\rceil$ ) $\mathrm{c}$ a $\iota\iota 11\mathrm{i}\mathrm{f}_{011}111.$) $\mathit{7}$ collvex $13_{\dot{C}\{}11\mathrm{a}\mathrm{c}1_{1}\mathrm{s}1)_{\dot{\mathrm{C}}}1((^{\backslash }$ wllicll sati,s $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}|\mathrm{s}\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{\mathrm{S}}’$ ((11-

$\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathfrak{c})11$ or whose $\mathrm{n}01^{\cdot}111$ is $\mathrm{F}_{1\acute{\mathrm{C}}}\mathrm{c}1_{1}\mathrm{c}\mathrm{t}c\mathfrak{c}1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{c}11\mathrm{t}\mathrm{i}_{\dot{C}1}\rceil_{)}1$ ($\backslash$ . Let $C$ be $\dot{(}$) $11()\mathrm{n}\mathrm{C}\ln_{1^{)}}\mathrm{t},,\backslash \prime\prime$ closed $(()\mathrm{n}\backslash ’ \mathrm{c}\mathrm{x}$

$\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}|)\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{t}$ of $E$ ancl let $S$ be a $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}\mathrm{O}\mathrm{t}\mathrm{l}1^{)}$ . $\mathrm{L}$ ($\backslash \uparrow S=\{T(\dagger)$ : $t\in S\}1\supset \mathrm{e}$ a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{Q}\mathrm{x}\mathrm{l}$) $\mathfrak{c}T\mathrm{J}\mathrm{l}|\mathrm{S}\mathrm{i}\lambda^{f}\mathrm{c}$

$\mathrm{s}_{1}$cnligl$\cdot$

(lll) 011 $C,\mathrm{s}\iota\iota$( $\mathrm{h}$ tllat $F(S)\neq \mathrm{M}$ and let $D1\supset \mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}1]_{)_{)1}},\mathrm{C}’$ ) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{c}$ of
$\cdot$

$D(s_{)}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}11\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ con-
stants alld $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot\dot{\zeta}$) $1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\iota\iota \mathrm{n}\mathfrak{c}1(^{\backslash }1^{\cdot}(^{\backslash }\backslash ^{-(^{1}}1^{\cdot}\}l_{\wedge}. .\mathrm{s}\in S. \mathrm{S}n1^{\rangle}1)$ ($\mathrm{S}e\mathrm{t}_{1}1_{1_{\dot{c}\backslash }}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathfrak{c}\cdot 1_{1}\iota\cdot\in C$ cUlCl.l $*\in E^{\mathrm{x}}$ .
tlle $\mathrm{f}\iota\iota 11(\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11tarrow\langle T(t).\mathrm{t}, .\iota^{\mathrm{x}}\rangle$ is ill $D$ . Let $\{/(..,, \}$ be a se( $\downarrow^{\iota\iota}(111((^{\backslash }$ of

$\cdot$

llleans $011D\mathrm{s}\iota\iota(11$

tllat , $1\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111}}||l^{\mathrm{t}_{\}}}7-l_{\sigma \mathit{1}^{(}\}}^{*}1||=0\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{c}\backslash \prime \mathrm{c}\mathrm{l}\cdot.\backslash \mathfrak{l}\mathrm{s}\in S.$
$\mathrm{s}_{\iota 1}1^{\mathrm{J}}1$)($\mathrm{S}\mathrm{C}.\iota_{1}=1^{\cdot}\in C$ alld $\{‘?,l\}$ is givell $]$ )$)$

$\mathrm{t}_{/1}+\iota=\zeta|_{\}},.\uparrow,[]+(1-\zeta|,\})T_{1_{\}}},,\},l$ for $(^{\tau}\}^{-}(\mathrm{Y}1^{\cdot}.)\uparrow’\geq 1_{\}\backslash \backslash \cdot 1_{1\mathfrak{c}}\backslash 1^{\cdot}\mathrm{C}\{\zeta|_{)},\}$ is a sequellce ill $[0.1]$ . If $\{\mathrm{c}\}_{\mathrm{t}},\}$

$\mathrm{i}_{\tau}^{\mathrm{c}})$ (lloscll so tllat $\zeta(_{1},\in[(), \prime\prime]\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ sollle $\mathrm{C}l$ witll $()$ $<\mathrm{c}/<1$ , tllell $\{(,\mathrm{t}\}\mathrm{t}\cdot 011\backslash ^{r}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{C}\mathrm{s}$ weakly to a
((llllllon fix$(^{\backslash }(11)(\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$ of $T(t).t\in S$ .

$p_{?\mathit{0}\mathit{0}}f$. $\backslash /\backslash /(^{\backslash }-\dot{c}1,\mathrm{S}\mathrm{S}\iota\iota 111(^{1}$ tllat $E$ satisfies $0_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1’ \mathrm{s}((11$ ( $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ . Let $?\{\mathrm{I}|$) $e$ a (($111111011$ fixecl $1$) $(\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$

of $T(t\grave{)},$ $t\in S.$ $\mathrm{T}11$ ( $11$ , as ill tlle $1$) $1^{\cdot}$( $\mathrm{o}\mathrm{f}$ of Lelllllla $4.3$ . $,1\infty 1\underline{\mathrm{i}1}11||\iota$

”$\}-?l’||$ cxists. As ill tllc $1$) $1^{\cdot}(\mathrm{o}\mathrm{f}$

.

of Lenuua 4.3, xvc $111_{(}\mathrm{i}]’$ a.ssulllc tllat $C$ is bollllded. $\mathrm{A}11(1$ sillce $E$ is $1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{f}4_{\mathrm{C}\mathrm{X}}\mathrm{i}\backslash r\mathrm{C},$ $\{x_{l},\}$ lnllst
(( $\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}$ a $\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{t}|$) $\mathrm{s}()(1^{\iota \mathrm{c}\mathrm{n}(\mathrm{e}}\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}(1_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}11\backslash ’$( $1^{\cdot}\mathrm{g}e\mathrm{S}11^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{a}1_{\backslash }r1.\backslash \cdot$ to a $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{f}$ in $C$ . So, let $\{/\iota_{l\downarrow i}\}\mathrm{a}11(1\{\iota^{2},\}j\}$

bc $\mathrm{t}\backslash 1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{S}\iota 1$) $\mathrm{s}e\mathrm{c}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{C}e\mathrm{s}$ of $\{.\iota,\}\}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}(11\mathrm{t}11\mathrm{a}\mathrm{f}_{l}.\uparrow,1j-\wedge.|$ $\mathrm{a}11(1$
$|:.,$

} $j-\wedge.2$ . Thell, fioln Leninla 4.3
we llave tllat $\sim|\wedge$ alld $,\wedge.2\mathrm{a}1^{\cdot}e$ (ollllnoll $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{X}\mathrm{c}(\iota_{1^{)\mathrm{O}}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f},(,,$ of $T(t),$ $t\in S.$ $\mathrm{N}e\mathrm{x}\{.!$ we sllow $\wedge.\rfloor=\wedge\vee \mathit{2}$ . If
not, fioln $\mathrm{O}_{1)}\mathrm{i}\mathrm{a}1’|\subset,i$ condition,

$1|1\underline{\mathrm{i}_{\mathfrak{U}1\infty}}||_{l’}.,1-\wedge\sim 1||$ $=$ $\uparrow.arrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{D}}1||.\mathrm{t},\cdot\{_{(}-\wedge\sim 1||$

$<$
$i-\infty 1\mathrm{i}_{\ln||.\iota,\iota_{j}}\prime \text{ノ}\cdot.-\wedge\vee\cdot\underline{y}||=,1\underline{\mathrm{i}_{11}}1||_{\mathrm{t}_{)1}}|\infty-\wedge.\underline{)}||=_{j}1\underline{\mathrm{i}_{111\infty}}||J^{\cdot}n_{j}-’\cdot\sim\underline{9}||$

$<$
$j-^{11}\infty 1\mathrm{i}1||_{\mathit{1}:}.,\}j-\wedge\vee|||=\}|\infty 1\underline{\mathrm{i}1}11||_{1}\cdot,l-\wedge\cdot|\vee||$ .

Tllis is a $((11\mathrm{t}1_{\dot{C}})(\iota \mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}11$ . $\mathrm{H}(^{1}11\mathrm{C}\mathrm{C}$ . $\backslash \backslash ^{\mathrm{v}}\mathrm{c}(])\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\iota_{l},-.(/()\in F(S)$ .
Noxv we assullle $\mathrm{f}\mathrm{h}_{\dot{c}}$) $\mathrm{t},$ $E$ has a $\mathrm{F}_{\mathrm{l}\mathrm{C}(}\text{ノ}\cdot \mathrm{h}\mathrm{C}\mathrm{t}(1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\cdot \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{c}11\mathfrak{s}\mathrm{i}\mathrm{a}]_{)}1$($\backslash$ 1101111. As in tlle $1$) $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{f}$ of Lcnlnia 4.3.

lve nlay $\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{n}1(^{1}$ that $C$ is $1\mathit{3}O\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{l}e\mathrm{C}1$. So. tllere ( $\mathrm{x}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{t}_{\mathrm{c}}\mathrm{S}}$ a $\{\mathrm{s}’ \mathrm{t}\mathrm{l}1$ ) $\mathrm{S}(^{\backslash }\mathrm{c}_{1}n\mathrm{C}11(\mathrm{e}\{_{\backslash }\iota\backslash ,,\}_{j}\}$ of $\{_{\backslash }\mathit{1}$

”

$\}$ } $\mathrm{s}\iota(\mathrm{h}$

$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}.\iota_{1_{1}},$ . $-\iota_{\mathrm{t}\mathrm{J}}J$ . Tllell, fiolll Lelnllla $4.3$ . $\backslash \backslash (^{\backslash }(\mathrm{I}\supset \mathrm{t}(\dagger \mathrm{i}11/l0\in F(S)$ . $\backslash 1^{\gamma}e1\backslash 1\vee 1(\backslash 1^{\cdot}F(S)\subset F(T_{1l})$ for
$\mathrm{Q}1^{-}(^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{v}?I\geq 1$ alld llence

,
$\bigcap_{l=\rfloor}^{\infty}\overline{\mathrm{C}^{\prime 0}..}\{S\}71\uparrow$ : $?7’\geq?l$ } $\cap F(S)\subset,|=\mathrm{J}\cap\overline{(o}\{S_{71}\mathrm{t}\infty.., : ?\mathfrak{l}?\geq?\iota\}\cap,1=\bigcap_{1}^{\infty}F(T_{1}, )$ .

$\mathrm{F}_{1()111}[32]$ , xv $e1_{1_{\dot{(}})1\mathrm{c}\omega}( \mathrm{I}\iota’ S,\}\backslash ?\cdot)=\bigcap_{?1=\mathrm{l}}^{\infty}\overline{\mathrm{c}\cdot \mathit{0}}\{S,\}|\cdot \mathrm{t}$ : $7l\mathrm{i}\geq?l$ }, $\backslash \backslash ’\cdot 1_{1(1}$)
$\mathrm{c}\omega_{\iota 1},(S_{1},.\mathrm{t}\cdot)$ is tlle set of all $\backslash \backslash \gamma \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\overline{\mathrm{c}}$

lilnit $1$)( $\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{f}|\mathrm{s}$ of $|\mathrm{s}’\iota\iota 1\mathrm{j}\mathrm{s}e\mathrm{c}_{1}\mathrm{t}(^{\backslash }11((\backslash \mathrm{s}$ of tlle scquellce $\{S_{\uparrow’ 1}. : ?’ =1,2, \ldots\}$ . So, fion] Lelllma 4.1,

$\backslash \backslash \gamma \mathrm{c}$ llavc $\{\uparrow J0\}=,\iota=\bigcap_{\rfloor}^{\infty}\overline{\mathrm{C}\mathrm{o}}\{S,|)\mathrm{i}:’/l\geq’\iota\}\cap)l=|\cap F(\tau_{1}\infty, )=,\bigcap_{1=\mathrm{I}}^{\infty}\overline{((j}\{s,,, 1^{\cdot} : ?ll\geq?l\}\cap F(S)$ . $\mathrm{H}\mathrm{c}\mathrm{n}\mathfrak{c}.\mathrm{c}_{\wedge}$.

$11^{r}\mathrm{e}()1)\mathrm{t}_{\dot{\mathrm{c}}}\mathfrak{i}\mathrm{i}11\mathrm{t}_{\}\}}’-\{J\mathrm{t}\mathrm{J}\in F(S)$ .

Lelluma 4.5. Let $E\rceil$) $(^{\backslash }$ a $\mathrm{s}\uparrow \mathrm{i}\mathrm{i}(\mathrm{t}\mathrm{l}.\mathrm{t}\cdot(011)"(^{\backslash }\mathrm{x}\mathrm{B}\mathrm{a}11\mathrm{a}\mathfrak{c}\cdot 1_{1\mathrm{s}},\mathrm{l})\mathrm{a}$( $\mathrm{c}\mathrm{a}11(1$ let $C^{\mathrm{t}}$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{I}1)1^{)}\mathrm{t}\mathrm{J}^{\prime \mathrm{C}}$ olnl)ac $\mathrm{t}$

(($11\backslash \cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{s}\iota \mathrm{t}\rceil_{)\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{t}}‘$ of $E$ . Let $T\rceil$ ) $\mathrm{c}$ a $11011\mathrm{c}\mathrm{X}1^{)_{\dot{\mathfrak{c}}}}\iota 11\mathrm{s}\mathrm{i}_{\lambda’}!(\backslash 111_{\dot{\zeta}}\iota 1)1^{\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{D}}\mathrm{g}$ of $C’$ illto E. Thcll, we have

$\}1\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111(}}.\mathrm{t}\cdot l)-\tau_{\mathrm{t}_{)1}}.\cdot)=y$ $\mathrm{a}11(1 .1,\}$

In $1^{)\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{t}}}1\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{a}1^{\cdot}$ ,

$’|1\underline{\mathrm{i}}\mathrm{n}\mathrm{l}\infty||?\cdot’\}-T\uparrow.,\iota||=0$ $(.111(\iota 1_{)},\cdot-.\mathit{1}^{\cdot} \mathrm{i}_{111}1^{1\backslash }).\cdot$ $\mathrm{t}l\in F(T)$
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Lemma 4.6. Lct $E$ bc a $\mathrm{s}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{t}}1_{\mathrm{Y}}((111^{I}\mathfrak{c}\backslash \mathrm{X}\mathrm{I}3\mathrm{a}11\mathrm{a}\mathrm{C}1_{1\mathrm{q}},’ 1)\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{c}$alld let $C\mathrm{I}\supset \mathrm{c}$ a nonenlpty $\mathrm{C}\mathrm{O}1111^{)\mathrm{a}\mathrm{c}}\mathrm{t}$

convex $\mathrm{s}\iota 1$) $\mathrm{S}$ ($\mathrm{l}\mathrm{t}$ of $E$ . Let $0<l$) $\leq t_{11}\leq \mathrm{c}<1\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}e)^{-}\mathrm{e}1^{\cdot}.\backslash r’?l\geq 1$ allcl ct $\geq 0$ . Suppose that
$\{.\iota\cdot,\}\}_{11=1}^{\infty}$ fllltl $\{y,\}\}_{1’=1}^{\infty}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{C}\mathrm{s}e(1\iota \mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{C}\mathrm{s}$ of $c^{l}\mathrm{S}1\iota(\mathrm{h}\mathrm{t}1_{1_{(}\mathrm{t}}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{i}1l111-,\mathrm{C}_{)}\iota\infty 11^{)||:}1.,l||\leq\Gamma l. 1\mathrm{i}_{11}1^{\mathrm{t}},\mathrm{i}^{1}||-\infty\iota\iota 1)||y,\mathfrak{l}||\leq$

(( and
$’|-1\mathrm{i}_{1}11\infty||f,\mathrm{t}\iota\cdot,\}+(1-f_{\iota},)y,1||=rl$ . $\mathrm{T}11e11$

}

$’\infty^{1||}1\underline{\mathrm{i}_{11}}.\uparrow.\prime 1-(J_{1},||=0$ .

Lemllla 4.7. Let $E$ be a $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\cdot \mathrm{t},1.1_{\epsilon}^{\cdot}$ (($11\backslash ’\cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{I}3\dot{c}111\mathrm{a}(11s_{1^{)\mathrm{a}C}\prime}e$ . let $C[)\mathrm{e}$ a llonelllpty $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{c}},$

)
$\mathrm{C}\mathrm{c}1$

$(\mathrm{o}\mathrm{n}\backslash \cdot\epsilon^{\backslash }\mathrm{X},\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{l}1)\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}$ of $E$ and let $S1\supset \mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{e}111\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}0\iota_{1^{)}}$ . Let $S=\{T(t) : t\in S\}1\supset \mathrm{e}$ a $11\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{Q}\mathrm{x}1$) $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\mathrm{c}$

scllliglol\iota l) (11 $c_{\mathrm{S}\mathrm{t}1(}\cdot \mathrm{h}$ that $\bigcup_{t\in,\mathfrak{q}},T(t)(C)\subset K\subset C$ for $\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{e}$ (olnl subset IV of $C$ . Let. $D$

$|)\mathrm{c}$ a ,$\mathrm{S}’ \mathrm{t}1$) $\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{a}(}}\cdot \mathfrak{c}\backslash$ of $D(S)(\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}$ (onstallts all(1 invariant undcr cvcr.$\backslash ’\cdot l_{\sigma,}.s\in S$ . $\mathrm{S}\iota\iota 1$) $1^{)}(\mathrm{S}’ \mathrm{e}$

that $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{C}_{(}1\mathrm{C}11\iota\cdot\in C\mathrm{a}11(1.\iota^{\star}\in E^{\star}.$ tlle $\mathrm{f}_{11}11\mathrm{C}^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{D}tarrow\langle T(\dagger)_{X}.x^{*}\rangle$ is in. $D$ . Let $\{l^{l_{1}},\}$ be
a ,$\backslash ’(^{\backslash }(1^{1}1\mathrm{C}\backslash _{1}1(\mathrm{C}$ of $111(^{\backslash }\mathrm{a}11\mathrm{S}\mathrm{O}11D\mathrm{s}\iota\iota(1_{1}\mathrm{t}_{1}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}l1\underline{\mathrm{i}_{\ln_{\wedge}\infty}}||l’,\{-l_{\backslash }^{\mathrm{x}_{l^{/_{1}}}},||=$

$()$ $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}(^{\backslash }1’ \mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{y}s\in S$ . Suppose
$.\iota_{1}=.\iota\cdot\in C$ all(1 $\{.\iota\cdot,1\}$ is $\mathrm{g}\mathrm{i}\backslash ^{\tau}\mathrm{C}11|$)$.\backslash .’ \mathit{1}_{\}1+1}=(\iota,,$ $\iota\cdot,$

}
$+$ ( $1$

$-(|_{\}1})\tau_{/l_{\mathrm{t}^{}}},\mathrm{t}:_{1}.$, for $\mathrm{C}1\prime \mathrm{C}1^{\cdot}.$) $??\geq 1,$ $\tau 1^{r}\mathrm{h}_{\mathrm{C}}1^{\backslash }\mathrm{e}$

$\{c\}_{l},\}$ is a $\mathrm{s}\mathrm{c}^{\backslash }(1\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{c}11(\mathrm{c}$ ill $[0,1]$ . If $\{c|_{1},\}$ is (llosell so tlla( $\zeta|,\mathrm{t}\in[0, \mathrm{c}/]$ f.ol$\cdot$

$\mathrm{s}\mathrm{o}111\mathrm{C}\mathrm{C}(1\backslash \cdot \mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}0<Cl<1$ ,
$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{c}11.1_{\mathfrak{l}j},arrow.lJ\mathrm{t})\mathrm{i}_{111}1)1\mathrm{i}e,\mathrm{S}.l/0\in F(S)$ .

$P\uparrow(yof(Sl_{|i}cf,C/,,).$ $\mathrm{F}1^{\cdot}(1111\backslash /\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{z}\iota 1^{\cdot}’ \mathrm{s}\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}\mathrm{o}1(}\backslash \mathrm{n}1[10]\}\overline{CCJ}(\{.\mathit{1}_{\rfloor}\}\cup 1\in S\cup\tau(t)(C’)\mathrm{I}$ is a $\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{m}_{1}$)$\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}$

$.\mathrm{s}n\mathrm{I})_{1}\mathrm{C}t,$ ( $\mathrm{t}$ of $C$ colltaining {.1,}}. $\mathrm{p}_{\mathrm{u}\mathrm{t}_{}}\mathrm{t}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}l\mathrm{t}I=2_{1}^{\mathfrak{c}_{\wedge}},,1\mathrm{t}-\in \mathrm{c}1$ ), $||\wedge.||$ , thcn as in thc $1$) $1^{\cdot}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{f}$ of Lenlma 4.3,
$\mathrm{x}\tau^{\mathcal{T}}\mathrm{c}\mathrm{o}1_{2}\mathrm{t}_{\mathrm{d}}$. $\mathrm{i}\mathrm{n}$

$||T(t)_{\mathrm{t}}\backslash ’.\prime l-$ $\backslash ?_{\}},\cdot||\leq 2_{C1_{1-}\iota^{/}},-]I+||\tau(t)\tau_{/l_{ll}}\prime \mathrm{t}-1^{\backslash }.,\mathrm{t}-\rfloor-\tau \mathrm{t}_{\mathrm{v}1-\mathrm{l}}.\gamma/\cdot|\mathrm{t}-1||$ . (20)

$\mathrm{F}1^{\cdot}0111$ tlle $\mathrm{C},;\mathrm{t},1^{\cdot}\mathrm{i}(\mathrm{t}\mathrm{l}.\backslash \langle(11\backslash \gamma \mathrm{c}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}.\backslash r’$ of $E$ anel (( $1111^{)}\mathrm{a}(\mathrm{t}11\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{s}$ of C., wc call $1^{)1\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{h}_{\dot{\mathfrak{c}}}}1\mathrm{t}$

$,1\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1,(.’\backslash 1/\in c\prime 111^{)}||T(\dagger)T,,y-/\}T,,y/\}||=0$

$\iota \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\cdot \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ in $t\in S$ . (21)

$\mathrm{F}_{\mathrm{l}\mathrm{o}\coprod 1\mathrm{t}\mathrm{o}1}111)\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}11\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{s},$ $\{_{\backslash }?_{\gamma\iota}\}$ nmst tolltain a $\mathrm{s}\iota 1$) $\mathrm{s}\mathrm{C}\mathfrak{c}1\iota\iota e11\mathrm{C}\mathrm{C}$ which $\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{n}\backslash \tau \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{s}$ to a $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ in $C$ .
$\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{s}\iota \mathrm{t}111\mathrm{c}.?_{)}$

”

$iarrow.l/0\cdot$ Thcll, sillce $0\leq\zeta|_{n}\leq\zeta|<1$ . we $\mathrm{h}\dot{\mathfrak{c}}\iota\backslash \Gamma \mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}!11\inf\alpha_{\mathit{1}}l-\infty’ i=0$ or $1>$ ct $\geq$

$1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\inf_{j-\infty}((_{1j},>0$ . If $1 \mathrm{i}\mathrm{n}1\inf_{\dot{\mathrm{l}}-\infty}$ a $llj=0$ , then $\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C}$ exists a $\mathrm{s}\mathrm{t}113\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{c}_{1}1\iota \mathrm{C}11\mathrm{C}\mathrm{c}\{\alpha_{1jj},\}$ of $\{0,,i\}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}\cdot \mathrm{h}$

tllat $\zeta|,,j_{j}arrow()$ as $jarrow\infty$ . So. $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}\ln(20)$ and (21)

$j\infty\underline{1\mathrm{i}1}11||\tau(f).\mathrm{t}\cdot\prime 1_{(}i-1_{1jj}^{\cdot},||=0$ . (22)

$\mathrm{T}11\mathrm{C}11,$ $\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }$($111$ (22) and $\mathrm{L}_{\mathrm{C}\mathrm{n}1}111\mathrm{a}4.5$ , wc have tllat $y_{0}$ is a $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ fixccl $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}_{11\mathrm{t}}$ of $T(t),$ $t\in S$ .
Ill $\mathrm{t}11\mathrm{C}$ (

$\mathrm{a}_{\mathrm{L}}\mathrm{s}\mathrm{e}\backslash 1^{\cdot}1_{1e}\mathrm{n}1>\Gamma l\geq 1\mathrm{i}_{11}1\ell-\infty\inf C$(,$\}i>0$ . let, $l\mathrm{t}^{1}]$ ) $\mathrm{e}$ a $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}$ fixcd $1$) $\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $T(t),$ $t\in S$ .

Then, $\mathrm{a}\mathrm{s}^{1}$ ill the $1$) $1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{f}$ of
$\cdot$

Lelnnla $4.3,$ $,\iota\infty 1\underline{\mathrm{i}1}11||\prime I^{\cdot},\iota-?\{’||$ cxists. Put, $\mathrm{c}\cdot=,\iota\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}\mathrm{l}||x_{l},-u|||$ . Sincc
$||\tau_{/1}.l’,\cdot’)-?\mathrm{t}’||\leq||.?_{71}.-\uparrow\{!||,$ $\mathrm{t}1^{\prime \mathrm{C}}- 1_{1\dot{c}1}\backslash ^{-\mathrm{c}}$

$1\mathrm{i}\mathrm{n}1,\mathrm{q}’\iota \mathrm{t}1)||\tau_{/\prime_{\iota}},\cdot \mathrm{t}_{\mathrm{t}},?l-\infty’-(()||\leq 1\mathrm{i}\mathrm{n}1\mathrm{S}1\mathrm{t}1^{)||X_{)}}||-\infty’-u’||=c$. (23)

$\mathrm{F}_{\mathrm{t}11}\cdot \mathrm{t}\mathrm{h}_{\mathrm{C}1}\backslash$ , we havc

$,1-\infty 1\mathrm{i}111||C|_{\}\prime}(T_{\iota_{)\mathrm{t}}\cdot\prime},?.\mathrm{t}-\downarrow\iota^{\}})+(1-C1,)(.1^{\cdot}l1-\iota\{1)||$ $=$ ,$\gamma\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111|}}|.?.)’+1-u’||$

$=$ (.. (24)
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So, $\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}1(23),$ (24) and $\mathrm{L}_{\mathrm{C}1}11\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}4.6,$ $\backslash 1^{\cdot}\mathrm{C}11\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{C}$

$i-\infty 1\mathrm{i}_{1}11||T,1l\cdot.,1\}[] jj-.?i_{\mathrm{t}_{(}},||=()$ . (25)

$\mathrm{S}\mathrm{i}_{11}(.e$

$||T(t)_{?}.\cdot,\}-.1_{ll}^{\cdot}||$ $\leq$ $||T(t).\iota,\cdot 1-T(f)T_{ll)\}|},.\iota\cdot||+||\tau(t)T,_{1\}},.|l(-T_{l^{\backslash }},,,\mathrm{q}_{1\}}.||+||T,,\backslash \mathrm{t}1_{1}^{\cdot}\}\iota-.\mathrm{t}_{\iota},.||$

$\leq$ $2||\tau_{l_{l\}}},.1^{\cdot},,$ $-.\mathrm{t}\cdot,1||+||T(t)\tau,,\cdot\iota l_{\}}$ ”} $-\tau_{1_{?\}}},.\mathrm{t}:,|$
)

$|$ ,

fioll] (21) $\mathrm{a}11$ ($1(25)$ . xvc $11\dot{c}\backslash$) $(\backslash$

$\mathrm{i}-^{11}\infty 1\mathrm{i}1||T(t)_{\mathrm{t}}.\cdot,[]_{j}-\iota_{1j}..,||=0$ . (26)

$\mathrm{T}1_{1\mathrm{Q}1}\cdot \mathrm{e}\mathrm{f}()1^{\cdot}(\backslash , \mathrm{f}_{1}.()111(26)\mathrm{a}11(1$ Lclllllla 4.5, $1\backslash \cdot$( $11\mathrm{a}\lambda\cdot e$ tllaf.t/\iota ) is a ($.0111111()11\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{X}\mathrm{c}\mathrm{c}|1^{\mathrm{J}\mathrm{O}}\mathrm{i}11\mathrm{t}$ of $T(t).f\in$
$S$ . 1

$\mathrm{I}\backslash \uparrow_{O\backslash \tau}-\tau 1- \mathrm{C}\mathrm{e}\cdot \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}1)1^{\cdot}()1\prime \mathrm{C}$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}$ ) $\mathrm{l}(()111^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}$ ( ( tllcolclll for a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{x}_{1\mathrm{C}}$) ) $11\mathrm{S}\mathrm{i}\backslash ’$ selnigl$\cdot$

olll $\mathrm{i}_{11\mathrm{S}}$ a
BallaC$11,\mathrm{S}1$) $\mathrm{a}(.0$ .

Theorem 4.8. Let $E1\supset \mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{t}\mathrm{t}}1.$)($.011\backslash (^{\backslash }\mathrm{X}\mathrm{B}\mathrm{a}11\mathrm{a}(.1_{1},\mathrm{c}_{1)i\mathfrak{i}\mathcal{K}},’..\zeta^{\backslash },$ $1\mathrm{c}\mathrm{t}_{}C1\supset e$ a nolleDllJty closccl
( $\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}\lambda\cdot \mathrm{c}\mathrm{x}$ subset of $E$ alld $1\mathrm{C}|,$ $S$ be a $\mathrm{s}\zeta^{1}111\mathrm{i}\mathrm{g}1^{\cdot}()\iota 11^{)}$ . Let $S=\{T(t)$ : $t\in S\}|$) $e$ a $\mathrm{n}()\mathfrak{U}\mathrm{C}\mathrm{X}1)\mathrm{a}11\mathrm{S}\mathrm{i}1^{\mathfrak{l}^{\vee}\circ}$

sellligl$\cdot$

o\iota ll on $C\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{t}\cdot \mathrm{h}$ that $\bigcup_{t\in,\sigma},T(t)(C^{\mathrm{v}})\subset K\subset C\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{S}}\mathrm{o}111\mathrm{e}\mathrm{c}\cdot \mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{l}\supset \mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\supset \mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{t}I\mathrm{i}^{r}$ of $C$ . Let $D$

$\rceil)\mathrm{c}$ a ,$\mathrm{s}\iota\iota 1)^{\mathrm{c}},$

) $1$)$\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ of $D(S)_{\mathrm{C}\mathrm{O}1}1\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ ( $()\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}_{1\mathrm{a}}11\mathrm{t}_{\mathrm{S}}$ alld $\mathrm{i}_{\mathrm{U}}\tau\tau i$) $1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ tllltl $e1\backslash \mathrm{c}\lambda^{r}e1^{\cdot})^{r}l_{s},$ $\mathit{8}\in S$ . $\mathrm{S}111$) $1$) $\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{C}$

tllat $\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{a}c\mathrm{h}.?\in C$ and.r* $\in E^{\mathrm{x}}$ . $\mathrm{t}11\mathrm{C}\mathrm{f}_{\mathrm{t}1}1(\mathrm{r},\mathrm{i}\mathrm{o}11tarrow\langle T(\dagger)_{\mathrm{t}:,\tau^{\mathrm{x}}}.’\backslash \cdot\rangle$ is in $D$ . Let $\{l^{\ell_{1}},\}$ be
a ,$\mathrm{C}_{)(^{\backslash }}^{}(\downarrow \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{C}11(\mathrm{C}$ of $\ln\epsilon^{\backslash }\lambda 11\mathrm{S}$ on $D\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{t}(11\mathrm{t}1_{1}\mathrm{a}\mathrm{f},$

$,|-\infty 1\mathrm{i}\ln||l$ (, $\}-l\ddagger l^{l_{\iota}},||=0$ for $\mathrm{C}\backslash ^{r}\mathrm{C}1^{\cdot}\backslash .!$

.
$.5\in$ S. $\mathrm{S}_{\mathrm{t}1}1^{)}1$) $0|\mathrm{s}\mathrm{c}$

$.l_{\mathrm{I}}’=.\iota\cdot\in C\mathrm{a}\mathrm{n}(1\{_{\mathit{1}_{tl}}.\cdot\}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{g}}\mathrm{i}_{1^{\mathit{7}}\mathrm{c}1}1|).\backslash ,\cdot.\iota\cdot,\mathfrak{l}+\rfloor=\zeta\downarrow_{\iota \mathrm{t}}.l_{1},\cdot+(1-c\iota,|)T_{l,1},.\iota’\}’ \mathrm{f}()\mathrm{r}\mathrm{C}1^{r}\mathrm{c}1^{\cdot}.\backslash \prime r\prime l\geq 1,$
$\backslash \backslash \cdot \mathrm{h}\mathrm{c}1^{\cdot}e$

$\{c\mathfrak{l}_{1},\}^{\infty}||=\rfloor$ is $\dot{(}$) $\mathrm{s}\mathrm{c}(1^{11}\mathrm{c}11\mathrm{C}e\mathrm{i}_{11}[0.1]$ . If $\{c\iota,,\}$ is ( $1_{1(\mathrm{S}\mathrm{e}}11$ so $\mathrm{t}_{}11\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\iota_{1},\in[0, (\iota]$ for,solnc $\mathrm{c}$‘ with
$0<c\iota<1.\prime \mathrm{t}_{\mathfrak{l}}11\mathrm{e}11\{.\iota_{l1}.\}\mathrm{C}\mathrm{O}111r\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot 01\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{l}.\backslash \cdot \mathrm{t}()$a $\mathrm{t}\cdot \mathrm{O}111111()11\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{c}(11^{)}()\mathrm{i}11\mathrm{t}$ of $T(t),$ $t\in S$ .

Froof. $\mathrm{F}_{\mathrm{l}\mathrm{O}11}1\mathrm{h}’\mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{z}\iota 1^{\cdot}\prime \mathrm{s}\mathrm{t},1_{1}eo1^{\cdot}\mathrm{c}111[1()]$ . $\overline{\mathrm{c}\cdot \mathrm{C})}(\{.\iota_{1}.\}\cup/\in,\mathrm{s}\cup T(t)(C))$ is a $\mathrm{c}\cdot 01111)_{\mathfrak{c}\backslash \subset}.\mathrm{t}$ subsct of $C$

( $()11\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}11\mathrm{i}_{1}\{.\iota\cdot,\}\}\cdot \mathrm{T}1_{1e1}1.,$ $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}1^{\cdot}(^{\backslash }$ exist a $\mathrm{s}\iota \mathrm{I}_{\mathrm{J}\mathrm{S}(^{s}}(1^{\iota}1$( $11\mathrm{c}\cdot \mathrm{c}\{_{\iota}\},\}\mathrm{t}j$ of
$\cdot$

tllc sequencc $\{.\uparrow$
”

$1\}$ ancl a $1$) $(\mathrm{i}_{1}1\mathrm{t}_{a}$

$.?/()\in c^{t}\mathrm{s}\iota \mathrm{t}(.1_{1}\dagger 1_{1_{(\iota \mathrm{t}}}\cdot$

$\backslash \prime l_{1}.,;arrow.\uparrow J\mathrm{u}\in C$ . (27)
So, $\mathrm{f}_{1()111}\mathrm{L}_{\mathrm{C}1111}\mathrm{n}\mathrm{a}4.\overline{\prime},$ $\backslash \backslash ^{-}e\mathrm{o}\mathrm{l}$) $\mathrm{t},\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}T(t)_{J0}.?=.\uparrow J\mathrm{t}\mathrm{I}$ for $e\backslash (^{\backslash }1^{\cdot}.\backslash \mathit{1}t\in S.$ $\mathrm{T}11\mathrm{C}11,$ $,\mathrm{c}_{)}’ \mathrm{i}11(.e\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}1(}.\backslash$ exists
$,|\infty 1\underline{\mathrm{i}_{1}}11||\mathrm{t}\mathit{1},\cdot,-.${$J0||$ alld $\mathrm{f}_{1()}.\mathrm{n}1(2_{l}^{-})\prime l\infty 1\underline{\mathrm{i}1}11||_{\mathit{1}}.:_{1},-.lJ\mathrm{t})||=\tauarrow\infty 1\mathrm{i}_{11}1||.$ } ,$\cdot 1j-.\uparrow J0||=0$ . $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{C}\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{C},$ $\{.\mathit{1}:,, \}$

( $\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}\backslash ’ \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot(1\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}$ to a collllnoll fixcd $1^{)\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\mathrm{O}}}\mathrm{n}\mathrm{f}\cdot T(7).t\in S$. 1

$\backslash 1’\cdot \mathrm{C}1_{1\mathrm{a})}\cdot e$ also a $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot(\mathrm{n}\mathrm{g}_{\mathrm{C}}\cdot \mathrm{O}11\backslash \mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{c}11\mathrm{c}\cdot e$
$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{C}11111^{r}11\mathrm{i}\mathrm{t}.11$ is ($.01\downarrow 11(^{)}\mathrm{c}\cdot \mathrm{t}\mathrm{C}\mathrm{c}1$ with $1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{S}$ of [20, $33_{J}$.

34].

Theorem 4.9. Lct $C$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}1111^{)}\mathrm{f},.)^{r}(.1_{\mathrm{o}\mathrm{s}\mathfrak{c}^{\backslash }\mathrm{c}}1\mathrm{C}\mathrm{o}11\lambda’ \mathrm{C}\mathrm{x}$subset of a tlllifol$\cdot$ llll\. convex $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}$

$,\mathrm{c}_{)1^{\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{C}()}}$

’ E. let, $S1$) $\mathrm{C}$ a $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot()|\iota 1)_{(\mathrm{t}}\mathrm{D}\mathrm{t}1$ let $S=\{T(t) : t\in S\}\rceil)\mathrm{C}$ a llOllcxl)allsi\’c Scllligl.$()$ \iota llJ on
$C;_{7}’ \mathrm{t}1$ (11 tllat $F(S)\neq\psi$ . Let $D|$) $\mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\iota\iota|$ ) $\mathrm{s}1^{)_{\dot{c}}}1\mathrm{C}\circ()\mathrm{f}\cdot D(S)(.()1\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{C}\mathrm{O}11\mathrm{s}\mathrm{f}_{}\mathrm{a}11\mathrm{t}_{\mathrm{S}},$alld $\mathrm{i}\mathrm{n}\backslash r\urcorner\zeta 1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}$

$1111(1\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{c}\tau^{-}\mathrm{c}1^{\cdot})-l_{9},$ $,\mathrm{s}\in S.$ $\mathrm{s}_{11}1^{)}1)(\rangle \mathrm{s}\zeta\backslash \mathrm{f}_{\mathfrak{l}}11\mathrm{a}\uparrow\int \mathrm{f}\iota)1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{c}\cdot 11.1^{\cdot}\in C’$ and $\iota^{\star}\in E^{*},$ $\mathrm{t}1_{1\mathrm{C}}\mathrm{f}_{\mathrm{t}1}11\mathrm{C}\mathrm{t},\mathrm{i}_{0}\mathrm{n}tarrow$

$\langle T(t)_{\mathrm{t}}.\cdot.\backslash ?^{*}\rangle$ is ill $D$ . Let $\{\mathit{1}^{l,l}\}|)\mathrm{c}$ a ,$\mathrm{C}_{)(^{)}}^{1}\mathrm{c}\downarrow\iota 1\mathrm{C}11(\mathrm{C}$ of lllcaJls on $D\mathrm{q}_{1}\iota \mathrm{c}11$ that,
}

$|\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1||ll_{1^{-}},l_{S}^{*}l^{(}?1||=0$
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$\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ every $6\in S$ . Let $F|$ ) $\mathrm{e}\mathrm{t},1_{1(^{s}\mathrm{n}1}(\backslash \mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}(1)1^{\cdot}\mathrm{O}.|(\backslash (\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of $C$ onto $F(S)$ . $\mathrm{s}_{\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{p}\mathrm{P}^{\mathrm{O}\mathrm{S}\mathrm{c}}}$ that $\{_{4}\mathrm{t}_{l1}’\}$ is
given $\rceil$ )$.\backslash _{l}.1^{\cdot}1\in C\mathrm{a}\mathrm{l}1(1.\mathit{1}_{\}’+1}=\zeta\iota,\mathfrak{j}\cdot\iota\cdot l\iota+(1-(|,1)T_{\downarrow\}1},.?\cdot,,$

$\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ all $’\geq 1,$ $\mathrm{w}\mathrm{h}_{\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{e}}\zeta \mathfrak{l}’\prime 7\in[0,1].$ Thell,$\cdot$

the
}

$|\infty 1\underline{\mathrm{i}\mathfrak{U}}1P.l\cdot,te\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}^{\mathrm{c}},,$ )’ and ,,$1\underline{\mathrm{i}_{111\infty}}P^{\gamma}\backslash \mathrm{t}\cdot l1=\wedge.(),$
$\backslash \backslash \cdot 1_{1}\mathrm{C}1^{\cdot}e\sim()\wedge$ is a $\iota 11\mathrm{i}(1^{1\iota \mathrm{C}}$ clelllcllt of $F(S)$ such t,ha $\mathrm{t}$

$l|\infty 1\underline{\mathrm{i}_{111}}||_{l}.\cdot)|-\wedge\vee\cdot()||=111\mathrm{i}11\{1’|\infty\underline{\mathrm{i}1}$) $1||.\uparrow_{\}},\cdot,$ $-\iota\{^{f}|| : \iota\iota’\in F(s)\}$ .

$\backslash \iota_{(^{\backslash }}- 11\mathrm{a}\backslash (\backslash$ also $\mathrm{t}11\mathrm{e}^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}1_{1}\mathrm{e}\mathrm{o}1^{\cdot}(\backslash 111\backslash \backslash ^{\vee}1_{1}\mathrm{i}(11$ is (($1111\mathrm{c}(\mathrm{t}(^{\backslash }\mathfrak{c}1\backslash \mathrm{v}\mathrm{i}\dagger 11\mathrm{T}1_{1}\mathrm{c}\mathrm{o}1^{\cdot}e1\mathrm{U}\mathrm{s}4.4$ and 4.9.
Theorem 4.10. Let $E$ be a tlnif($1^{\cdot}\mathrm{D}11.\backslash ^{r}’((\mathrm{U}1^{\mathrm{v}}e\mathrm{X}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{C}\eta_{}(11$ sly $\mathrm{a}\mathcal{L}\mathrm{C}$ which satisfies $\mathrm{O}\mathrm{p}\mathrm{i}\dot{\epsilon}11’|\mathrm{S}$ con-
ditioll and let $C$ be a $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{m}_{1^{)}}\mathrm{t}.\backslash .\prime \mathrm{c}\cdot \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{c}(1$ ( $(11\backslash \mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{X}\mathrm{s}\iota 11)^{\mathrm{C}}‘$

”
$\mathrm{c}\mathrm{f}$, of $E$ . Let $S|$ ) $\mathrm{c}$ a $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}o\mathrm{t}1^{)}$ . Let

$S=\{T(t) : t\in S\}$ be a $11\mathrm{O}11\mathrm{c}\mathrm{x}1^{)}\mathrm{a}\mathrm{n}\downarrow \mathrm{S}$ive scllligl$\cdot$

(lll) on $C\mathrm{s}\iota\iota(\mathrm{h}$ that $F(S)\neq\emptyset$ allcl lct $D$

$\rceil)\mathrm{e}$ a ,$\mathrm{s}\iota 1$) $\mathrm{S}\mathrm{l}$) $\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ of $D(S)((\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}$ ((llst,antl’s $\mathrm{a}11(1\mathrm{i}11\backslash \gamma \mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{d}}$nnt tlllcler $\mathrm{e}\backslash \mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{y}l_{\mathrm{L}}\mathrm{s},$ $s\in S.$ $\mathrm{S}\mathrm{u}_{1^{)-}}$

$1)\mathrm{o}\mathrm{s}e$ that $\mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{a}c1_{1}.?\in C$ and .? $\star\in E^{\mathrm{x}}$ . $\mathrm{t},\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{f}_{\mathrm{l}111(}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}()11tarrow\langle T(t)x., \mathrm{t}^{\text{ノ}}\mathrm{q}^{\backslash }\star\rangle$ is in $D$ . Let,
$\{l^{l_{\mathrm{t}}},\}$ bc a sequence of $111()\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}$ on $D,\mathrm{C}_{)}^{1}\iota\iota(11\mathrm{t}11_{\dot{C}})\mathrm{t},l\infty 1\underline{\mathrm{i}_{11}}1||l^{l},1-l_{\mathrm{c}}^{\star}\backslash l^{l},,$$||=0\mathrm{f}_{01^{\backslash }}\mathrm{C}1’ \mathrm{C}1^{\cdot}\backslash \backslash ’ s\in S$ .
Let $P\rceil$ ) $e\mathrm{t}11(^{)}111(^{\backslash }\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}(1)10.|\mathrm{e}\mathrm{C}$( $\mathrm{i}\mathrm{o}\mathfrak{U}$ of $C()11\mathrm{t}()F(S)$ . $\mathrm{s}_{\mathrm{t}\mathrm{t}}1^{)}1$) $()^{\epsilon}‘$”( t,llat {.],}} is $\mathrm{g}\mathrm{i}\backslash ’\cdot e11|$ )$\backslash .\gamma.\iota_{1}.\in C$

$\dot{(}111(1.1_{l1+}|=$ ( $\mathrm{t}_{\mathrm{t}1},.\mathrm{t}\cdot,+(1-\zeta|l1)T,,,,$ $\iota\cdot,\{\mathrm{f}()1^{\cdot}$ all $\prime l\geq 1,$ $\backslash \backslash \cdot 1_{1}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathfrak{t}$) $\zeta|_{1}’,\in[().\mathrm{c}\iota]$ for sonle a with
$0<\mathrm{c}\iota<1$ . $\mathrm{T}1_{1(^{\mathrm{Y}}1}1,$ $\{\iota\cdot,\}1((111^{\cdot}\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{b}^{)}$ (

$.’ \mathrm{b}’$ weakly to all $()]_{(1}$)
$11$ ($\}\mathrm{n}\mathrm{t}\wedge\vee()$ of $F(s),$ $\mathrm{t}1’\cdot 11\mathrm{C}1^{\cdot}\mathrm{C}\sim-0$

.
$=,1\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1|\infty P.!l_{1}$,

$\mathrm{a}11(1$

}

$|-1\mathrm{i}111\infty||_{I_{\}1}}.\cdot-\wedge.\cdot()||=111\mathrm{i}11\{,|1\mathrm{i}_{1}-\infty 11||.\iota_{)},\cdot-((’||$ : $(\{’\in F(S)\}$ .
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