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1 はじめに

特殊関数の計算は数理物理などでよく遭遇する。 Bessel 関数、 Gamma関数
などよく出てくる関数を始めとして、 それぞれの計算法は独立に発展してきた。
ここで扱う合流型超幾何関数は次の Kummerの方程式の 1っの解として定義さ
れる。

$zw’+(\prime b-Z)w-\prime aw=0$ . (1)

次のように表される

$U(a, b, z)= \frac{1}{\Gamma(a)}\int_{0}^{\infty}e^{-}t^{a}zt-1(1+t)^{b1}-a-dt$ (2)

この表示は $R\epsilon(a)>0,$ $Re(z)>0,$ $b\in C$ で明らかになり立つ。 $a,$ $z$ の他の領域
には解析接続によって定義することができる。 一般に, つまり –般め a と $b$ の値
に対しては $z=0$ で特異である。

$a=0,$ $-1,$ -2, にたいしては $U(a, b, z)$ は Laguerre polynomials によって
書かれる。

$U(-n, \alpha+1, z)=(-1)^{n}n!L^{(}n\alpha)(z)$ (3)

もし $b-a-1=n,(n=0,1,2, \cdots)$ であるならば それは $U(a, b, z)$ を Elementary
functions に導く。 (2) より

$U(a, a+n+1, x)= \frac{1}{\Gamma(a)}\int_{0}^{\infty}e^{-xt}ta-1(1+t)n_{dt}$

$= \frac{1}{\Gamma(a)}\sum_{k}\int_{0}^{\infty}e^{-xt}ta-1tdk.t$

$= \frac{1}{\Gamma(a)}\sum_{k}\frac{1}{x^{a+k}}\Gamma(a+k)\int_{0}^{\infty}e^{-c}\sim(\frac{\zeta}{x})a+k-1_{\frac{d\zeta}{x}}$

$= \sum_{k}\frac{1}{x^{a+k}}\frac{\Gamma(a+k^{\backslash },\prime}{\Gamma(a)}$
.

一致の定理より x-平面で–致すれば全体で–致する。 ゆえに

$U(a, a+n+1, z)=k= \sum_{0}^{n}(a)kz^{-a-}k$
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関数 $U(a,b, z)$ は Kummer’s equationの 1つの解である。 2番目の解は次の関数

で示される。

$M(a, b, z)= \sum_{=n0}^{\mathrm{w}}(\frac{(a)_{n}}{(b)_{n}})\frac{z^{n}}{n!}$ (4)

そしてこれはすべての有限な zの値に対して正則である。

2 三項漸化関係

関数 $U(a, b, z)$ と $M(a, b, Z)$ は $a$ と $b$ に関しては漸化式の関係を満たす。 $a$ に関

しては

$f_{a-1}+(b-2a-z)fa+a(1+a-b)f_{a+1}=0$ (5)

これを満たすのは

$U(a, b, z)$ , $\frac{M(a,b,z)}{\Gamma(1+a-b)}$ (6)

である。 $b$ に関しては漸開式は

$(b-a-1)fb-1+(1-b-z)f_{b}+zf_{b+1}=0$ (7)

であり, 解は

$U(a, b, z)$ , $\frac{\Gamma(b-\mathit{0})}{\Gamma(a)}M(a,b, z)$ (8)

である。

これらは $a,$ $b$ をパラメータとする関数である。 $a$ と $b$ の値の組み合わせによっ

て $U(a, b, z)$ は他の特殊関数を導き出凱 たとえば a $= \mu+\frac{1}{2},$ $b=2\mu+1,$ $z=2z$

とするとき
$U(a, b, z)=\pi^{-\frac{1}{2}}e(x2z)^{-}\mu K(\mu)z$

$a=-n,$ $b=\alpha+1$ , z=zのとき

$U(a, b, z)=(-1)^{n}n!L\alpha(nZ)$

$a=1-\cdot a,$ $b=1-\alpha$ , z=zのとき

$U(a,b, z)=e^{z}\Gamma(\alpha, z)$

などである。

通常それぞれの関数に応じて計算法は細かく細分されているが、 三項漸化式
の数値解法の立場から–般的な計算法を試みる。

93



3 計算法

計算法として 2つの方法を試みる。
1. 斉次三項漸化式にたいするアルゴリズム (Deuflhard アルゴリズム)

十分大きな $n$ に対して式が次のように書けるとする.

$M_{n}\mathrm{u}=(n)\mathrm{r}(n)$

ここで行列 $M_{\tau\iota},$ $\text{ベクトル}u^{(n}$), $r(n)$は次の形である.

$M_{n}=.$ ,

$\mathrm{u}^{(n)}=$
.

$(uu^{(n},\cdot\cdot, u^{(})^{T}(0’ 1n)).nn)$ ,

$\mathrm{r}^{(n)}=(\mathrm{o}, 0, \cdots, s)^{T}$ .
$\xi_{k}(k=0,1, \cdots, K)$ を与えられた係数としたときの次の有限和を求めることを
目的とする。

$K$

$S_{K}= \sum_{0k=}\xi ku_{k},$
$(K<n)$ .

この $S_{K}$ の近似を
$K$

$S_{K}^{(n)}= \sum_{=k0}\xi_{k}u^{(n},$
$(k)K<n)$

とする.
$M_{n}$ は正則である. そこでMnT を以下のように下三角行列と上三角行列に分

解する.

$M_{nn}^{\tau_{=L_{n}R}}$ ,

ここで

$a_{0}$

$b_{0}$

$L_{n}=\{$

偽

$c_{n-2}$ $b_{n-1}$ $a_{n}$
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$R_{n}=(1$ $p_{n}p_{1}p_{0}...\cdot)$

この $\{p_{k}\}$ は次のように計算できる.

$p_{k}= \frac{m_{k}-b_{k-1p_{k}}-1-c_{k-2}p_{k-2}}{a_{k}}$ ,

$m_{0}$

$p_{-1}=0,$
$p)=\overline{o\mathrm{o}}$ ’ $k=1,2,$ $\cdots,$ $n$ .

$L_{n}\mathrm{e}=\mathrm{a}(n)(n)$ ,

$R_{n}\mathrm{t}^{(n)}=\mathrm{e}^{(n})$ ,

そして $\mathrm{t}^{(n)}=(P_{0}^{(}n),$ $P,\cdot,$$P_{n}n))^{T}1(n)..$( とおくと

$e_{k}= \frac{\xi_{k}-b_{k-1k1}e--Ck-2ek-2}{a_{k}}$ ,

$e_{-1}=0.,$ $e_{0}= \frac{\xi_{0}}{a_{0}},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $n$ .

であり、 これより

$P_{n}^{(n)}= \frac{\mathrm{c}_{n}}{p_{n}}$

これは $S_{K}^{(n)}$ の値{\v{c}一致する.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と $P_{k-1}$の差 $dP_{k}$ については次の関係が成り立つ.

$dP_{k}= \frac{a_{k}e_{k}}{a_{k}p_{k}}-P=\frac{1}{a_{k}p_{k}}(k-1\xi_{k}-m_{k}P_{k-}+1C_{k1pk-}-2dP_{k}(k-1)(k-1).-1)$.

これに対する初期値は

$dP_{0}=0$ , $P_{0}= \frac{e_{0}}{p_{0}}=\frac{\xi_{0}}{m_{0}}$

である.

$\epsilon=|\frac{dP_{k}}{P_{k}^{(k)}}|$ .

を誤差評価として用いることができる。
2. 非斉次三項漸化式についてのアルゴリズム (長谷川のアルゴリズム)

次の三項漸化関係にたいし

$a_{k}y_{k-1}+bky_{k}+C_{ky}k+.1=d_{k}$ , $k=1,2,$ $\cdots$ ,
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$\{a_{k}.\},$ $\{b_{k}\},$ $\{Ck\},$ $\{d.k\}$ ; 実数 または 複素数,

次のような和を計算するものとする.

ん

$S_{K}= \sum_{k=0}\xi kyk$ .

ここで $\{y_{k}\}$ は条件

$\sum_{i=0}m_{i}y_{i}=x-a\equiv S$

を満たす 十分大きな $n(n>K)$ に対して, 問題を行列形式で表して次のように
する。

$A^{(n)}\xi^{I}$ $-\mathrm{o}_{1})=$ .

ここでそれぞれの要素は

$A^{(n)}=$ ,

$\mathrm{y}^{(n)}=(y_{0}^{(}, y1’\cdot, y_{n})^{T}n)(n)..(n)$ ,

$\mathrm{d}^{(n)}=(d_{1}, d.2, \cdots, s, \mathrm{o}, \cdots, \mathrm{o})^{\tau}$,

$\xi=(\xi 0, \xi_{1}, \cdots,\xi K, 0, \cdots, \mathrm{o})^{T}$.
である. $A^{(n)}$ を 2つの部分につぎのように分解する。

$A^{(n)}=B^{(n})+\mathrm{e}(n)\mathrm{r}(n)^{T}$ ,

ここで

$\mathrm{e}^{(n)_{-}}-(e_{0,e}1, \cdots, e_{n})^{T}$ ,

$(e_{k}=0 (k\neq M),\cdot e_{M^{-}}-1)$

$r^{(n)}=(\mathrm{o}, \cdots, 0, mM+2, \cdots,m)^{T}n$
’
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$B^{(n)}=$
そして $B^{(n)}$ を分解して次のようにする。

$B(n)=L(n)R(n)$ ,

$L^{(n)}=$

.

,

$R^{(n)}=$
$\backslash$ $u_{n}$

そして
$L_{n}\mathrm{z}=\mathrm{d}^{()}n$ ,

$L_{n}\mathrm{h}=\mathrm{e}^{(n)}$ ,

$R_{n}^{\tau_{\mathrm{V}}(n)}=\mathrm{r}$ ,

$R_{n}^{T}\mathrm{w}=\xi$
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を順次解くことによってもとまるベクトル z,h,$\mathrm{v},\mathrm{w}$ を用いて、 $\mathrm{x}=R_{n}\mathrm{y}(n)$ と

おくとき, 求める和は

$S_{K}^{(n)T-1}=\xi^{T}\mathrm{y}=\xi(n)R_{n}\mathrm{x}=\mathrm{W}\tau \mathrm{x}$.

となる。
$\mathrm{x}$ と $S_{K}^{(n)}$ は次のように計算できる。

$x_{i}=z_{i}$ , $i=0,1,$ $\cdots,$ $M-1$

$x_{i}=z_{i}-h_{i}\psi(n)$ , $i=M,$ $M+1,$ $\cdots,$ $n$ ,

$S_{K}^{(n)}= \sum_{k=0}^{n}wkxk=\sum_{=k0}^{n}wkzk-\psi(n)k\mathrm{A}\sum_{=f}^{n}w_{kk}h$ ,

ここで

$\psi(n)=\frac{\sum_{k_{--}M+2}^{n}v_{k^{Z}k}}{1+\sum_{k\mathrm{A}f+}^{n}=2v_{k}h_{k}}$

であり、Mは $A^{(n)}$に正規化条件をいれた場所に相当する行番号である。 そして
誤差評価に用いることのできる関係として次の式を得る。

$S_{k}^{(n+1)}-s_{K+}^{(}n)=w_{n}+1^{Z-\psi}n1(n+1) \sum_{4k=_{4}i}u)khk+\psi(nn)\sum_{=km}w_{k}hnn$ .

4 数値例

例 1

$a=0.5,$ $b=1.\mathrm{o}$ とすると

$U(a,b, x)= \frac{1}{\sqrt{\pi}}e^{x}K\mathrm{o}(\frac{x}{2})$ .

$K_{n}(x)$ は修正 Bessel 関数である。 $[\not\in$ Il
例 2

$a=1.0,$ $b=1..\mathrm{o}$ とすると

$U(a, b, X)=e^{x}E_{1}(x)$ .
$E_{1}(x)$ は指数積分である. L表 21
このとき

$u_{0}=U(a,b, x)$ ,

であるから\xi o $=1,$ $\xi 1=\ldots=\xi K=0$ と設定する.
要求精度\epsilon $=1.0\cross 10-10$ としたときの計算結果とそのときの次数を示すも $M$

は 8としている。
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表 2: $n,$ $v_{\mathrm{O}}$ when the iterates ternfinate
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表 1: $n,$ $u_{0}$ when the iterates terrrfinate
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