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1. はじめに

Runge-Kutta $(\mathrm{R}\mathrm{K})$ 法は, 常微分方程式の初期値問題

(1.1) $u’(t)=f(t, u(t))(t>0)$ , $u(0)=u_{0}$

の最も基本的な数値解法である. 与えられた初期値 $u_{0}$ から, ステップ点 $t_{n}=nh$

( $h$ はステップ幅, 一般には, n.に依存する場合もある) 上の近似値 $u_{n}$ を

(1.2) $U_{n,i}=u_{n}+h \sum_{j=1}^{*}a_{i}jf(t+Cjh, U)nn,j(1\leq i\leq S)$ ,

(1.3) $u_{n+1}=u_{n}+h \sum_{1i=}^{S}b_{i}f(t_{n}+c_{i}h, U_{n,i})$

の公式を用いて次々と計算していくことにより, (1.1) の数値解が求められる. ここ

で, $U_{n,i}$ は中間変数, $A=(a_{ij})_{1\leq j\leq s}i,,$ $b=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{s})^{T},$ $c=(c_{1}, c_{2}, \ldots , c_{S})^{T}$

は ( $s$ 段) $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法の係数パラメータと呼ばれる定数である. 例えば, Gauss 公式と
呼ばれる RK 法の場合, ci $(1 \leq i\leq s)$ を区間 $(0,1)$ 上の Gauss 分点, すなわち,
$(d^{s}/d\theta^{S})\{\theta^{S}(1-\theta)^{s}\}$ のゼロ点とし F $c_{i}$ を分点とする Lagrange 補間の基本多項式

$\ell_{i}(\theta)$ から, 係数 $A,$ $b$ を

(1.4) $a_{ij}= \int_{0}^{c_{l(\theta}}.\cdot j)d\theta$ , $b_{i}= \int_{0}^{1}\ell_{i}(\theta)d\theta$

のように定める.
この $b_{i}$ は (ci 上の関数値を用いる) Gauss の数値積分則の重みに他ならなら

-r, Gauss 公式は数値積分則に基づいた公式であると考えることもできる. このよ

うに, 古典的な積分則に基づいて構成される RK 公式には, Gauss 公式以外にも
いくつかの公式があり, 代表的なものを特性とともに挙げると, 表 1のようにな
る. 表の $c_{i}$ の項目にある Radau left, Radau right, Lobatto は, それぞれ, $c_{i}$

$\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}(d^{s-1}/d\theta^{s-1})\{\theta s(1-\theta)s-1\},$ $(d^{s-1}/d\theta^{s-1})\{\theta^{s}-1(1-\theta)^{s}\},$ $(d^{s-2}/d\theta^{S-}2)\{\theta S-1(1-$

$\theta)^{s-1}\}$ のゼロ点であることを表している. また, $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 公式が補間型であるとは, 係
数 $a_{ij}$ が (1.4) の第 1式で定められることを言う. 補間型ではない公式の場合, $a_{j}\dot{.}$

の決め方は公式によって異なるが (例えば, [6]), 表 1の公式の $b_{i}$ はいずれも (1.4)
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表 1: 数値積分則に基づ $\langle$ RK 法

の第 2式, すなわち, Lagrange の基本多項式 $l_{i}(\theta)$ を $0$ から 1まで積分したもので
与えられる.
テスト方程式と呼ばれるスカラーの線形方程式

(1.5) $u’(t)=\lambda u(t)$ $(\lambda\in oe)$

に $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法を適用すると,

(1.6) $u_{n+1}=r(h\lambda)u_{n}$ , $r(z)=1+zb^{T1}(I_{s}-ZA)^{-}e$

のような漸化式が得られる. ここで, $I_{s}$ は $s$ 次単位行列, $e=(1,1, \ldots, 1)^{T}\in IR^{s}$ で

ある. テスト方程式 (2.3) の厳密解は指数関数であることから, $r(z)$ は指数関数の
有理関数近似となる. $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法の安定性を特徴づける関数という意味で $r(z)$ を安定性
関数と呼ぶ. 表 1の $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法の安定性関数は, いずれも (指数関数の) Pad\’e 近似と
なり, 次の性質をもつことが 60年代後半に Ehle [5] によって証明されている. な
お, (i,の次 Pad\’e 近似とは, 分子に $i$ 次, 分母に $j.\text{次多項式を用いる}$ Pad\’e 近似の
ことである.

定理 1.1指数関数の $(s, s)$ 次, $(s-1, s)$ 次, $(s-2, s)$ 次 Pad\’e 近似は

(1.7) $|r(z)|<1$ $(\forall{\rm Re} z<0)$

をみたす.
$\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法が $A$ 安定であるとは, 安定性関数が上の評価式 (1.7) をみたすこと言う.

定理 1.1は, 表 1の公式が, すべて $A$ 安定であることを示している. RK 法の安
定性理論においてはきわめて重要かつ基本的な定理である. そうした重要性からか\searrow
いくつかの別証明が与えられている. そのひとつに Pad\’e 近似の連分数展開を用い
た Butcher [2] による証明がある. 例えば, $(s, s)$ 次 Pad\’e 近似は

$(s=1^{-})$
$\frac{1+\frac{z}{2}}{z}=1+\frac{2}{2}$

1— $-1+-$$2$
$z$
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$(_{S=}2)$

$z$
$z^{2}$

1+–+–
$\frac{2}{z}$

.
$12z^{2}=1+ \frac{2}{21}$

$1-+\overline{2}\overline{12.}$
$-1++\overline{z}\overline{\frac{6}{z}}$

$Z$
$z^{2}$ $z^{\text{ヨ}}$

1+–+–+–
$(_{S=}3)$ $\frac{210120}{ZZ^{2}Z^{3}}=1+$

2

$1-+-\overline{2}\overline{10}\overline{120}$ $-1+ \frac{2}{z}+\frac{1}{\frac{6}{z}+\frac{1}{10}}$

$z$

のように展開され, この展開式を用いて, 評価式 (1.7) を次のように示すことができ
る. 右辺の (“ $1+$” の右の) 分数部分の分母の $2/z$ 以降の式をまとめて $Z$ (例えば,
$s=1$ のときは, 単に $Z=2/z$ ) とおくと, 上式はいずれも $1+2/(-1+Z)$ と表さ
れる. ${\rm Re} z<0$ ならば, ${\rm Re} Z<0$ となり, さらに, 1次分数変換 $1+2/(-1+Z)=$
$(1+Z)/(-1+Z)$ は左半平面 ${\rm Re} Z<0$ を単位円内部にうつすことから, (1.7) が得
られる.

本稿では, 類似の論法が RK 法を遅延微分方程式 (delay differential equation)
に適用した際の安定性を解析する場合にも有効であることを示す.

2. スカラーの遅延微分方程式に対する安定性
遅延微分方程式とは

(2.1) $u’(t)=f(t, u(t),$ $u(t\cdot-\tau))$

のような形の方程式を言う. ここで, $\tau$ は遅延 (遅れ時間) を表す正数である. –

般には, $\tau$ が $t$ や $u(t)$ に依存する場合, さらには, こうした $\tau$ が複数個含まれる
場合なども考えられるが, 以下の議論では, 簡単のため, 遅延 $\tau$ は定数であるとす
る. いずれの場合にも, (2.1) の初期値問輝は, ある区間で定義された関数を初期条
件として解くことになる.
遅延微分方程式に RK 法を適用するためには, $u_{n}$ から $u_{n+1}$ を計算する際に,

$u(t_{n}+c_{i}h-\tau)$ に相当するデータをなんらかの方法で与えてやる必要がある. ここ

では, RK 法の連続拡張 (例えば, [18]), すなわち, ステップ点上のみで計算さ
れている RK 法の近似解を $t$ の区間全体に拡張するという手法を用いることにす
る. 表 1に現れる公式の $b_{i}$ はすべて (1.4) の第 2式で与えられることに注意する
と, $(1.\dot{3})$ 式の $b_{i}$ を多項式

(2.2) $w_{i}( \theta)=\int_{0}^{\theta}\ell i(\sigma)d\sigma$
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でおきかえたものは, $u_{n}$ と $u_{n+1}$ を多項式でつないで, 区間 $[t_{n}, t_{n+1}]$ 全体に拡張
したものと考えられる. これらをつなぎあわせたもので, 遅延を含む項の近似値を
与えることにすると, $u_{n}$ から $u_{n+1}$ を計算する時点では, ( $h<\tau$ ならば) (2.1) の
右辺に現れる $u(t-\mathcal{T})(t\leq t_{n+1})$ は既知関数のようにみなせることになり, RK 法
が適用可能となる.

RK 法の遅延微分方程式に対する安定性を解析するためのテスト方程式として,
通常のテスト方程式 (1.5) に遅延を含む項を加えた

(2.3) $u’(t)=\lambda u(t)+\mu u(t-\tau)$ $(\lambda, \mu\in \mathit{0}^{\}})$

のような方程式が提案されている [1]. この方程式のゼロ解は, パラメータ $\lambda,$
$\mu$ が

(2.4) ${\rm Re}\lambda<-|\mu|$

をみたすとき, 任意の $\tau>0$ について漸近安定となる. この性質に基づき, $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法
の $A$ 安定性の概念を, 遅延微分方程式の場合に拡張することができる.
ステップ幅 $h$ は

(2.5) $h= \frac{\tau}{m}$ ( $m$ : 正整数)

の形の–定値であるとする. テスト方程式 (2.3) に RK 法を適用すると,

(2.6) $U_{n}’=\alpha(u_{n}e+AU_{n}’)+\beta(u_{n-m}e+WU_{n-}^{j})m$
’

(2.7) $u_{n+1}=u_{n}+b\tau U_{n}’$

のような差分方程式が得られる. ただし,

$\alpha=h\lambda$ , $\beta=h\mu$ , $W=(w_{j}(_{C_{i}}))1\leq i,j\leq S$

であり, $U_{n}’$ は $(1.2)-(1.3)$ 式の $(hf(t_{n}+c_{i}h, U_{n,i}))1\leq i\leq s$ に相当する新たな中間変数
(のベクトル) である.
以上の記号のもとで, (2.3) に関する RK 法のある種の絶対安定性 (ステップ幅

$h$ の大きさに依らない安定性) が次のように定義される.

定義 21 $RK$法が $P$ 安定であるとは,

(2.8) ${\rm Re}\alpha<-|\beta|$

をみたす任意の $\alpha,$ $\beta$ に対して, 差分方程式 $(\mathit{2}.\mathit{6})-(\mathit{2}.7)$ のゼロ解が漸近安定にな
ることを言う.

通常のテスト方程式 (1.5) は (2.3) の特殊な場合 ( $\mu=0$ とおいたもの) とみなせ
ることから, $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法が $P$ 安定であるためには $A$ 安定であることが必要条件となる.
$A$ 安定な $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法は必ずしも $P$ 安定とはならないが, 補間型の公式に限ると, 次の
ような結果が Zennaro [19] により示されている. 特に, Gauss, Radau IIA, Lobatto
IIIA 公式は, すべて $P$ 安定である.
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定理 22補間型 $RK$法が次の二つの条件を満たすならば, $P$ 安定である.

(i) 行列 $A$ のすべての固有値の実部が非負である.

(ii) $RK$ 法は $A$ 安定である.

この定理の証明は, Zennaro [19] の結果から導かれる次の補題を用いると容易で
.

ある.

補題 23条件 ${\rm Re}\alpha<-|z|$ を満たす任意の $\alpha,$ $z$ に対して,

(i) $I_{s}-\alpha A-ZW$ は可逆,

(ii) $|r_{\alpha}(z)|<1$

が成り立つならば, $RK$ 法は $P$ 安定である. ここで, $r_{\alpha}(z)$ は

(2.9) $r_{\alpha}(Z)=1+(\alpha+z)b^{\tau 1}(I_{S^{-}}\alpha A-zW)^{-}e$

で定義される 2変数 $\alpha_{J}z$ の有理関数である.

補間型公式については, (1.4) の第 1式, $w_{i}(\theta)$ の定義式 (2.2) から, $A=W$ と
なり,
(2.10) $I_{s}-\alpha A-zW=I_{s}-(\alpha+z)A$

(2.11) $r_{\alpha}(z)=r(\alpha+z)$

が成立する. 他方, (2.8) から ${\rm Re}(\alpha+z)<0$ が示され, 定理 22の条件から直ちに
補題 23の十分条件が導かれる.

.

非補間型公式の場合, 上記のような簡単な関係式は–般には見い出せそうもない
が, 関数 $r_{\alpha}(z)$ は, 例えば, Radau $\mathrm{I}\mathrm{A}$ 公式の場合, .

$(s=1)$ $1+$ $\frac{2}{2z-\alpha}$ ,
$-1+_{\overline{\alpha+z}^{+}\overline{\alpha+z}}$

2
$(_{S=}2)$ $1+$

$-1+ \frac{2}{\alpha+z}+\frac{1}{\frac{6}{\alpha+z}+\frac{z-\alpha}{\alpha+z}}$

’

2
$(_{S=}3)$ $1+$ ,

$-1++\underline{2}$ 1
$\alpha+z$

$\frac{6}{\alpha+z}+\frac{1}{\frac{10}{\alpha+z}+\frac{z-\alpha}{\alpha+z}}$
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Lobatto IIIC 公式の場合,

2
$(_{S=}2)$ $1+$ ,

$-1+ \frac{2}{\alpha+z}+\frac{\alpha}{2-\alpha}$

2
$(_{S=}3)$

$1+-1++\underline{2}$ 1 ,

$\alpha+z$
$\frac{6}{\alpha+z}+\frac{\alpha}{4-\alpha}$

2
$(_{S=}4)$

$1+-1++\underline{2}$ 1
$\alpha+z$ $\underline{6}+$ 1

$\alpha+z$
$\frac{10}{\alpha+z}+\frac{\alpha}{6-\alpha}$

のような形に連分数展開される. これは, $W$ 変換 ( $W$-Transformation) と呼ばれる
陰的 $\mathrm{R}\mathrm{K}$ 法の研究分野では比較的よく知られた手法 ([6], IV.5) を用いて示される.
この展開式を用いると, Ehle の定理 (定理 11) の Butcher による証明と同様な論
法によって, 次の定理を示すことができる [14].

定理 2.4 Radau $IA$ 公式, Lobatto IIIC公式は $P$ 安定である.

3. 連立遅延微分方程式に対する安定性
, 遅延を含まない通常の微分方程式の場合とは異なり, 前節の結果は, 単純には,
連立方程式の場合には適用できない. 例えば, (2.3) の $\lambda,$

$\mu$ を, それぞれ, 正方行
列 $L,$ $M$ でおきかえ, 未知関数もベクトル値関数とした

(3.1) $u’(t)=Lu(t)+Mu(t-\tau)$

のような方程式を考える. 行列のスペクトルを $\sigma[\cdot]$ , (複素) 左半平面をの- のよ
うに表すとき, 方程式 (3.1) のゼロ解は,

(S) $\sigma[L+\zeta M]\subset C^{-}$ $(\forall|\zeta|\leq 1)$

の条件のもとで, 任意の $\tau$ に対して漸近安定となる $[3, 10]$ . 行列 $L,$ $M$ は同時に対
角化 (あるいは三角化) できるとは限らず, 通常の微分方程式の場合のように, 連
立方程式に対する安定性をスカラーの方程式に対する安定性から導くことは, この
場合はできない. しかしながら, 補間型公式については, 定理 22を連立方程式の
場合に拡張した次の結果 [11] が成立する (この結果の中立型方程式の場合への拡張
については $[8, 12]$ , 非線形方程式の場合の類似の結果については [13] 参照).
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定理 35方程式但 1) について, 条件 $(S)$ が成り立つとする. 補間型 $RK$ 法が定
理 22か条件 $(i)_{f}(ii)$ をみたすならば, 次の $(P)$ が成り立つ.

(P) 方程式 (3.1) $\text{に}(\mathit{2}.\mathit{5})$ の形の $h$ を用いた $RK$ 法を適用して得られる差分方程
式のゼロ解は, 任意の $\tau>0_{l}m\geq 1$ に対して漸近安定となる.

この定理の証明の基本的なアイデアは極めて単純である. 複素数で展開されてい
る $P$安定性の議論を, 複素行列を対象にした議論にーから展開し直すというもので
ある. 複素数 $\alpha,$

$\beta$ に対応して $X(=hL),$ $\mathrm{Y}(=hM)$ のような行列を考え, それに応
じて, 行列 $I_{s}-\alpha A-\mathcal{Z}W$ , 有理関数 $r_{\alpha}(z)$ も, それぞれ,

(3.2) $M_{X}(\mathrm{Y})=I_{sd}-A\otimes X-W\otimes \mathrm{Y}$,

(3.3) $R_{X}(Y)=I_{d}+(b^{T}\otimes I_{d})M_{X}(\mathrm{Y})-1(e\otimes I_{d})(x+\mathrm{Y})$

( $d$ は $L,$ $M$ のサイズ) のような行列, 行列から行列への写像におきかえることに
する. そのとき, 補題 23に対応して, 次が得られる (証明は, 例えば, in ’

$\mathrm{t}$ Hout
と Spijker の定理 [9] による).

補題 36条件
$\sigma[x+\zeta Y]\subset C^{-}$ $(\forall|\zeta|\leq 1)$

をみたす任意の $X,$ $\mathrm{Y}$ に対して

(i) $M_{X}(\mathrm{Y})$ は可逆,

(ii) $\rho[Rx(\mathrm{Y})]<1$

と忌るならば, $(P)$ が成り立つ. ここで, $\rho[\cdot]$ は行列のスペクトル半径を表す.

補間型公式については,

(3.4) $M_{X}(.\mathrm{Y})=I_{sd}-A\otimes(X+\mathrm{Y})$ , $R_{X}(\mathrm{Y})=r(X+\mathrm{Y})$

の関係が成立する. したがって, 定理 35は補題 36とスペクトル写像定理から容
易に示される.

Radau IA 公式, Lobatto IIIC 公式に対する $r_{\alpha}(z)$ の連分数展開も, 逆数を逆
行列におきかえるなどして, 形式的には, $R_{X}(\mathrm{Y})$ の “連分数展開” に直すことがで
きる. しかし, このことから直ちに定理 2flこ対応する結果を導くことはできない.
Butcher の論法は, $z,$ $w\in \mathcal{O}$ が ${\rm Re} z<0,$ ${\rm Re} w<0$ をみたすならば, ${\rm Re}(z+w)<0$

となることが基本となっているが, 行列の場合, $\sigma[X]\subset O1^{-}$ かつ $\sigma[\mathrm{Y}]\subset C^{-}$ であっ
ても $\sigma[X+\mathrm{Y}]\subset C^{-}$ とは限らないため, スカラーの場合の議論を, 単純には連立方
程式の場合の議論には拡張できないのである. そこで, 方程式 (3.1) に対して, さ

らに次のような条件を考えることにする.

175



$(\mathrm{L}\mathrm{S})$ 任意の $|(|\leq 1$ に対して, 正定値エルミート行列 $H$ が存在して,

(3.5) $L^{*}H+HL\leq 0$ , $(L+\zeta M)^{*}H+H(L+\zeta M)\leq 0$

が成り立つ.

ここで, $u*$ ” は共役転置の意味である. また, $”\leq 0$ ” は, 左辺のエルミート行列
が半負定値であることを示している.
.: この条件を (3.1) に付け加えると, 上記の難点が解消されて, 定理 24が連立方
程式の場合に拡張される [15].

定理 37方程式 (3.1) は, 条件 $(S)$ および $(LS)$ をみたすものとする. そのとき,
Lobatto IIIC公式について $(P)$ が成立する. さらに, 条件 $(LS)$ の行列 $H$ が

(36) $L^{*}H^{-1}.L-M^{*}H-1M>0$

をみたすならば, Radau 耐公式についても $(P)$ が成立する. ここで, 記号 $”>0$ ”

は左辺のエルミート行列が正定値であることを表す.

最後に, この定理の系を 2つ述べておく.

系 38 $||\cdot||$ を内積から導かれる行列 (作用素) ノルム, $\mu[\cdot]$ を対応する対数ノル
ム (例えば, [4]) とする. 行列 $L,$ $M$ が

(3.7) $\mu[L]<-||M||$

をみたすならば, Lobatto IIIC公式について (乃が成立する. 特に, 通常の J-一ク
リッド内積の場合には, Radau 耐公式についても $(P)$ が成立する.

この系は, 条件 $(\mathrm{L}\mathrm{S})$ の $H$ を, 内積を定義する正定値エルミート行列 (ユークリッ
ド内積の場合は単位行列) にとることにより示される.
また, 最近筆者ら $[16, 17]$ が新たなテスト方程式として提案しているスカラ一の

2階遅延微分方程式

(3.8) $u”(t)=\lambda u’(t).+\mu u’(t-\tau)+\nu u(t)$ $(\lambda, \mu, \nu\in C)$

から, $u’(t)$
.
を新たな未知変数として得られる 2変数の連立方程式を考える. この場

合の $L,$ $M$ は

(3.9) $L=$ , $M=$
となり, 条件 (S) を $\lambda,$

$\mu,$ $\nu$ を用いて表すと,

${\rm Re}\lambda<0$ , ${\rm Re}\lambda{\rm Re}(\lambda\overline{\nu})+({\rm Im}\nu)^{2}<0$ ,

176



$| \mu|<\inf_{\mathrm{e}\mathrm{R}z=0}|\frac{z^{2}-\lambda_{Z-}\nu}{z}$

のようになる. この方程式については, 次 ([16] の用語では, Lobatto IIIC 公式は
$PR$ 安定) が成り立つ.

系 39方程式 (3.8) から得られる連立方程式が条件 $(S)$ をみたすならば, Lobatto
IIIC公式についてのが成立する.

この系は, $E_{1}$ を $(1, 1)$ 成分が 1でそれ以外が $0$ の $2\cross 2$ 行列とし, 条件 $(\mathrm{L}\mathrm{S})$ にお

ける $H$ を代数的 Riccati 方程式

(3.10) $L^{*}H+HL+HMM^{*}H+E_{1}=0$

の正定値エルミート解にとることによって示される. なお, 方程式 (3.10) が, 条件
(S) のもとで, 正定値エルミ一ト解をもつことは, 例えば Hinrichsen-Pritcherd [7]
の結果によって保証される.
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