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1 はじめに

本研究の目的は悪条件線形方程式 $Ax=b$ の新しい解法の提案である。悪条

件線形方程式の数値解法は多くの研究があるが、代表的な解法の 1つに特異値分

解による方法がある。 それに対し、特異値分解を用いる方法に較べ計算量が少な

い、 3回の QR 分解を用いる方法が提案された [1]。しかし、 この方法で用いる

ピボッティング付 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 [7] は、 あるクラスの係数行列に対し数値的階数を正

確に検出できない場合があり $[5]_{\text{、}}$ この場合計算不能に陥る。

本稿では、 この問題を解決する方法として Rank Revealing QR 分解 [2] を導

入することを提案し、その有効性を数値実験によって検証する。

第 2節では、悪条件線形方程式の近似解として本研究で用いた打ち切り最小 2

乗最小ノルム解 [1] の定義とそのアルゴリズムを与える。 第 3節では Rank Re-

vealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解の定義と、本研究の目的である Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用

いた打ち切り最小 2乗最小ノルム解のアルゴリズムを示し、第 4節ではその有効

性を数値実験により示す。

2 打ち切り最小 2乗最小ノルム解

2.1 打ち切り最小 2乗最小ノルム解の定義

本研究では、悪条件線形方程式 $Ax=b(A\in \mathrm{R}^{m\cross n}, x\in \mathrm{R}^{n}, b\in \mathrm{R}^{m})$ の近似

解として打ち切り最小 2乗最小ノルム解 [1] を用いた。

ここで、係数行列 $A$ の条件数は cond$(A)= \frac{\sigma_{1}}{\sigma_{n}}(\sigma_{1}:A$ の最大特異値、 $\sigma_{n}:A$ の

最小特異値) で定義され、条件数が大きい場合、$-$ 特に $\epsilon_{M}^{-1}(\epsilon_{M}$ : 計算機イプシロ

ン) と同程度もしくはそれ以上である場合この方程式は悪条件であるという [71。
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打ち切り最小 2乗最小ノルム解は次のように定義される。

定義 2.1 (打ち切り最小 2乗最小ノルム解) 線形方程式 $Ax=b$ の係数行列 $A$

が次の形に分解されたとする。

$A=URDV^{T}$ (1)

$D\equiv \mathrm{d}diag(d_{1}, d2, \ldots, d_{k}),$ $d_{1}\geq d_{2}\geq-\cdots\geq d_{k}>0$

ここで $k$ は $A$ の数値的階数、 $U\in \mathrm{R}^{m\cross k},$ $V\in \mathrm{R}^{k\cross n}$ は正規直交行列\rangle $R\in$

$\mathrm{R}^{k\cross k}$ は悪条件でない上三角行列、 $D\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ は対角行列である。

ここで $\epsilon>0$ を与え、 $c\equiv U^{T}b=\mathrm{d}(c_{1}, \ldots, ck)T$ とし、 $\Sigma_{i>n_{\epsilon}}C_{i}^{2}<\epsilon^{2}$ を満た

す最小の $n_{\epsilon}$ に対し、

$A_{n_{\epsilon}}\equiv \mathrm{d}URD_{n}V^{T}e’(D_{n_{\epsilon}}\equiv \mathrm{d}diag(d_{1}, \ldots, d_{n_{\epsilon}}, \mathrm{o}, \ldots, 0))$ (2)

を係頚とする方程式

$A_{n_{\epsilon}}x=b$ (3)

の最小 2乗最小ノルム解を $Ax=b$ の打ち切り最小 2乗最小ノルム解という。

ここで、 打ち切り最小 2乗最小ノルム解の残差は $\epsilon$ より小さくなることが保証

されており、 $\epsilon$ は残差の許容誤差限界と呼ばれる。

この定義より、線形方程式 $Ax=b$ の打ち切り最小 2乗最小ノルム解 $x_{n_{\epsilon}}$ は

(3) 式の最小 2乗最小ノルム解であり、

$x_{n_{\xi}}=$
$A_{n_{\epsilon}}^{\mathrm{t}}b$

$=$ $VD_{n_{\epsilon}}^{1}R^{-1}U^{T}b$

( $D_{n_{\epsilon}}^{\uparrow}=$ diag( $1/d_{1},$
$\ldots$ , $1/d_{n_{\zeta}},$ $0,$

$\ldots,$
$\mathrm{o}$ )) で与えられる。 ここで、 \dagger ( $\mathrm{h}$ –般逆行

列 [8] を表す。

22 打ち切り最小 2乗最小ノルム解のアルゴリズム

以下、 最小 2乗最小ノルム解を求めるアルゴリズムを、 特異値分解を用いた場

合と 3回の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いた場合について示す [1]。

アルゴリズム 2.1 (特異値分解を用いたアルゴリズム)

12



1. $A$ の特異値分解

$A=$ $U\Sigma V^{T}$

$=$

$U|\sigma_{1}$

$..$ .
$0$

$|V^{T}$

$(\sigma_{1}\geq\sigma_{2}\geq\cdots\sigma_{k}>0)$

$\lfloor\cup$ $\sigma_{k}\rfloor$

( $k$ : $A$ の数値的階数, $U\in \mathrm{R}^{m\cross k},$ $V\in \mathrm{R}^{k\cross n}$ : 正規直交行列, $\Sigma\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ : 対

角行列)

を計算する。 この分解は Householder 変換による二重対角化、 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 法によ

る対角化、 という 2つの段階によって得られる [7]。

2. $carrow U^{T}b$

3. $\Sigma_{in_{\mathrm{g}}}^{k}=C_{i}2<\epsilon$ を満たす最小の $n_{\epsilon}$ に対し、

$x_{n_{\epsilon}}arrow V\Sigma_{n_{e}^{C}}\dagger$

但し、 $\Sigma_{n_{\epsilon}}\uparrow=diag(1/\sigma_{1}, \ldots, 1/\sigma_{n_{\epsilon}}, 0, \ldots, \mathrm{o})$

ここで、 近似解 $x_{n_{\epsilon}}$ の誤差は

$E(n_{\epsilon}) \equiv \mathrm{d}in_{\xi}\sum_{>}(\frac{c_{i}^{2}}{\sigma_{i}^{2}})^{\frac{1}{2}}$

で表され、 収束が早ければ

$\tilde{E}(n_{\epsilon})\equiv \mathrm{d}|\frac{c_{n-1}}{\sigma_{n-1}}|+|\frac{c_{n}}{\sigma_{n}}|$

により誤差を推定できる。

アルゴリズム 22(3回の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解によるアルゴリズム)

1. ピボッティング付修正グラムシ $=$ ミット法 [7] を用い、 $A$ を次のように QR

分解する。

$AP$ $=$ $Q_{1}DS$ (4)

$=$ $Q_{1}$
$(d_{1}\geq d_{2}\geq\cdots\geq dk>0)$
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( $k$ : $A$ の数値的階数, $Q_{1}\in \mathrm{R}^{m\cross k}$ : 列正規直交行列, $D\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ . 対角行列,
$S\in \mathrm{R}^{k\cross n}$ : 悪条件でない上三角行列、 $P\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ : 列ピボッティング行列)

2. $S^{T}$ の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 $S^{T}=Q_{2}L^{\tau}(L\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ : 下三角行列, $Q_{2}\in \mathrm{R}^{n\cross k}$ : 列正規直

交行列) を計算。

3. $Marrow DLD^{-1}$

4. $M$ の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 $M=Q_{3}R(R\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ . 上三角行列, $Q_{3}\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ . 正規直交行

列) を計算。

この時点で、 $AP=Q_{1}Q_{3}RDQ2T$ と分解したことになり、 式 (1) の形にな

る。 したがって打ち切り最小 2乗最小ノルム解は定義 2.1に基づいて以下

のように計算する。

5. $carrow Q_{3}^{T}Q^{\tau}1b$

6. $\Sigma_{i=n_{\epsilon}}^{n}c_{i}^{2}<\epsilon$ を満たす最小の $n_{\epsilon}$ に対し、

$c_{n_{\epsilon}}arrow(_{C_{1},\ldots,C_{n_{\mathrm{g}}},\mathrm{o},\ldots,\mathrm{o}})^{T}$

7. $Ry=c_{n_{\epsilon}}$ を、 逆代入で解く。

8. $x_{n_{\epsilon}}arrow PQ_{2}\tau D_{n_{\epsilon}}\uparrow y$ 但し、 $D_{n_{\epsilon}}^{\uparrow}=diag(1/d_{1}, , . . , 1/d_{n_{\epsilon}}, 0, \ldots, 0)$

23 3回の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いたアルゴリズムの問題点

アルゴリズム 22の step 1での $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 (4) は、 $A$ の悪条件性は対角行列 $D$

のみに反映され、 上三角行列 $S$ は悪条件でないと仮定している。 しかし通常の

列ピボッティング付 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解では、 $A$ の悪条件性が $S$ に反映される場合もあり

得る $[5]_{0}$ 式 (4) において、 $A$ の数値的階数は対角行列 $D$ の対角要素の大きさで

決定しなければならないが、稀に上三角行列 $S$ が悪条件となり、対角行列 $D$ で

決定した数値的階数 $k$ が、 必ずしも $A$ の数値的階数を表すとは限らない、 とい

うことを意味する。

この場合、 次のような問題が生じる。式 (4) において $S$ が悪条件である時、 $S$

の悪条件性が step 4の上三角行列 $R$ に反映される。 $R$ が悪条件となると、 $R$

が数値的に正則でなくなり step 7の逆代入が計算できない恐れがある。
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これは、 1回目の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解において、通常の列ピボッティング付 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解で

は正確な数値的階数を検出できないことに起因する。

そこで、 1回目の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解では $A$ の数値的階数を正確に検出し、 上三角行列

$S$ が悪条件とならない $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を行わなければならない。

3 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解の導入

3.1 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解

前節で述べた問題点を改善するため、 $A$ の数値的階数を正確に検出できる Rank

Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いることを提案する。 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解は、次

のように定義される [2] $[3]_{\circ}$

定義 3.1 (Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解)

行列 $A\in \mathrm{R}^{m\cross n}$ の $QR$ 分解

$A\Pi$ $=$ QR (5)

$=$ $Q$
($\square \in \mathrm{R}^{n\cross n}$ : 列置換行列, $Q\in \mathrm{R}^{m\cross m}$ : 正規直交行列, $R_{11}\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ . 上三角行

列,k:A の数値的階数)

が

cond$(R11)\approx\sigma_{1}/\sigma_{k}$

(6)
$\sigma_{k}\gg\sigma_{k+1}=O(||R22||_{2})$

という条件を満たすような置換行列 $\Pi$ が存在する時、 この $QR$ 分解を Rank Re-

vealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解という。

ここで、 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解と数値的階数との関係は次のようになる。

定理 32[3] $A\in \mathrm{R}^{m\cross n}$ の $QR$ 分解 $A=QR,$ $R=.,$$R11:\in \mathrm{R}^{k\cross k}$

が

$\sigma_{\min}(R_{11})\gg||R_{22}||2=o(\epsilon_{M})$

を満たす時、 $A$ の数値的階数は $k$ である。
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また、任意の行列 $A$ に対して Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解が存在することは証

明されている [3]。

Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を行うためには、条件 (6) を満たすような直交行列
$\Pi$ を選ぶことが必要となるが、 ランク落ちが 1つの場合、 この置換行列は次の定

理によって決定できる。

定理 3.3 $[2]\sigma_{n}$ : Aの最小特異値, $v\in R^{n}$ : 最小特異値に対する右特異ベクトル (||v|| $=$

1) とする。 このとき、置換行列 $\Pi$ が

$|(\Pi^{T}v)n|=||v||_{\infty}$

を満たす時、 $A\Pi$ の $QR$ 分解

$A\Pi=QR$

は $r_{nn}\leq\sqrt{n}\sigma_{n}$ を満たす。

ランク落ちが 2つ以上の場合でも、 同様の操作で置換行列を決定できる。

ここで、 具体的な Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解のアルゴリズムを示す [2]。

アルゴリズム 3.1 (Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解)

通常の列ピボッティング $QR$ 分解 (ピボッティング付修正グラムシ $f$ ミット法)

を用い、 $A\Pi=QR(\Pi\in \mathrm{R}^{n\cross n}, Q\in \mathrm{R}^{m\cross k}, R\in \mathrm{R}^{k\cross n})$ と分解し、 $i=n,$ $n-$

$\},$
$\ldots$ について以下を行なう。

1. $R$ の左上 $i\cross i$ 部分行列 $R^{(i)}$ の最小特異値 $\sigma_{i}$ と、 それに対応する右特

異ベクトル $w^{(i)}$ を計算する。 但し、 最小特異値、特異ベクトルの計算には

Inverse Iteration[9] を用いる。

2. $|(P^{(i)})n\mathrm{t}-\tau_{w}-||w||_{\infty}$ を満たすような置換行列を $P^{(i)}$ とする。

3. $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 $R^{(i)}P^{(i}$ ) $=Q_{1}\tilde{R}_{11}$ を Givens 変換 [5] により行う。

4. $\Piarrow$ $\Pi P^{(i)}$

$Qarrow$ $Q$
$Rarrow$

5. $\sigma_{i}>\epsilon_{M}$ (計算機イプシロン) のとき終了
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3.2 3回の QR 分解によるアルゴリズムへの Rank Revealing-QR 分解の

導入

ピボッティング付修正グラムシ $=$. ミット法では、 分解 (4) において上三角行列
$S$ に悪条件性が反映される恐れがあることが問題となっていた。 -方、 Rank Re-
vealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 (5) では次のようになる。

式 (5) は、 定義より $||R_{22}||\approx\epsilon_{M}$ で、 かっ定理 32より $k$ が $A$ の数値的階数

であることが保証されている。従って $R_{22}=0$ とみなし、 改めて

$A\Pi$ $=QR$

$=Q[R_{11} R_{12}]$

( $Q\in \mathrm{R}^{m\cross k},$ $R\in \mathrm{R}^{k\cross n}$上三角行列, $k$ :Aの数値的階数)

と表し、 さらに $R$ の対角要素を対角行列 $D$ で表し、

$A\Pi$ $=$ $QDS$

$=$ $Q$
とすれば ‘ $S$ が悪条件とならない。 従って、 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いる

ことにより 23節で述べた問題点を回避できる。 ここで、 Rank Revealing QR

分解を用いたアルゴリズムを示す。

アルゴリズム 32 (Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いた打ち切り最小 2乗最小

ノルム解のアルゴリズム)

1. Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 (アルゴリズム 3.1) により、 $A$ を次のように QR

分解する。

$A\Pi$ $=$ $Q_{1}DS$ (7)

( $k$ : $A$ の数値的階数, $Q_{1}\in \mathrm{R}^{m\cross k}$ : 列正規直交行列, $D\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ : 対角行列,
$S\in \mathrm{R}^{k\cross n}$ : 悪条件でない上三角行列、 $P\in \mathrm{R}^{n\cross n}$ : 列ピボッティング行列)
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$2$ . $\wedge S^{T}$ の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$分解評 $=Q_{2}L^{T}(L\in \mathrm{R}^{k\cross k}$
. : 下三角行列, $Q_{2}\in \mathrm{R}^{n\cross k}$ : 列正規直

交行列) を計算。

3. $Marrow DLD^{-1}$

4. $M$ の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解 $M=Q_{3}R(R\in \bm{\mathrm{R}}^{k\cross k}$ . 上三角行列, $Q_{3}\in \mathrm{R}^{k\cross k}$ . 正規直交行
列) を計算。

5. $carrow Q_{3}^{T}Q_{1}\tau b$

6. $\Sigma_{i=n_{\epsilon}}^{n}c_{i}^{2}<\epsilon$ を満たす最小の $n_{\epsilon}$ に対し、

$c_{n_{\epsilon}}arrow(_{C_{1},\ldots,C_{n_{\zeta}},\mathrm{o},\ldots,\mathrm{o}})^{T}$

7. $Ry=c_{n_{\epsilon}}$ を、 逆代入で解く。

8. $x_{n_{\text{\’{e}}}}.arrow\Pi Q_{2}^{T}D_{n_{\zeta}}^{\uparrow}y$ 但し、 $D_{n_{\epsilon}}^{\mathrm{t}}=diag(1/d_{1}, \ldots, 1/d_{n_{\epsilon}}, 0, \ldots, 0)$

4 数値実験

係数行列 $A\in \mathrm{R}^{n\cross n}$ :

$A=diag(1, S, \ldots, S^{n-1})$ $(c=0.2, s=\sqrt{1-c^{2}})$

右辺定数ベクトル $b\in \mathrm{R}^{n}$ :

$b=v_{1}$ ( $v_{1}$ : Aの最大特異値に対する右特異ベクトル)

残差の許容誤差限界 $\epsilon=1.0\cross 10^{-}$lo

として数値実験を行なった。

係数行列 $A$ は次のような性質を持つ。

$\bullet$ $A$ の条件数は次のようになる。
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表 1: 条件数

また、 $A$ は $n\approx 180$ 以上で数値的に正則でなくなるが、その時の数値的

階数は $n-1$ である。

$\bullet$ ピボッティング付修正グラムシ $=$ ミット法では列置換が行なわれず、式 (4)

において上三角行列 $S$ は悪条件となる。

それぞれのについて最小 2乗最小ノルム解を計算した時の計算時間を図 1に示
.

す。 ピボッティング付修正グラムシ $=$ ミット法を用いた場合、 $n\geq 195$ で計算

不能となったが、 これはアルゴリズム 22の step 7において、上三角行列 $R$ が

正則でなくなり、 逆代入の計算ができなかったことによる。

また、 $A$ の悪条仲性が対角行列 $D$ に反映されているかを調べるため、 $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分

解を行なった時の最小対角要素 $d_{n}$ と最小特異値 $\sigma_{n}$ の関係を、 図 2に示す。 こ

の図より、 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を用いた場合は対角行列 $D$ の最小対角要

素が最小特異値に近い値のため、 $A$ の悪条件性が対角行列 $D$ に反映されている

ことがわかる。

$. \frac{\overline u)q)\circ}{=\Phi\in}$
$\frac{\wedge \mathrm{c}}{\mathrm{o}}$

図 1: 計算時間の比較 図 2: 最小対角要素の比較

但し、 図中の表記はそれぞれ
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SVD : 特異値分解 (Singular Value Decomposition)

RRQR :Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解

OCP : ピボッティング付修正グラムシ $f$ ミット法 (Ordinary Column Pivoting)
を表している。

5 まとめ

Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解を導入した最小 2乗最小ノルム解のアルゴリズムを

提案し、 その有効性を数値実験で確かめた。 また、 Rank Revealing $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ 分解の

導入による計算量の増加はわずかであることも確かめられた。
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