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1. $\mathfrak{B}\vec{rightarrow\coprod}$

本研究は摂動項を伴う非線形常微分方程式 $\mathrm{d}\mathrm{z}/\mathrm{d}\mathrm{t}=\mathrm{U}(\mathrm{t}, \mathrm{z})\star\epsilon \mathrm{F}(\mathrm{t}, \mathrm{z}, \epsilon)$の準周期解の存在

と–意性の定理を確立し. この定理を非線形振動における概周期現象の数理の解明に応用した

特に. 非線形振動諭において基本的な Duf $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ng type と Van der Pol typeの微分方程式の準

周期解の存在と–意性について報告する.

2. \mbox{\boldmath $\pi$}Eと-\Lambda ,a#の k\acute \neg およびその\Gamma b

慨周期系

(1) $\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}=\mathrm{A}(\mathrm{t})\mathrm{x}$

に対して, 次の不等式 (2)を滴たす Proj $\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}$ on $\mathrm{P}$ および正定数 $\sigma 1’\sigma_{2}$ 並びに非負値関数

Cz $(\mathrm{t}, \mathrm{s})$ , C2 $(\mathrm{t}, \mathrm{s})$ が存在するとき,慨周期系 (1)は gene $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}$ zed $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$

$\mathrm{i}$ al $\mathrm{d}\mathrm{i}$ chotomy

を導くと定義する.

$-\sigma 1(\mathrm{t}-S)$

(i) $||\Phi(\mathrm{t})\mathrm{P}\Phi^{-_{1}}(\mathrm{s})||\leq \mathrm{C}_{1}$ (t*s)e $\mathrm{f}$ or $\mathrm{t}\geq \mathrm{s}$ ,
$-\sigma 2(\mathrm{s}-\mathrm{t})$

(2) $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ $||\Phi(\mathrm{t})(\mathrm{E}-\mathrm{P})\Phi^{-1}(\mathrm{s})||\leq \mathrm{C}_{2}(\mathrm{t}, \mathrm{s})\mathrm{e}$ $\mathrm{f}$ or $\mathrm{t}\langle \mathrm{s}$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ 積分 $\int \mathrm{C}_{1}-\infty \mathrm{t}(\mathrm{t}, \mathrm{s})\mathrm{e}-\sigma\iota(\mathrm{t}-\mathrm{s})$ ds $+$ $\mathrm{I}_{\mathrm{t}}^{+\infty}\mathrm{C}_{l}(\mathrm{t}, \mathrm{s})_{\mathrm{C}^{-\sigma_{\mathrm{z}}}}(_{\mathrm{S}}-\mathrm{t})$ds が右界.

ここで II $\mathrm{f}$ II $=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}$
$|\mathrm{f}(\mathrm{t})|$

慨周期系 (1)が exponent $\mathrm{i}$ al $\mathrm{d}\mathrm{i}$ chotomy を導けば, 明らかに general $\mathrm{i}$ zed exponent $\mathrm{i}$ al

$\mathrm{d}\mathrm{i}$ chotomyを導く.

さらに, 次の定理 1 がなりたつ.

定理 1. 準周期系

(3) $\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}=\mathrm{X}(\mathrm{t}, \mathrm{z})$

を考えよう. ここで $\mathrm{z}$ および X $(\mathrm{t}, \mathrm{z})$ は同じ次元のベクトル, $\mathrm{X}(\mathrm{t}, \mathrm{s})$ は $\mathrm{t}$ に関して周期

$\Phi 1\ldots..\mathrm{a}_{n}$ の準周期関数で, $\mathrm{z}$ 空間の領域 Dで $\mathrm{z}$に関して連続微分可能であるとする.
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周期 $\mathrm{a}_{1}$ . . $\ldots\alpha_{\mathrm{r}}$ の準周期関数 zo (t)は次の性質を持っているとする.

実軸 R上で

Zo (t) $\in \mathrm{D}$ , $\mathrm{N}\frac{\mathrm{d}\mathrm{z}_{l}(}{\mathrm{d}\mathrm{t}}-\mathrm{X}(\mathrm{t}\mathrm{t})$. Ze $(\mathrm{t}))\mathrm{H}\leq \mathrm{r}$ for all $\mathrm{t}\in \mathrm{R}$

とする. 更に, この Zo (t)に対して, 次の諸条伜 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}_{\mathrm{V})}$を滴たす正数 $\delta$ , 非負数 $\kappa^{\langle}1$ 及び

周期 $\alpha_{1}\ldots..\alpha_{\mathrm{r}}$ の準周期行列 A(t)が存在するものとする.

(i) 準周期系 (1)は 概周期系として general $\mathrm{i}$ zed cxponent $\mathrm{i}$ al $\mathrm{d}\mathrm{i}$ chotomy を導く.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})$

$\mathrm{D}\delta\cong$ { $\mathrm{z};\mathrm{N}\mathrm{Z}^{-}\mathrm{Z}_{0}(\mathrm{t})$ II $\leq\delta$ $\mathrm{f}$ or some $\mathrm{t}\in\cdot \mathrm{R}$ } $\subset \mathrm{D}$

$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ II $\Psi(\mathrm{t}, \mathrm{z})-\mathrm{A}(\mathrm{t})$ II $\leq\frac{\kappa}{\mathrm{M}}$ wh $\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}$ ve $\mathrm{r}$

$\mathrm{z}\in \mathrm{n}_{\delta}$
,

$(\mathrm{i}\mathrm{v})$ $\frac{\mathrm{M}\mathrm{r}}{1-\kappa}\leq S$ .
ここで $\Psi(\mathrm{t}, \mathrm{z})$は X(t, z)の zに関する Jacob $\mathrm{i}$行列で,

$\int \mathrm{t}\mathrm{C}_{1}(\mathrm{t}. \mathrm{s})\mathrm{e}-\sigma 1\mathrm{t}\mathrm{t}-\mathrm{S})$ds $+$ $\int_{\mathrm{t}}\mathrm{C}_{2}+\infty(\mathrm{t}, \mathrm{s})_{\mathrm{G}^{-_{\sigma_{2(\mathrm{s}-\mathrm{t}}}}})$ ds $\leq 1\mathrm{f}$

このとき,準繭系 (3)は周期 $\Phi_{1}\ldots..\bm{0}_{m}$ の歯周縮瞳 $\mathrm{z}=\hat{\mathrm{z}}(\mathrm{t})$ を持ち, 近似解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}_{*}(\mathrm{t})$

に対しては誤差評価

(4) $|| \mathrm{z}.(\mathrm{t})-\hat{\mathrm{Z}}(\mathrm{t})\mathrm{N}\leq\frac{\mathrm{M}\mathrm{r}}{1-\kappa}$

が成り立つ.更に, 準周期系 (3)の周期 $\Phi 1$ . .–.
$\alpha_{\mathrm{r}}$ の準周期解は領域

$\mathrm{D}\delta$
においては

$\mathrm{z}(\mathrm{t})\wedge$ だけである.

証明. Japan J. Appl. Math. , 3(1986), 315-330を参照してほしい.

定理 2. 摂動項を伴う非線形常微分方程式系

(5) $\frac{\mathrm{d}z}{\mathrm{d}\mathrm{t}}=\mathrm{U}(\mathrm{t}. \mathrm{z})+$ $\epsilon \mathrm{F}(\mathrm{t}. \mathrm{z}, \epsilon )$

を考える. ここで

(6) $|\epsilon|\leq\epsilon,$ $(\epsilon. \rangle 0)$

とする. $\mathrm{U}(\mathrm{t}, \mathrm{z})$および $\mathrm{F}(\mathrm{t}, \mathrm{z}, \epsilon)$ は同じ次元のべ p}’kで, 共に, $\mathrm{t}$ に関して周期 $\omega_{1}\ldots.$ ,

$\mathrm{a}_{m}$ の準周期関数で, かっ, $\mathrm{z}$ に関して連続微分可能であるとする. $\mathrm{U}(\mathrm{t}. \mathrm{z})$の $\mathrm{z}$に関する

Jacobi行列 $\Theta(\mathrm{t}, \mathrm{z})$は $\mathrm{L}\mathrm{i}$ psh $\mathrm{i}$ tz条件

(7) 11 $\Theta$ (t. $\mathrm{z}_{1}$ ) $-\otimes(\mathrm{t}, \mathrm{z}_{2})$ II $\leq \mathrm{L}||\mathrm{z}_{1}-\mathrm{z}_{2}||$ $(\mathrm{L}\rangle 0)$ for all $\mathrm{t}$ and any $\mathrm{z}_{1},$ $\mathrm{z}_{2}\in \mathrm{D}$

を満たすとする.更に, 非摂動系
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(8) dz
$–=\mathrm{u}(\mathrm{t}. \mathrm{z})$

dt

の解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}_{0}$ (t)は周期 $\alpha_{1}$ . . . . . $\alpha_{\mathrm{r}}$ の準周期関数であり, 次の性質を持っているとする.

(9) $\mathrm{z}_{0}(\mathrm{t})\in \mathrm{D}$ for all $\mathrm{t}\in \mathrm{R}$ ,

(10) $\mathrm{D}_{0}=$ { $\mathrm{z};\#\mathrm{z}-\mathrm{Z}0(\mathrm{t})\mathrm{N}\langle\delta$ . $\mathrm{f}$ or some $\mathrm{t}$ } $\subset \mathrm{D}$ . for sone $\delta 0$

’

および A $(\mathrm{t})=\Theta[\mathrm{t}$ , Zo (t)】の概周期系 (1)は general $i$ zed exponent $\mathrm{i}$ al $\mathrm{d}\mathrm{i}$ chotomy を導

くとする.

このとき, 正数 $\epsilon 1$
$(\leq\epsilon.)$が存在して,不等式

(11) $|\epsilon|$ $\langle$

$\epsilon 1$

を滴たす任意の $\epsilon$ に対して摂動系 (5)は, 周期 $\omega_{1}\ldots..\omega_{n}$ の準周期解 $\mathrm{z}=\hat{\mathrm{Z}}(\mathrm{t})$をもち

$\#\hat{\mathrm{z}}(\mathrm{t}, \epsilon)-\mathrm{z}_{0}(\mathrm{t})\mathrm{N}=0(|\epsilon|)$

がなりたつ. 更に, 不等式 (11)を滴たす任意の $\epsilon$ に対して, 周期 $\alpha_{1}$ . $\mathrm{A}\ldots\alpha_{\mathrm{r}}$ の準周期解

$\mathrm{z}=\hat{\mathrm{z}}(\mathrm{t})$ は $\mathrm{Z}_{\text{。}}$ (t)の $\delta$ 近傍 $(\delta\leq 80)$では唯–つ存在する.

証明. 別の学会誌で報告する.

次に. 2階の非線形振動系

(12) $\frac{\mathrm{d}^{2}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}^{2}}$ $+2$ $\mu\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}+\nu \mathrm{z}_{\mathrm{X}=\mathrm{a}}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$
$\nu$

$1$

$\mathrm{t}+\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$
$\nu$

$2$

$\mathrm{t}+\epsilon \mathrm{f}(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}. \epsilon )$

に対して定理 2を適用しよう. 但し. $\nu,$ $\nu 1’\nu 2$ . はすべて正数. $|\epsilon|$ はバラメ一タ.

$\mathrm{f}$ $(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \mathrm{y}, \epsilon)$ は $\mathrm{t}$ に関して周期 $\Phi 1^{=2\mathrm{J}f}/\nu 1’\circ \mathrm{z}^{=}2r\iota/\nu 2’\Phi,$ . . . . . $\omega_{\mathrm{M}}$ の準周期

関数で $\mathrm{x}$ 及び $\mathrm{y}-$ に関して連続微分可能であるとする.

方程式 (12)を次のベクトル形に書き直す.

dz
(13) – $=\mathrm{A}\mathrm{z}\star\varphi(\mathrm{t})+\epsilon \mathrm{F}(\mathrm{t}, \mathrm{Z}, \epsilon)$

dt

ここで $0$ 1 $0$

$\mathrm{z}=(^{\mathrm{X}})$ . $\mathrm{A}=($ $),$ $\varphi(\mathrm{t})=($ $)$ ,
$\mathrm{y}$

$-\nu 2$ $-2\mu$ a $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$ $\nu\iota^{\mathrm{t}}+\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$ $\nu 2\mathrm{t}$

$0$

$\mathrm{F}(\mathrm{t}, \mathrm{z}, \epsilon)=(\mathrm{f}(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \mathrm{y}, \epsilon))$

である.

$\mathrm{z}=\mathrm{z}_{0}(\mathrm{t})=$ ’(Xo (t), $\mathrm{y}_{0}(\mathrm{t})$ ) を方程式 (13)の非摂動系 :
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dz
(14) $–$ =Az十 $\varphi(\mathrm{t})$

dt

の解とする. この z=z(t)は $|\epsilon|$ が小さい時の方程式 (13)の–つの近似解とみなせる.

方程式 (13) とその近似解 $\mathrm{z}_{-}^{-\mathrm{z}*}(\mathrm{t})$に対して定理 2を適用しよう.

摂動パラメータ $\epsilon$ は物理的制約から 不等式 $|\epsilon|<$ a $\mathrm{o}$ を満たすものとする.

不等式

(15) $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(|\mathrm{x}-\mathrm{x}_{0}(\mathrm{t})| . |\mathrm{y}-\mathrm{y}_{0}(\mathrm{t})|)\leq\delta$ . $(\delta 0\rangle 0)$

を満たす点 (X, y)に対して関数 $\mathrm{f}(\mathrm{t}, \mathrm{x}. \mathrm{y}, \epsilon )$は定義されているものとする.

正数 $\mathrm{C}_{0},$ $\mathrm{C}$ は次の不等式を満たすものとする.

1 $\mathrm{f}$ [t. $\mathrm{x}_{0}(\mathrm{t}),$ $\mathrm{y}_{0}(\mathrm{t}),$ $\epsilon$ ] $|\leq \mathrm{C}_{0}$ $\mathrm{f}$ or all $\mathrm{t}\in \mathrm{R}$ and $\epsilon$ sat $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{y}$ ing 1 $\epsilon|<\epsilon 0$

an d

$| \frac{S\mathrm{f}}{\theta \mathrm{x}}$

$(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \mathrm{y}, \epsilon )|+$
$| \frac{S\mathrm{f}}{\theta \mathrm{y}}(\mathrm{t}, \mathrm{x}. \mathrm{y}, \epsilon )|\leq \mathrm{C}$

$\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}$ all $(\mathrm{t}, \mathrm{x}. \mathrm{y})$ sat $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{y}\mathrm{i}$ ng (15)

and $\epsilon$ sat $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{y}$ ing 1 $\epsilon|<\epsilon*\cdot$

この時. 定理 2 の条件は. 不等式

(16)
$| \epsilon|\leq \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}[\epsilon., \frac{\epsilon_{0}}{\mathrm{M}}(\mathrm{C}_{0}+\mathrm{C}\delta)]0-_{1}$

を満たす $\epsilon$ に対して成り立つことが判る. 従って. 定理 2から. 不等式 (16)を滴たす

任意の摂動パラメータ $\epsilon$ に対して非線形振動 (12) は. $\mathrm{t}$ に関して周期 $\alpha_{1}=2f\iota/\nu 1$ .
$\Phi \mathrm{z}^{=}2\nu f/\nu l’\Phi,$ . . . . . $\Phi_{\mathrm{t}}$, の準周期解 $\mathrm{x}=\wedge \mathrm{x}(\mathrm{t})$ を持つことが判る. しかも. 摂動

バラメータ $\epsilon$ の限界が不等式 (16) の右辺によって陽的に与えられる事は重要である.

さて. 線形微分方程式

$\frac{\mathrm{d}\mathrm{z}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}=\mathrm{A}\mathrm{z}$

の基本行列 $\Phi(\mathrm{t})=\exp \mathrm{t}\mathrm{A}$ は $p-\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\infty$ を用いて

$-\sigma_{0}\mathrm{t}$

(17) $\mathrm{N}\Phi(\mathrm{t})\mathrm{N}\leq \mathrm{K}_{0}\mathrm{e}$

と評価出来る. また. 線形微分方程式 (14)のグリーン関数 $\mathrm{G}(\mathrm{t}, \mathrm{s})$は次のように評価でき

る.

(18) $||$ $\mathrm{C}\#\leq 11$

但し,
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$\frac{\mathrm{K}_{0}}{\mu-f\mu-2}\nu 2$ if $\mu\rangle$ $\nu\rangle$ $0$ ,

$11=\{$ $\int^{\mathrm{t}(-}-\infty^{\mathrm{K}_{0}(\mathrm{t}-}\mathrm{S})\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{s}-\mu \mathrm{t}\mathrm{s})$ $\mathrm{i}\mathrm{f}$

$\mu=\nu$ ,

$\frac{\mathrm{K}_{0}}{\mu}$ if $0^{\langle}\mu<$ $\nu$ .

ここで, $\mu=\nu$ のとき. KOは定数に成らない事は重要である.

$\mathrm{L}^{\vee}*\subseteq$ . 非線形振動論において基本的な Duf $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ng type の方程式 :

(19) $\frac{\mathrm{d}^{I}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}^{2}}$ $+2$ $\mu\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}+\nu \mathrm{z}_{\mathrm{X}=\mathrm{a}}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$
$\nu$

$1$

$\mathrm{t}+\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$
$\nu$

$2\mathrm{t}+\epsilon \mathrm{x}$

’

は. 方程式 (12)において

$\mathrm{f}(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \mathrm{y}, \epsilon)=\mathrm{x}^{3}$

であり. 非摂動系 (14)の解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}_{0}(\mathrm{t})$ の評価

1Xo (t) $|$ . $|\mathrm{y}_{0}(\mathrm{t})|\leq \mathrm{K}$

の定数 $\mathrm{K}$を用いて. 不等式 (16)の諸定数は

$\epsilon 0^{=\infty}$ ,

$S0^{=\mathrm{K}}$.
$\mathrm{C}_{0}=\mathrm{K}^{3}$ ,

$\mathrm{C}=12\kappa^{2}$

となる. 従って. 不等式 (16)は

(20) $| \epsilon|\leq\min[\epsilon,$ . $\overline{\mathrm{M}}(\mathrm{C}_{*}+\mathrm{c}\mathrm{s}_{0})$ 1 $= \frac{1}{13\mathrm{K}^{2}\mathrm{M}}$

$\epsilon_{0}$

$-1$

となる.

また. 非線形振動論において重要な Van der Pol type の方程式 :

(21) $\frac{\mathrm{d}^{2}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}^{l}}$ $+2$ $\mu\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}+\nu 2\chi=\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$

$\nu\cdot 1$

$\mathrm{t}+\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$

$\nu_{2}$

$\mathrm{t}-2\epsilon \mathrm{x}^{2}\frac{\mathrm{d}\mathrm{x}}{\mathrm{d}\mathrm{t}}$

は. 方程式 (12)において

$\mathrm{f}(\mathrm{t}, \mathrm{x}, \mathrm{y}, \epsilon)=-2x^{Z}\mathrm{y}$

であり, 非摂動系 (14)の解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}_{0}(\mathrm{t})$ の評価

1Xo (t) $|$ . $|\mathrm{y}_{0}(\mathrm{t})|\leq \mathrm{K}$

の定数 $\mathrm{K}$を用いて. 不等式 (16)の諸定数は
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$\epsilon,=\infty$ .
$S0^{=\mathrm{K}}$

’

$\mathrm{c}_{0^{=}}2\mathrm{K}3$

$\mathrm{C}=24\mathrm{K}^{2}$

となる. 従って. 不等式 (16)は

(22) 1 a $|\leq \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}[\epsilon,$ . $\frac{\mathrm{s}_{0}}{\mathrm{M}}$

$( \mathrm{C}0 +\mathrm{c}\epsilon_{0})-11=\frac{1}{26\mathrm{K}^{l}}\mathrm{H}$

となる.

以上の計算から. 次の 2つの定理が得られた.

定理 3. Duf $\mathrm{f}\mathrm{i}$ ng tyPe の非線形振動 (19)の摂動パラメータ $\epsilon$ が不等式 (20)を満たせ

ば. 方程式 (19)には. 周期 $\alpha 1$ . $\varpi_{2}$ の準周期解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}\wedge(\mathrm{t})$ が存在して.

$|\hat{\mathrm{z}}(\mathrm{t})-\mathrm{Z}_{0}(\mathrm{t})$ I $\leq \mathrm{K}$ for all $\mathrm{t}\in \mathrm{R}$

が成り立つ.

定理 4. Van der Pol type の非線形振動 (21)の摂動パラメータ $\epsilon$ が不等式 (22)を満た

せば. 方程式 (21)には. 周期 $\mathrm{w}_{1}$ . $\Phi_{2}$ の準周期解 $\mathrm{z}=\mathrm{z}\wedge(\mathrm{t})$ が存在して.

$|\hat{\mathrm{z}}(\mathrm{t})-\mathrm{Z}_{0}(\mathrm{t})|\leq \mathrm{K}$ for all $\mathrm{t}\in \mathrm{R}$

が成り立つ.

3. $9\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{X}\mathrm{R}$

次頁の References を参照した.
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