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1前処理反復法
線型方程式 $Ax=b$ をより速く反復法で解くために前処理を用いる. ここで前処理行列

を $P$とするとき, 前処理された線型方程式は次式となる,

$PAx=Pb$ . (1)

1991年修正反復法として $P=(I+S)$ が用いられた [1], ここで $S$は行列 $A$の対角要素–っ
上の値に-1を乗算したものである. このときの Gauss-Seidel反復行列 $T_{S}$は $A=I-L-U$
に対して次のように表される,

$T_{S}=(I-L-SL)^{-1}(U-s+SU)$ , (2)

Lは単位行列, $L,$ $U$はそれぞれ-A の狭義下三角, 狭義上三角行列である. このとき (2) か
ら, 前処理行列 $P$に対して $(I - PL)^{-1}$が存在するならば前処理付Gauss-Seidel反復行列

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$が得られる,
$T_{P}=(I-PL)^{-}1\{(I-P)+PU\}$ . (3)

(3) を基に前処理行列Pの選び方によって各種の前処理付反復法が示される.

2前処理パラメータ
前処理としてパラメータを考える. 最初に, パラメータ $\omega$を用いて次のような対角行列
を考える, .

$P=\omega I$ .

このときの反復行列乃は次式で与えられ, 良く知られている SOR反復行列となる,

$T_{\omega}=(I-\omega L)-1\{(1-\omega)I+\omega U\}$ . (4)

次に各行でパラメータの値を変化させた場合, すなわち
$P=$

.
$\Omega=diag(\omega_{1},\omega_{2}, \cdots,\omega_{n})$ を用いるならば次式を得る,

$T_{\Omega}=(I-\Omega L)^{-}1\{(I-\Omega)+\Omega U\}$ .
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3前処理行列
前処理行列 $P=(I+U)$ に対しては次式が得られる,

$T_{SU}=(I-L-UL)-1U2$ . (5)

また (1) において $P=(I+U)$ を用いた場合のGauss-Seidel反復行列は次式となる [2],

丁 u $=$ $(I - D - L - E)^{-1}(F+U^{2})$ , (6)

ただし, $D,$ $E,$ $F$はUL=D+E+Fの対角, 狭義下三角, 狭義上三角行列である.

4 パラメ一タ付き前処理行列
箭処理行列としてパラメータ $\alpha_{i},$

$\beta_{i},$ $1\leq i\leq n-1$ を持つ $P=(I+\alpha S)$ と $P=(I+\beta U)$

の場合を考える. このとき

$\alpha_{1}$

$\alpha_{2}$

$)$ $\{$

$\beta_{1}$

$\beta_{2}$

$\alpha=|$ ... $|$

}
$\beta=|$ $..$ .

$\alpha_{n-1}$

$0]$

である.
すなわち, その Gauss-Seidel反復行列はそれぞれ,

$T_{\alpha}=(I-(I+\alpha S)L)-1[\{I-(I+\alpha S)\}+(I+\alpha S)U]$ ,

$T_{\beta}=(I-\beta D-L-\beta E)^{-1}\{(I+\beta U)U-\beta U+\beta F\}$ .

で与えられる. これらの方法に対する収束定理は $[3][4|$ で示されている.

収束定理で用いる重要な補題を示す.

補題 1 $\tilde{A}=\tilde{D}-\tilde{E}-\tilde{F}$は狭義優対角 Z行列とする. ただし,D\tilde , $\tilde{E},\tilde{F}$はそれぞれ A\tilde の対
角, 狭義下三角と狭義上三角行列である. そのとき Gauss-Seidel反復行列 Tのスペクトル
半径の上限は

$\rho(\tilde{T})\leq\max\frac{\tilde{f_{i}}}{\tilde{d}_{i}-\tilde{e}_{i}}i$

で与えられる. ただし 2 $\tilde{d}_{i},\tilde{e}_{i},\tilde{f_{i}}$はそれぞれか, $\tilde{E}_{f}\tilde{F}$の $i$行目の要素の和である.

4.1 $(I+\alpha S)$ に対する収束定理
前処理された行列を $A(\alpha)=(I+\alpha S)A$ と置く. このとき $A(\alpha)=D(\alpha)-E(\alpha)-F(\alpha)$

と分解される, ただし $D(\alpha),$ $-E(\alpha),$ $-F(\alpha)$ は $A(\alpha)$ の対角, 狭義下三角, 狭義上三角
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行列である.
このとき, $A(\alpha)=(\overline{a}_{ij})$ の各要素は次のように表される,

$\overline{a}_{ij}=\{$

$a_{ij}-\alpha_{i}aii+1ai+1j$ , $1\leq i<n$ ,
$a_{nj}$ . $i=n$

(.7)

もし, $A$ が優対角 $\mathrm{Z}$-matrixならば次の関係が得られる,

$0\leq a_{ii+1}a_{i+1j}\leq 1$ , for $j\neq i+1$ ,
(8)

$-1\leq a_{ii+1}a_{i+1i}+1\underline{<}0$ .

従って, 以下の不等式が満たされる

$\{$

$a_{ii+1}a_{i}+1i\geq 0$

$a_{ii+1} \sum_{=j1}i-1a_{i}+1j\geq 0$ ,
$.1\leq i<n$ .

$a_{ii+1} \sum_{+j=i1}ai+1j\leq 0n$

簡単のために次の記号を用いる:

$\{$

$p_{i}=a_{ii+}1ai+1i$

$q_{i}=a_{ii+}1j= \sum^{1}a_{i}i_{-}1+1j$ ,
for $1\leq i<n$ ,

$r_{i}=a_{ii+1} \sum_{j=i+1}^{l}’ a_{i1j}+$

そして,

$\{$

$p_{n}=0$ ,
$q_{n}=0$ ,
$r_{n}=0$ .

である. このとき, 以下の不等式が満たされる,

$p_{i}+..qi+r_{i}=a_{i}i+1 \sum_{=j1}ai+1j\leq 0$
, $1\leq i<n$ .

さらに, もし $i<n$ に対して $a_{ii+1}\neq 0$ そして $\sum_{j=1i}^{n}a+1j<0$ ならば次の関係を得る
$l$

$p_{i}+q_{i}+r_{i}<0$ , for some $i<n$ . (9)

定理 2 $A$ は対角が 1である正則な優対角名matri かつ $\Sigma_{j=1}^{n}a_{n}j>0$ を満たしていると
する. もし, $i<n \text{に対して}\Sigma_{j}n\text{な}=1a_{i}j--_{0}\text{らば}\sum^{n}j=1+j>0a_{i1}$ であると仮定する. そのと
き $A(\alpha)$ は狭義優対角 $Z$-matr仕そして $0\leq\alpha_{i}\leq 1(1\leq i<n)$ に対して\rho (T(\alpha )) $<1$ で

ある.
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証明. $d(\alpha)_{i},$ $l(\alpha)_{i},$ $u(\alpha)_{i}$ は行列 $D(\alpha),$ $L(\alpha)$ , $U(\alpha)$ の各 $i$ 行での要素の和である. この

とき, 以下の等式が満たされる,

$d(\alpha)_{i}$ $=$ $\overline{a}_{ij}=1-\alpha_{i}p_{i}$ , $1\leq i\leq n$ ,

$l(\alpha)_{i}$ $=$ $- \sum_{j=1}^{i-}\{\overline{a}ij\}=l_{i}+1.\alpha iq_{i}$ , $1\leq i\leq n$ , (10)

$u(\alpha.)_{i}$
$=$ $-$ $j=i+ \sum_{1}^{n}\{\overline{a}ij\}=ui+\alpha ir_{i}$ , $1\leq i\leq n$ ,

ただし, $l_{i}$ , u,は $A=I-L$ –Uの行列 $L$ , Uの各 $i$行での要素の和である. 仮定と (8) か
ら $A$ は優対角 $\mathrm{Z}$-matrixであるので, 以下の関係が満たされる,

1 – $\alpha_{i}a_{ii+1}ai+1j>0$ , for $j=i$ ,

$-(a_{ij} - \alpha_{i}a_{ii1}+\sum^{i}a_{i+}1k)k=1-1\geq 0$ , for $i>j$ .

$-[(1- \alpha_{i})a_{i}j-\alpha iaii+1\sum_{=ki+2}ai+1k]n\geq 0$, for $i<j$ .

従って, $l(\alpha)_{i}\geq 0,$ $u(\alpha)_{i}\geq 0$ そして $A(\alpha)$ は Z-matrixである.
さらに, (9) と仮定から,次のことが容易に求まる,

$d(\alpha)_{i}-^{\iota}(\alpha)i^{-u}(\alpha)_{i}=(d_{i}-\iota_{i}-u_{i})-\alpha_{i}(pi+q_{i}+r_{i})>0$ , for all $i$ . (11)

それゆえ, $A(\alpha)$ は優対角の条件を満たしている. $u(\alpha)_{i}\geq 0$ から, 次式を得る,

$d(\alpha)_{i}-l(\alpha)i>u(\alpha)_{i}\geq 0$ , for all $i$ .

すなわち, これは次のことを示している,

$\frac{u(\alpha)_{i}}{d(\alpha)_{i^{-}}\iota(\alpha)_{i}}<1$ . (12)

従って, 補題 1より $\rho(T(\alpha))<1$ が示される $\blacksquare$

定理 3 $A$が定理 2の条件を満たしているとする. $\alpha_{i}’=\frac{1-l_{i^{-u_{i}}}-2a_{i}i+1}{p_{i}+q_{i}+ri-2a_{ii+1}}(1\leq i<n)$ とお

く. このとき $\alpha_{i}’>1$ であり, $A(\alpha)$ は狭義優対角行列であり, $1\leq\alpha_{i}<\alpha_{i}’$ に対して
$\rho(T(\alpha).)<1$ を満たす.

証明. $\Sigma^{n}j--1j\neq iai+1j\leq 0$ であるから次式を得る,

$p_{i}+q_{i}+ri-2a_{ii}+1$ $=$
$a_{ii+1}( \sum_{1j=}ai+1j-2)$

$=$
$a_{ii+1}( \sum_{-,j-1}^{n}a_{i}+1j-1)j\neq i+1>0$

, for $1\leq i<n$ , (13)
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そして, $p_{i}+q_{i}+r_{i}<0$ から

$1-l_{i}-u_{i}-2a_{i}i+1>p_{i}+q_{i}+r_{i}-2a_{ii+1}>0$ , for $1\leq i<n$ ,

である. これは次式を示している,

$\frac{1-l_{i}-u_{i}-2aii+1}{p_{i}+q_{i}+r_{i}-2aii+1}>1$ , for $1\leq i<n$ .

従って $\alpha_{i}’>1(1\leq i<n)$ である. ここで

$\overline{u}(\alpha)_{i}=\sum_{j=i+1}|a_{ij}-\alpha_{i}a_{i}i+1ai+1j|$
, for $1\leq i<n$

とおく. このとき $\alpha_{i}>1(1\leq i<n)$ に対して以下の関係が満たされる,

$\overline{u}(\alpha)_{i}$ $=$
$|(1- \alpha_{i})a_{ii+1}|+j\sum_{=i+2}|a_{i}j-\alpha ia_{i}i+1ai+1j|$

$=$ $(1- \alpha_{i})a_{ii}+1^{-}\sum j=i+2n\{a_{ij}-\alpha_{i}a_{i}i+1a_{i}+1j\}$

$=$ 2 $(1- \alpha_{i})aii+1-ji+1\sum_{=}^{n}\{a_{ij}-\alpha_{i}a_{ii}+1ai+1j\}$

$=$ $(u_{i}+2aii+1)+\alpha_{i}(r_{i}-2aii+1)\geq 0$. (14)

従って (10), (14) から容易に $1\leq\alpha_{i}<\alpha_{i}’(1\leq i<n)$ の範囲で次式が成り立つ,

$d(\alpha)_{i}-l(\alpha)_{i}-\overline{u}(\alpha)_{i}$ $=$ $(1-l_{i})-\alpha i(pi+qi)-(u_{i}+2a_{ii}+1)-\alpha_{i}(r_{i^{-2}}a_{ii+1})$

$=$ $(1-\iota_{i}-u_{i}-2aii+1)-\alpha i(pi+q_{i}+r_{i}-2aii+1)>0$ .

従って, $A(\alpha)$ は狭義優対角行列である. そしてこのとき以下の不等式が満たされる,

$\rho(T(\alpha))\leq\frac{\overline{u}(\alpha)_{i}}{d(\alpha)_{i^{-}}\iota(\alpha)_{i}}<1$, for $1\leq\alpha_{i}\leq\alpha_{i}’(1\leq i\leq n)$ .

従って, 補題 1より $1\leq\alpha_{i}<\alpha_{i}’(1\leq i<n)$ に対して\rho (T(\alpha )) $<1$が導かれる. $\blacksquare$

42 $(I+\beta U)$ に対する収束定理
前処理された行列を $A_{\beta}=(I+\beta U)A$ とおく. そして $A_{\beta}=D_{\beta}-L_{\beta}-U_{\beta}$と分離する.
ただし, $D_{\beta},$ $-L_{\beta},$ $-U_{\beta}$はそれぞれ A\beta の対角, 狭義下三角と狭義上三角行列である. その
とき, $A_{\beta}$ の各要素は . .

$a_{ij}- \beta_{i}k=i\sum_{:}^{n}+1a_{ik}Qkj$ , (15)

である. ただし,i $=n$ のとき $A_{\beta}$の各要素は元の $a_{nj}$である. 以後の証明を簡単にするため
次の記法を用いる.

/

$x_{i}^{a}= \sum_{k=i+1}aika_{ki}$
,

$y_{i}^{a}= \sum_{j=1}\sum_{k=i+1}aika_{kj}i-1n$ ,

$z_{i}^{a}= \sum_{+j=i1=}^{n}\sum a_{i}ki+1nka_{kj}$ .
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補題 4 $A$ を単位対角要素を持つ既約優対角 Z行列とする. $i=n$ は狭義優対角とする.
そして,各 i $<n$ に対して, $a_{il}\neq 0$ かつ $\Sigma_{j=1}^{n}a\iota j\neq 0$ を満たすある整数 $l>i$ が存在する
と仮定する. そのとき,0 $\leq x_{i}^{a}<1,$ $y_{i}^{a}\geq 0,$ $z_{i}^{a}<0,$ $x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+\mathcal{Z}^{a}<i\mathrm{o}$である.

証明 仮定から,各 $.i<$ $n-1$ に対して

$0\leq a_{ik}a_{kj}\leq|a_{kj}|\leq 1$ , $k=i+1,$ $\ldots,$ $n-1,j=1,$ $\ldots,$
$i$

であり,
$0\leq ainanj<|anj|<1$ , $i.\geq j$

である.従って,i $\geq j$ に対して次の不等式が成立する:

$0 \leq\sum_{+k=i1}^{n}a_{i}kakj<\cdot\sum_{ik=+1}^{n}|akj|\leq 1$ (16)

それゆえに,0 $\leq x_{i}^{a}<1$ と $y_{i}^{a}\geq 0$ を得る: さらに,仮定から各 i $<n$ に対して, $-1<a_{il}<0$

を満たすある整数 $l>i$ が存在する. よって,

$z_{i}^{a}=a_{i\mathrm{t}} \sum_{=ji+1}an.lj+k=i\sum_{1,k\neq\iota+}anik=i\sum_{j}n+1a_{k}.j<0$ .

従って次式が得られる.

$x_{i}^{a}+.y_{i}^{a}+z^{a}=aii \iota\sum_{j=1}^{n}a_{lj}+$

.
$k= \sum_{+,k\neq i\iota 1}^{n}aik\sum_{=j1}^{n}akj<0_{\blacksquare}$

.

定理 5 $A$ を単位対角要素を持つ既約優対角 Z行列とする.i $=n$ は狭義優対角とする. そ
して,各 i $<n$ に対して,a,1\neq 0かつ $\Sigma_{j=1}^{n}a\iota_{j}\neq 0$ を満たすある整数 $l>i$ が存在すると仮
定する. そのとき,0 $<\beta_{i}\leq 1$ に対して $A_{\beta}$は狭義優対角 Z行列となり $f\rho(T_{\beta})<1$ である.

証明 $l_{i},$ $u_{i},$ $d_{\beta,i},$ $\iota_{\beta,\rho,i}i,$$u$ をそれぞれ $L,$ $U,$ $D_{\beta},$ $L_{\beta}$ , U\beta の $i$行目の要素の和とする. (15) 式
より次の等式が成り立つ.

$d_{\beta,i}$ $=$ $1- \beta i\sum_{k=i+1}n$ aikaki $=1-\beta ix^{a}i$
’ (17)

$l_{\beta,i}$ $=$ $- \sum_{j=1}^{i-1}\{a_{ij}-\beta_{i}k=i+1\sum aika_{kj\}=}nli+\beta_{i}y_{i}a$, (18)

$u_{\beta,i}$ $=$ $- \sum_{j=i+1}^{n}\{a_{ij}-\beta_{i}\sum^{n}aika_{kj}k=i+1\mathrm{I}=ui+\beta i\mathcal{Z}_{i}^{a}$. (19)

さらに補題 4から,0 $<\beta_{i}\leq 1$ に対して A\beta の対角要素は,

$1- \beta i\sum_{k=i+1}a_{ik}aki=1-\beta iX_{i}^{a}.>0$ ,
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非対角要素は,

$a_{ij}- \beta_{i}k\sum_{=i+1}a_{ik}akj\leq 0$
,

となる.従って, $l_{\beta,i}\geq 0,$ $u_{\beta,i}\geq 0$ であり $A_{\beta}$ は $\mathrm{Z}$行列である. また,補題 4から

$d_{\beta,i}-l_{\beta,i}-u_{\beta,i}=(1-l_{i}-u_{i})-\beta i(x^{a}. +i.y^{a}i+z^{a})\prime i>0$ (20)

が得られる. それゆえに, $A_{\beta}$ は狭義優対角 $\mathrm{Z}$行列である. $j$ このとき, (20) 式と $u_{\beta,i}\geq 0$ から

$d_{\beta,i}-\iota_{\beta,i}>u_{\beta,i}\geq 0$ ,

すなわち

. $\frac{u_{\beta,i}}{d_{\beta,i}-l_{\beta,i}}<1$ ,

を得る. それゆえに, 補題 1から $\rho(T_{\beta}^{a})<1$ を得る.
$\blacksquare$

定理 6 $A$ を単位対角要素を持つ既約優対角 Z行列とする $i=n$ は狭義優対角とする. そ
して, 各 i $<n$ に対して,a,l $\neq 0$ かつ $\Sigma_{j=1}^{n}a\iota_{j}\neq 0$ を満たすある整数 $l>i$ が存在すると仮
定する. そのとき, $\beta_{i}’=\frac{1-\iota_{i}+u_{i}}{x_{i^{+y_{i}^{a}u}}^{a}+z^{\circ}+ii2}>1$ であり, $1\leq\beta_{i}<\beta_{i}’$ に対して $A_{\beta}$は狭義優対角行
列となり,\rho (T\beta ) $<1$ である.

証明 (20) 式から

$(1-l_{i}-u_{i})-(x_{i}^{a}+y_{i}+aaZ)i=(1-\iota_{i}+u_{i})-(_{X^{a}+}iyi+z_{i}^{a}+2au_{i})>0$

となる. 更に, $u_{i}+z_{i}^{a}\geq 0$ であるから,

$1-l_{i}+u_{i}>x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+Z_{i}+2au_{i}>0$

となり次の不等式が得られる.

$\frac{1-l_{i}+u_{i}}{x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+z_{i}^{a}+2ui}>1$

$\langle’\grave{j}\epsilon_{\text{っ}て},$

$\beta_{i}’=\frac{1-\iota_{i}+u_{i}}{x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+z_{i^{+2}}^{a}u_{i}}k\ovalbox{\tt\small REJECT}\llcorner$

$\langle$ $-\text{と}$ ec $‘\zeta_{D}\text{て}\beta_{i}’>1i^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}k\mathrm{B}\text{ら}t\iota\epsilon_{)}$ .
$1\leq\beta_{i}<\beta_{i}^{\prime \text{と}9^{-}\text{る}}$ . $rightarrow \text{の}\geq \text{き補^{}\mathrm{a}}\mathrm{L}\mathrm{F}4\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{ら},\backslash ’\lambda^{\text{の}}T\backslash \text{等}:\mathrm{r}\tau i^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\text{成}\supset 1;g_{\text{る}^{}-}$ .

$1- \beta_{i}\sum_{k=i+1}aika_{ki}n=1-\beta_{i}x_{i}^{a}\geq 1-\beta_{ii}’X^{a}>\frac{x_{i}^{a}l_{i}+y^{a}i+(u_{i}+Z_{i}a)+u_{i}(1-x_{i})a}{x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+z_{i}^{a}+2ui}>0$.

(16) 式から

$a_{ij}- \beta_{i}k\sum_{=i+1}a_{i}kakj\leq 0$
$(i>j)$ .

従って, (17) 式と (18) 式から $d_{\beta,i}>0$
.
かつ

.
$l_{\beta,i}\geq 0$である. また

$d_{\beta,i}-l_{\beta,i}$ $=$ $1-\cdot\beta_{i^{X_{i}}}a-l_{i}-\beta_{i}y^{a}i$

$=$ $(1-li)-\beta i(_{X^{a}+}iy_{i}^{a})$

$\geq$ $(1-l_{i})-\beta i(\prime a+y_{i}^{a}x_{i})>0$ .
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となる. ここで

$\overline{u}_{\beta,i}=\sum_{j=i+1}^{n}|a_{ij}-\beta_{i}\sum a_{i}ka_{kj}|k=i+1n$ . (21)

そのとき,次の関係が成り立つ.

$\overline{u}_{\beta,i}$ $=$ $j=i \sum_{+1}^{n}|(1-\beta_{i})a_{ij}-\beta_{i}\sum^{n}aika_{kj}|k=i+1,k\neq j$

$\leq\sum_{j^{--}i+1}^{n}\{|(1-\beta_{i})a_{ij}|+|\beta_{i}\sum_{k=i+1,k\neq j}aika_{kj}|n\}$

$=$ $\sum_{j=i+1}^{n}(1-\beta_{i})a_{ij}+\beta_{i}\sum_{ij=+1k=+}^{n}\sum^{n}aika_{kj}i1,k\neq j$

$=$ $\beta_{i}(2u_{i}+z_{i}^{a})-u_{i}$ .

そして

$d\rho,i^{-\iota-\overline{u}_{\beta,i}}\beta,i$ $\geq$ $(1-l_{i})-\beta i(x_{i}^{a}+y^{a}i)-\beta_{i}(2u_{i}+Z)i+au_{i}$

$=$ $(1-l_{i}+u_{i})-\beta_{i}(x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+z_{i}^{a}+2u_{i})>0$ . (22)

従って,A\betaは狭義優対角行列である. このとき, $\overline{u}_{\beta,i}\geq 0$ から

$d_{\beta,i^{-}}l\beta,i>\overline{u}\beta,i\geq 0$.

これは

$\frac{\overline{u}_{\beta,i}}{d_{\beta,i}-l_{\beta,i}}<1$ (23)

を意味している. 従って,補題 1から $1<\beta_{i}<\beta_{i}’\text{に対して}\rho(\text{丁}a)\beta<1$ を得る

43 $\alpha_{i}$ と\beta , の推定
\alpha ,の決定式

(14) の等号が満たされるように\alpha ’を決定する, すなわち

$(u_{i}+2a_{ii+1})+\alpha_{i}(r_{i}-2aii+1)=0$ , $1\leq i<n$ .

を解くことによって次式が得られる,

$u_{i}+2a_{ii+1}$
$\alpha_{i}$ $=$ $1\leq i\leq n-1$ (24)

2 $a_{ii+1^{-r_{i}}}$
’

Aの決定式

次に, A の推定法を述べる. $i<n$ に対して, 反復行列のスペクトル半径の上限式

$\max_{i}\frac{\overline{u}_{\beta,i}}{d_{\beta,i^{-\iota_{\beta,i}}}}$
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の最小化を考える. ここでは, 分子の最小化を考える. そのために, $\overline{u}_{\beta,i}$ の振舞いを調べる.
(21) 式から,
$0\leq\beta_{i}\leq 1$の場合:

$\overline{u}_{\beta,i}$ $=$ $j=i \sum_{+1}^{n}|(1-\beta_{i})a_{ij}-\beta_{i}\sum^{n}aika_{kj}|k=i+1,k\neq j$

$=$ - $j=i \sum_{+1}^{n}\{(1-\beta i)aij-\beta ik=i+1,k\sum^{n}\neq ja_{i}ka_{k}j\}$

$=$ $- \sum_{j=i+1}^{n}\{a_{ij}-\beta i---=i+1\sum_{k}^{n}aika_{k}j1$ . .

$=$ $u_{i}+\beta_{i}Z_{i}^{a}...\cdot.\cdot$ . (25)

となる.
$\wedge\geq 1$ の場合:

$\overline{u}_{\beta,i}$ $=$ $j=i \sum_{+\mathrm{I}}^{n}|(1-\beta_{i})a_{ij}-\beta i\sum_{kk=i+1,\neq j}^{n}a_{ik}a_{kj}|$

$\geq$ $j=i \sum_{+1}^{n}\{|(1-\beta_{i})aij|-|\beta_{i}\sum_{k=i+1,k\neq j}na_{ik}a_{kj}|\}$

$=$ $(1- \beta_{i})ji+\sum_{=1}^{n}a_{ij}-\beta i\sum_{=ji+1k=i+}^{n}\sum_{1,k\neq j}aika_{kj}n$

$=$ $-u_{i}-\beta_{i^{Z_{i}}}a$ . (26)

となる. このとき, (25), (26) から各 $i<n$ に対する $\overline{u}_{\beta},$ ’ の下限は $\beta_{i}=-\frac{u_{i}}{z_{i}^{a}}$ のとき $0$ と

なる. ..
ここで,

$\frac{1-l_{i}+u_{i}}{x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+Zi+a2u_{i}}-(-\frac{u_{i}}{z_{i}^{a}})$ $=$ $\frac{z_{i}^{a}(1-l_{i}+u_{i})+ui(_{X_{i}++}aa)yiz^{a}+2u_{ii}ui}{-(X_{i}^{a}+y^{a}i+Z_{ii}+a2u)z_{i}a}$

から, 各 $i<n$ に対して $|z_{i}^{a}(1-l_{i}+u_{i})+u_{i}(x_{i}^{a}+y_{i}^{a}+z_{i}^{a})|>2u_{i}u_{i}$ が成立するとき,
$\mathrm{A}=-\frac{u_{i}}{z_{i}^{a}}$

は (22) 式の関係を満たす事が分かる. 以下に推定斜めアルゴリズムを示す.

1. 各 $i<n$ に対して $z_{i}^{a}=\Sigma_{j}^{n}=i+1\Sigma_{k}^{n}=i+1aika_{k}j$ を計算する.

2. 各 $i<n$ に対して $u_{i}=-\Sigma_{j=i}^{n}+1a_{ij}$ と $\beta_{i}=-_{\overline{z}}^{u_{i}}\urcorner ri$ を言罰する.

5数値結果
我々のパラメータの決定式の有効性を示すために, 以下に示すような密な狭義優対角
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Z-matrix に対する数値結果を Table 1に示す,

$A=($ $.c_{3}c_{1}c_{2}c_{3}1.$

.

$\cdot.c_{3}c_{3}c_{1}1.\cdot.$

.

$\cdot.c_{1}c_{2}c_{1}c_{2}...\cdot$ $.Cc_{3}c_{1}c_{3}.22$

.
$\cdot.c_{3}c_{1}c_{1}.\cdot 1.\cdot$ $.c_{1}c_{2}c_{3}c_{1}.1^{\cdot}$ ),

ここで $c_{1}= \frac{-1}{n},$ $c_{2}= \frac{-1}{n+1}$ and $c_{3}= \frac{-1}{n+2}$である. 収束判定は $10E-6$ を用い, 時間は秒で
ある. 比較のために Gaussian Elimination と SORの結果を Table 1’ に示す.

表から分かるように, 直接法に対しても我々の方法が有効であることが分かる. しかし,
実験の中で比較的疎な行列, 例えばmodel 問題などに対して $Q=(I+\beta U)$ の前処理を用
いた場合, 最適な\beta は存在するが良い推定は得られなかった. また, 行列の要素を–様乱
数によって与えた狭義優対角 $\mathrm{Z}$-matrix に対して, $(I+\beta U)$ の\beta の推定による方法は 6回の
反復で済むという大変良い結果を得た. 今後の課題としては実用的な問題に対する有効性
を示すことである.
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