
ALTERNATING SIGN MATRICES : A PROGRESS REPORT

名古屋大学多元数理科学研究科 岡田聡– (Soichi Okada)

Alternating sign matrix の数え上げ問題に関して,
(1) alternating $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}$ matrix の個数に対する予想の証明
(2) 対称性をもつ alternating sign matrix の母関数の特殊値 (2-数え上げ)

について, 報告する.

\S 1. Alternating Sign Matrix.
W. Mills-D. Robbins-H. Rumsey は, [MRRI], [RR] において, 平面分割の数え

上げ問題 正方行列の行列式をその小行列式の有理関数として表す公式と関連して,
alternating sign matrix の概念を導入した.

定義 1.1. $n\cross n$行列 $A=(a_{ij})_{1\leq i}\leq n,1\leq j\leq n$ は, 次の条件を満たすとき, alternating
sign matirx という.

(A1) $a_{ij}\in\{1,0, -1\}$

(A2) 任意の $i,$ $j$ に対して, $\sum_{k=1}^{j}.aik=0$ または 1.
(A3) 任意の $i,$ $j$ に対して, $\sum_{k=1}^{\iota}a_{k}j=0$ または 1.
(A4) 任意の $i,$ $j$ に対して, $\sum_{k=1}^{n}a_{kj}=\sum^{n}l=1il=a1$ .

$n$ 次 alternating sign matrix 全体の集合を編と表わす.

定義の条件 (A1), (A4) の下で, 条件 (A2), (A3) は,
(A2’) $A$ の各行は, $0$ を除くと, 1と $-1$ が $1,$ $-1,1,$ $\cdots,$ $-1,1$ と交互に現れる.
(A3’) $A$ の各列は, $0$ を除くと, 1と $-1$ が $1,$ $-1,1,$ $\cdots,$ $-1,1$ と交互に現れる.
と言い換えることができる.

$n$ 次置換行列全体の集合 ( 次対称群) を $6_{n}$ とすると, $-1$ を成分にもたない
alternating sign matrix は置換行列に他ならないから,

$6_{n}\subset A_{n}$ .

例えば, $A_{1}=\mathfrak{S}_{1},$ $A2=\mathfrak{S}2$ であるが,

$A_{3}=\mathfrak{S}_{3}\cup\{\}$ .

Milk-Robbins-Rumnsey 1ま, 丸の元の個数に関して予想を提出したが, この予
想は, 最近, D. Zeilberger, G. Kuperberg によって証明された.
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定理 1.2. $[\mathrm{Z}, \mathrm{K}]$

$\# A_{n}=\prod_{k=0}^{1}\frac{(3k+1)!}{(n+k)!}n-$ .

\S 2では, Kuperberg による証明を紹介する.
位数 8の正 2面体群 $D_{8}$ は, 自然に $n$ 次正方行列全体の集合に作用している. こ

のとき, alternating sign matrix の条件 (A1), (A2’), (A3’), (A4) から, $D_{8}$ がんに
作用していることがわかる. 従って, $D_{8}$ の部分群 $H$ に対して, H-不変な alternating
sign matrix 全体の集合 $A_{n}^{H}$ が考えられる. Alternating $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}$ matrix $A$ に対して,

$S(A)=\{(i,j) : a_{i}j=-1\}$

とおく. $A$ が $H$-不変ならば, $S(A)$ は $H$ の作用で保たれるから, その H-軌道の個
数 $\#(S(A)/H)$ が定まる. そこで, 母関数

$A_{n}^{H}(x)= \sum_{A\in An}x^{\#^{s(A}})/H$

を考える. \S 3では, $D_{8}$ のいくつかの部分群 $H$ に対するこの母関数の特殊値 $A_{n}^{H}(2)$

について述べる. .

\S 2. Alternating sign matrix $\mathrm{g}6$ vertex model.
Kuperberg [K] は, isotropic 6-vertex model の分配関数を用いて, alternating

sign matrix の個数に関する定理 12を証明した. ここでは, 彼の証明の概略を紹介
する.
まず, $n$ 本の縦線と $n$ 本の横線が交わってできる次のようなグラフ $S_{n}$ を考える.

(下図では, $n=4$ である.)

このグラフの各戸に矢印を次の条件を満たすように配置したもの全体の集合を $C_{n}$ と

おく.

(1) 上端の辺の矢印は上向き, 下端の辺の矢印は下向き, 左端の辺の矢印は右向
き, 右端の辺の矢印は左向きである.

(2) 端点以外の各頂点において許される矢印の配置は次の 6通りである.
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例えば,

は許される矢印の配置である. このよっな天 EIJの一直 $\sigma$ が与えられたとき, $n^{2}$ 個の
交点での矢印の配置に応じて.

と対応させることによって, $n$ 次正方行列 $A$ を作る.

命題 21. この対応 $\sigma\mapsto A$ は $C_{n}$ からんへの全単射である.
この写像の逆写像は, つぎのようにして与えられる. Alternating sign matrix $A\in$

$A_{n}$ に対して, $(n+1)$ 次正方行列 $A^{*}=(a_{ij}^{*})_{\mathit{0}}\leq i,j\leq n$ を

$a_{ij}^{*}=i+j-2-2 \sum_{\leq 1k\leq i}\sum_{\leq 1\leq\iota j}ak\iota$

によって定義する. このとき, $A^{*}$ の各行, 各列の間に線をひいてグラフ $S_{n}$ を作り,
各辺に矢印を次の条件に従って配置する.

(1) $a_{i,j}^{*}>a_{i,j+1}^{*}$ ならば, その間の辺に下向きの矢印 $\downarrow$ を配置する.
(2) $a_{i,j}^{*}<a_{i,j+1}^{*}$ ならば, その間の辺に上向きの矢印 $\uparrow$ を配置する.
(3) $a_{i,j}^{*}>a_{i+1,j}^{*}$ ならば, その間の辺に左向きの矢印 $arrow$ を配置する.
(4) $a_{i_{)}j}^{*}<a_{i+1,j}^{*}$ ならば, その間の辺に右向きの矢印 $arrow$ を配置する.

例えば,

$A=$
のとき,

$A^{*}=$ ,

159



次に, 矢印の配置 $\sigma\in C_{n}$ に対して, その重み $W(\sigma)$ を次のように対応させる. 各
交点において, $u$ をパラメーターとする局所的な重みを

によって定義する. ここで,

$[u]= \frac{q-u/2q^{-}/u2}{q/2-1q^{-}1/2}$

である. このとき, 第 $i$ 行, 第 $j$ 列にある頂点におけるパラメーターを xi–yj と

した局所的な重みを掛け合わせたものを $W(\sigma)$ と定義する. つまり,

である. そして,

$Z_{n}(x_{1}, \cdots,x_{n};y_{1}, \cdots,y_{n})=\sum_{n}W(\sigma\sigma\in C)$

と定義し, これを分配関数と呼ぶ.
命題 21の対応を用いると,

命題 2.2.

$A_{n}(x)=(-1)nn/4q(q+q-1/4)^{n(-}1/4n1)Z_{n}( \frac{1}{2},$ $\cdots,$
$\frac{1}{2};0,$

$\cdots,$ $0)$ .

ここで,
$x=(q+q^{-}1/41/4)^{2}$

である.

方, 分配関数 $Z_{n}$ 自体は, A. Izergin-V. Korepin によって求められている.

定理 2.3. [KBI]

$.Z_{n}(x_{1}..’\cdots,x_{n};y_{1}, \cdots,y_{n})$

$=(-1)^{n} \frac{\Pi_{i=1}^{n}.q^{(y.-x\dot{.})/}\Pi_{i}2n[j=1xi-yj][xi-yj-1]}{\prod_{/}1\leq j<i\leq n_{1\backslash }[xi-x_{j}]\Pi 1\leq i<j\leq n[yi-y_{j}]}-$

,

$\cross\det(\frac{1}{[x_{i}-yj][Xi-yj-1]})_{1\leq i,j\leq n}$
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従って, 定理 12を証明するには, $q=e^{4\pi\sqrt{-1}/3}$ のときの Zn(払... , $\frac{1}{2};0,$
$\cdots,$

$0$ )
を計算しなければならない. ところが, 定理 23において, $x_{1}= \cdots=x_{n}=\frac{1}{2}$ ,
$y_{1}=\cdots=y_{n}=0$ を代入すると, 分母が $0$ となる. そこで, 代わりに,

$\lim_{\epsilonarrow 0}Z_{n}$
$( \frac{1}{2}+\epsilon,$ $\frac{1}{2}+2\epsilon,$

$\cdots,$
$\frac{1}{2}+n\epsilon;0,$ $-6,$ $-26,$ $\cdots,$ $-(n-1)\mathcal{E})$

を計算する. ここで, $x_{i}= \frac{1}{2}+i\epsilon,$ $y_{i}=-(i-1)\epsilon$ のときの行列式

$\det(\frac{1}{[x_{i}-yj][xi-yj-1]})_{1\leq i,j\leq n}=\det(\frac{-3}{S^{i+j1}-+1+S^{-i-j1}+})$

(ただし, $s=q^{\epsilon}$ ) は, 次の補題で $t=s^{3}$ とすることによって計算できる.
補題 2.4.

$\det(\frac{s^{(i+j1}-)/2-s^{-(i+j-1})/2}{t^{(i-}+j1)/2-t-(i+j-1)/2})_{1\leq i,j\leq n}$

$=(-1)^{n()/2}n-1(t/2-1t^{-}/2)^{n(n-}11)/2 \prod_{n1\leq j<i\leq}(t(i-j)/2-t-(i-j)/2)$

$\cross\prod_{i,j=1}^{n}\frac{s^{1/2}t^{(}i-j)/2-s-1/2t(j-i)/2}{t^{(+j}i-1)/2-t^{-(}i+j-1)/2}$ .

最後に, Zeilberger [Z] の証明に触れてお $\langle$ . 正整数 $c_{ij}$ を

$\mathrm{c}_{1,1}$ $c_{1,2}$ $c_{1,n-1}$ $c_{1,n}$

$c_{2,1}$ $c_{2,2}$ $c_{2,n-1}$..$\cdot$ .
$c_{n-1,1}$ $c_{n-1,2}$

$c_{n,1}$

の形に並べたもので, 条件

$1\leq c_{i,j}\leq j$ , $c_{i,j}\leq Ci,j+1$ , $c_{i,j}\geq Ci+1,j$

を満たすものを $n$-Magog triangle と呼び, その全体を民と表す. このとき,

$\# B_{n}=$ $\mathrm{C}\mathrm{T}\{\frac{\prod_{i=1}^{n}(1-2x_{i})\prod_{1\leq ij\leq}<n(xj-X_{i})(x_{j}+x_{i}-1)}{\prod^{n}i=1x^{2i}-1\overline{X_{i^{2+1_{\prod_{1}}}}}in-n\leq i<j\leq n(1-X_{i}X_{j})}\}$

$\# A_{n}=\mathrm{c}\mathrm{T}\{\frac{\Phi_{n}(x_{1},\cdots,x_{n})}{\prod_{i=1}^{n}x_{i^{\overline{X_{i^{n+i+}}}}}^{n}1_{\prod 1\leq i<j\leq n}(1-XiX_{j})(1-\overline{Xi}^{X}j)}\}$

が示される. ここで, $\overline{x_{i}}=1-x_{i}$ であり,

$\Phi_{n}(x_{1}, \cdots,x_{n})$

$=(-1)^{n} \sum_{Bw\in W(n)}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(w)w[\prod_{i=1}^{n}xi\overline{Xi}\prod(1-X_{i}\overline{Xj})n-i1\leq i<j\leq n(1-\overline{X_{i}x_{j}})]$
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であり, $B_{n}$ 型Weyl 群 $W(B_{n})=\mathfrak{S}_{n}\cdot(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ は $n$ 変数多項式環に, 対称群の部分は
変数の置換として, $(\mathbb{Z}_{2})^{n}$ の部分は $x_{i}rightarrow 1-x_{i}$ の形で作用する. また, CT は定数
項を表す. 論文 [Z] の大部分は, 上の 2つの定数項が–致することの証明に費やさ
れている. -方, n-Magog triangle と totally symmetric self-complementary plane
partition との間には全単射があるので, G. Andrews の結果 [A] を用いると,

$\neq B_{n}=\prod_{0k=}^{1}\frac{(3k+1)!}{(n+k)!}n-$

である. Zeilberger は, このようにして, 定理 12を証明した.

注意. 次の 3つの集合の元の個数はどれも

$\prod_{k=0}^{n-1}\frac{(3k+1)!}{(n+k)!}$

に等しい. $\vee$ しかし, 具体的な全単射は構成されていない.
(1) $n$ 次 alternating $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}$ matrix の全体人
(2) $2n\cross 2n\cross 2n$ の立方体に対する totally symmetric self-complementary plane

partition 全体
(3) すべての成分が $n$ 以下である descending plane parition 全体

\S 3. 対称性をもつ alternating sign matrix.
この節では, 2面体群 $D_{8}$ の部分群 $H$ に対して, $H$-不変な alternating sign matrix

の母関数の特殊値

$A_{n}^{H}(2)= \sum_{A\in A_{n}H}2\#(S(A)/H)$

について考える. ( $A_{n}^{H}$ の元の個数 $A_{n}^{H}(1)$ については, いくつかの予想がある. これ
らの予想については, [R] を参照.) 対角線に関する折り返しを $t$ , 中心に関する 90。
の回転を $r$ と表すと, $D_{8}$ は $t$ と $r$ で生成され,

$t^{2}=1$ , $r^{4}=1$ , $tr=r^{3}t$ .

2面体群 $D_{8}$ の部分群 $H$ と $H’$ が共役ならば, 明らかに $A_{n}^{H}(x)=A^{H}(nx)$
’

だか
ら, $D_{8}$ の次の部分群を考えれば十分である.

(1) $H_{1}=\{1\}$

(2) $H_{2}=\langle rt)$

(3) $H_{3}=\langle t\rangle$

(4) $H_{4}--\langle r^{2}\rangle$

(5) $H_{5}=\langle rt, r^{3}t\rangle$

(6) $H_{6}=\langle t, r^{2}t\rangle$

(7) $H_{7}=(r\rangle$

(8) $H_{8}=D_{8}$

$H=\{1\},$ $\langle rt\rangle,$ {$rt,$ $r^{3}t)$ の場合には, monotone triangle の母関数を考えることに
よって, $A_{n}^{H}(2)$ を求めることができる.
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定義 3.1.

$T=$

$t_{11}$

$t_{21}$ $t_{22}$

$t_{31}$ $t_{32}$ $t_{33}$

$t_{n1}$ $t_{n2}$ ... ... $t_{nn}$

は次め条件をみたすとき, monotone triangle であるという.
(T1) $T$ の各行は狭義単調増加である.
(T2) 任意の $1\leq j<i\leq n-1$ に対して, $t_{i+1,j}\leq t_{i,j}\leq t_{i+1,j1}+\cdot$

単調増加列 $\alpha=$ $(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})$ に対して, $\alpha$ を最下行とする monotone triangle の
全体を $\mathcal{M}(\alpha)$ とする. Monotone triangle $T=(t_{ij})$ に対して,

$s(T)=\#\{(i,j):ti+1,j<t_{ij}<t_{i+1,j1}+\}$ ,
$x^{T}=xX_{2}s_{1}S12-S1$ ... $x_{n^{n^{-s_{n}}}}^{s}-1$

とおく. ただし, $s_{i}$ は第 $i$ 行の成分の和である.
Alternating $\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}$ matrix $A$ が与えられたとき, 行列 $B=(b_{ij})$ を $b_{ij}= \sum_{k}^{i}=1a_{kj}$

によって定義する. すると, alternating sign matrix の定義から, $B$ は 0-1行列で
あり, $i$ 行目にある 1の個数は $i$ 個である. 従って, triangle $T=(t_{ij})$ を $b_{i,t_{ij}}=1$

によって, 定義できる. 例えば,

$A=$ ,

のとき,
/0 $0$ 1 $0\backslash$ 3

$B=$ ,
$T=1$ 1 $22$ 2 $33$ 4

4

となる.

命題 3.2. 上の対応 $A\mapsto T$ は塩から $\mathcal{M}(1,2, \cdots, n)$ への全単射であり,

$\neq S(A)=s(\tau)$ .

命題 33. 長さ $n$ 以下の分割 $\lambda=(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})$ に対して,

$\lambda nn-1\sum_{\tau\in\lambda 4(,\lambda+1,\cdots,\lambda_{1}+n-1)}2^{s}(\tau)X=\prod_{n}\tau 1\leq i<j\leq(x_{i}+x_{j})\cdot s_{\lambda}(X_{1}, \cdots,x_{n})$
.

ここで, $s_{\lambda}$ は $\lambda$ に対応する Schur 関数である.

$H=\{1\}$ のときは, 命題 33において, $\lambda=.(1, \cdots, 1)$ ととり, $x_{1}=\cdots=x_{n}=1$

とおけばよいから,
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定理 3.4. [MRR]
$A_{n}(2)=2n(n-1)/2$

$H=\langle rt\rangle$ のとき,

$A_{n}^{H_{2}}=\{A=(a_{i}j)\in An:ai,j=an+1-i,j\}$ ,

つまり, $H$-不変な alternating sign matrix とは上下対称なものに他ならない. alter-
nating sign matrix の条件 (A3’) より, $n$ が偶数ならば, H-不変な alternating sign
matrix は存在しない. そこで, $n=2m+1$ が奇数のときを考える. 命題 31の全単
射 $A\vdasharrow T$ において $T$ の上から $m$ 行を取り出してできる monotone triangle を $\overline{T}$

とすると,

命題 3.5. 対応 $Aarrow\overline{T}$ は, $A_{2m+1}^{H}2$ から $\mathcal{M}(2,4,6, \cdots, 2m)$ への全単射であり,

$\#(S(A)/H_{2})=s(T)+m$ .

が得られる.

命題 33において, $\lambda=(m+1,m, \cdots, 3,2)$ ととると,

$s_{(m+}1,m,\cdot\cdot.\cdot,3,2)(x1, \cdots,x_{m})=(X1\ldots xm)^{2}-$ $\prod$

..
$(x_{i}+X_{j})$

$1\leq i<j\leq m$

だから,

定理 3.6.

$A_{n}^{H_{2}}(2)=\{$

$2^{m^{2}}$ $(n=2m+1i^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}\mathrm{t}1\Rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{A}\text{の}\mathrm{g}\text{き})$

$0$ ( $n\phi^{\backslash ^{\backslash }}\backslash |\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re$。$\mathrm{t}\mathrm{g}$ )

$H=\langle rt,r^{3}t\rangle$ のとき,

$A_{n}^{H_{5}}=\{A=(a_{i}j)\in A_{ni,+} : aj=a_{n}1-i,j=ai,n+1-j=a_{n+i,+}1-n1-j\}$.

このときは, Jockusch-Propp による antisymmetric monotone triangle の 2-数え上
げを利用する.

定義 3.7. Monotone triangle $T=(t_{ij})$ は

$t_{i,j}+t_{i},i-j+1=0$ $(1 \leq j\leq i\leq n)$

を満たすとき, antisymmetric であるという.

正整数の単調増加列 $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{m})$ に対して, 最下行が $(-\alpha_{m},$ $\cdots$
$,$

$-\alpha_{1},$ $\alpha_{1}$ ,
$\ldots,$

$\alpha_{m})$ である antisymmetric monotone triangle 全体の集合を $\mathcal{E}(\alpha)$ とおき, 最下
行が $(-\alpha_{m}, \cdots, -\alpha_{1},0, \alpha_{1}, \cdots, \alpha_{m})$ である antisymmetric monotone triangle 全体
の集合を $\mathcal{O}(\alpha)$ とおく. また, antisymmetric monotone triangle $T$ に対して, $T$ の

正の成分のうちで, すぐ上の行に現れていないものの個数を $u(T)$ とする. 例えば,

$0$

$-1$ 1
$T=$

$-3$ $0$ 3
$-4$ $-3$ 3 4

のとき, $u(T)=3$ である. 命題 35の全単射 $A\mapsto\overline{T}$ において, $T$ の成分から–斉
に $m+1$ を引いてできる monotone triangle を $\overline{T}$ とする.
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命題 3.8.

(1) $n=4k+1$ のとき, 対応 $A\vdasharrow\overline{T}$ は $A_{4k+1}^{H_{5}}$ から $\mathcal{E}(1,3, \cdots, 2k-1)$ への全
単射であり,

$\neq S(A)/H_{5}=u(\overline{T})+k$

である.
(2) $n=4k+3$ のとき, 対応 $A\mathrm{I}arrow\overline{T}$ は $A_{4k3}^{H_{5}}+$ から $\mathcal{O}(2,4, \cdots, 2k)$ への全単射
であり,

$\neq S(A)/H_{5}=u(\overline{T})+k+1$

である.

定理 3.9. [JP] $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{k})$ に対して,

$\sum_{\tau\in\epsilon(\alpha)}2u(\tau)=2k^{2}\prod_{\leq 1\leq i<jk}\frac{\alpha_{j}-\alpha_{i}}{j-i}1\leq<j\leq k\prod_{i}\frac{\alpha_{i}+\alpha_{j}-1}{i+j-1}$

$\tau\in o_{(}\sum_{)\alpha}2u(\tau)=2k^{2}\prod\frac{\alpha_{j}-\alpha_{i}}{j-i}1\leq i<j\leq ki\leq\prod_{1\leq j\leq k}\frac{\alpha_{i}+\alpha_{j}-1}{i+j-1}$

この定理を用いると,

定理 3.10.

$A_{n}^{H_{5}}(2)=\{$

$2^{(\mathrm{s}k^{2}k)}+/2_{\prod 1\leq i<j\leq k\frac{2i+2j-3}{i+j-1}}$ ( $+$ のとき)

$2^{(3k^{2}+}k+2)/2 \prod 1\leq i\leq j\leq k\frac{2i+2j-1}{i+j-1}$ ( $n=4k+3$ のとき)
$0$ ( が偶数のとき)

M. Ciucu は, 次のようなグラフの完全マッチング (に対称性を課したもの) を数
え上げることによって, $H=\langle r\rangle,$ $\langle r^{2}\rangle$ の場合に $A_{n}^{H}(2)$ を求めている.
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定理 3.11. [C2]

$A_{n}^{H_{4}}(2)=$
( $n=4k$

(

$n=(_{n4k}(_{n=4k}=4k$ の 321とののきととききき)))
$A_{n}^{H_{7}}(2)=$

$(_{n}$

(
$n=(_{n4k}(n=4k==4k4k$ の 321kのののきとときき)))
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