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1序
本稿の主な目的は S. $\mathrm{A}\Re_{\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}}[1]$ が示した様な極限吸収の原理に関する評価式を示すことにあ

る。 結果が得られだ背景には次の 3つの事柄についての評価式が相互に深く関連しあたかも三位
体の様を呈していることが上げられる: (i) restriction theorem (ii) 極限吸収の原理 (iii) 分散型

方程式に対する smoothing effect。 本稿ではまずこれら 3者の関連について説明し、次に結果に

ついて述べ、最後にどの様に 3者の関連を用いて証明するか説明する。

2 目 \nearrow \Leftrightarrow P‘\tilde
まず第 1に restriction $\mathrm{t}1_{1\mathrm{e}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\ln$ について説明する。 関数 $f(x)$ の Fourier 変換 $\hat{f}(\xi)$ を $\mathbb{R}^{n}$

上の subset S(主にかんがえるのは $\mathrm{h}_{\mathrm{Y}\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}}}.\iota\iota \mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$の場合.)に制限することを考える。 $f\in L^{1}(\mathbb{R}^{n})$

なら $.\hat{f}(\xi)|_{\xi\in s}\in L^{\mathrm{x}}(s)$ であることは明らかである。 実はこの様なことは他の関数空間でも成り

立つことがある。最も有名な例は次の P. Tomas-E M. Stein [8] による結果である: $S$ が (単位)

球面であるとき $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{r\iota})$ なら $\hat{f}(\xi)|_{\xi\in}s\in L^{2}(S)$ となる。 ここで $P$ は $1 \leq p\leq\frac{2(n+1)}{n+3}.$. をみ

たすものとする。 この様な現象を研究することは 60年代末から実関数論の重要なテーマの一つと

なっている。

第 2に極限吸収の原理とは resolvent operator $R(\zeta)=(-\Delta-\zeta)-1$ について複素パラメー

タ (が spectrum $\mathbb{R}_{+}\cup\{0\}$ に近づいてもある関数空間では有界にとどまっていることである。

S. Agmon [1] は次の不等式を示した: $s> \frac{1}{2}$ のとき

$|\zeta|^{1}/2||(1+|X|)-S.|u|L2\leq C_{S}||(1+|x|)^{s}(-\Delta-\zeta)u||_{L^{2}}$

ここで $C_{S}$ は $\zeta\in \mathbb{C}$ 及び $u$ に依存しない定数である。

第 3に分散型方程式に対する smoothing effect というのは Schr\"odinger 方程式の様な分散型

方程式では解を時空間についての関数空間で考えると初期値より滑らかさが増す現象のことである。

これについては例えば P. Constantin- $\mathrm{J}.\mathrm{C}$ . Saut [3] が次の結果を示した。

$\phi\in L^{2}(\mathbb{R}^{n}.)\Rightarrow|D|1/2e^{-}\Delta it\phi\in L_{lo}^{2}$

。
$(\mathbb{R}^{n+1})$ .
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これら 3者の $\text{関連に}.\text{つ}-.\text{いて_{}\backslash }-\text{ま}-$

.
ず

極限吸収の原理 $\Rightarrow$ restriction theorem

である。 このことについては例えば S. Agmon の論文で次の関係式があげられている:

$R(()=(-\Delta-()^{-1}$ とすると

$(2 \pi)^{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}1\mathrm{I}\zetaarrow\lambda^{2}\in \mathbb{R}+\cdot \mathrm{I}\mathrm{n}1\zeta>0\mathrm{n}1(R(\zeta)f, f)L^{2}=\frac{\pi}{2\lambda}./|.\xi|=\lambda|\hat{f}(\xi)|^{2}dS_{\lambda}$

( $d..S_{\lambda}$ : 球面 $\{|\xi|=\lambda\}$ の面積要素)

これから極限吸収の原理から球面に対する restriction theorem が導ける。

上の逆

restriction theorem $\Rightarrow$ 極限吸収の原理

は付加的条件の下た成立する。 これは

$(A( \lambda)f_{:})‘)=\frac{1}{2(2\pi)^{rl}\sqrt{\lambda}}.\int|\xi|=\sqrt{\lambda}\hat{f}(\xi)\overline{\hat{(}f(\xi)}dS\sqrt{\lambda}$

と定義すると

$R( \zeta)=\int_{0}^{\infty}\frac{A(\lambda)}{\lambda-\zeta}d\lambda$

という関係式からわかる。 これよりもしある作用素ノルムで $\lambda$ について H\"older 連続性を持つと

すると $R_{\pm}(\lambda)=1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\zetaarrow\lambda\in \mathbb{R}+,$ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{u}\zeta<>_{0}R(\zeta)- \text{も同じ性質を持_{つ}ことがわかる}$ 。

他の関係では

restriction theoreni $\Rightarrow$ 同次方程式の解についての smoothing effect

極限吸収の原理 $\Rightarrow$ 非同次方程式の解についての $\mathrm{s}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ effect

となる。 後者については例えば

$(*)\{$

$.i \frac{\partial’u}{\partial l}$

.
$+\Delta u$ $=J^{\cdot}$ .

$u|_{t=0}$ $=0$
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の解 $u$ が

$u(t.)’ \cdot=-\frac{1}{2\pi}\int_{-}^{\infty}.\infty$

.
$e^{i}. \frac{R_{+}.(\tau)+R-(\tau)}{2}t\tau.\cdot.-\tilde{f}(\tau,)d\mathcal{T}-\cdot$

と表せることからわかる。 ここで $f\tilde(\tau, \cdot)$ は関数 $f$ の $t$ に関する部分 Fourier 変換である。

3 結果
結果は 2つの部分に分かれている。 まず A を単位球面 $S^{n-1}$ 上の Laplace-Beltrami 作用

素、 つまり

$\Delta=\frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}+\frac{n-1}{r}\frac{\partial}{\partial r}+\frac{\Lambda}{r^{2}}$

とする $(\gamma\cdot=|x|)$
。

$-\Lambda$ の固有値は

$\lambda_{k}=k(k+n- 2)-’$ , $k=(),$ $1,2’\ldots.-$

であり $\lambda_{k}$ に対応する固有空間 ( $k$ 凍球面調和関数) への射影 HIま

$H_{k}f(_{\iota^{\prime v}})= \frac{\nu+k}{\nu|6^{\mathrm{v}_{\gamma\iota-}}1|}\int_{|\overline{\omega}|=1}C_{k}\nu(\omega\cdot\tilde{\omega})f(\tilde{\omega}.)d\tilde{\omega}$

と積分作用素として表すことができる。 ここで $\nu=\frac{n-2}{2}.$, $C_{k}^{\nu}(_{\backslash }z)$ : Gegenbauer 多項式,

$\omega\cdot\tilde{\omega}=\sum_{j=1j}^{\prime t}\omega\cdot\dot{\{}\tilde{v}_{j}$ . $|S^{n-1}|*$. 単位球面の面積 である。 従ってこのことから作用素 $(I-\Lambda)^{\alpha}$

は

$(I - \Lambda)^{\alpha}=\sum_{k=0}(1+\lambda_{k})^{\alpha_{H_{k}}}$
.

と表すことができる。 まず次の様な restriction theorem が成り立つ。

このとき

(1) $(A( \lambda)f, f)\leq C\lambda^{s-1}\mathit{1}.\mathbb{R}^{\mathrm{r}}|X|^{2s}|(I-\Lambda)-\frac{2s-1}{4}f(X)|2dx$

ここで定数 $C$ は $f.\lambda(>0)$ に依存しない。
. . $\cdot$

”

$j_{-}$
$x^{j}$ ,

更に $A(\lambda)$ が $\lambda$ について H\"older 連続性を持つことに着目すると次の様な極限吸収原理に関する

評価を得ることができる。
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定理 2. $n \geq 3,0<\alpha<\frac{1}{2},$ $\alpha’.>.\alpha$ と仮定する。 このとき次が成立する。

(2) $|||X|^{\alpha}-1(I- \Lambda)\frac{1-2\dot{\alpha}’}{2}|D|2\alpha u||\leq C|\{|x|1-\alpha(-\Delta-\zeta)u||$

ここで $||\cdot||=||\cdot||_{L^{2}(\mathbb{R}^{n}\rangle},$ $C$ は $u$ 及び ( $\in \mathbb{C}\backslash (\mathbb{R}_{+}\cup\{0\})$ に依存しない定数である。

上の定理より直ちに初期値問題 $(^{*})$ の解について次を得る。

至. 定理 2の仮定の下に $(^{*})$ の解について次が成立する。

$|||x|^{\alpha-}1(I- \Lambda)\frac{1-2\alpha’}{2}|D|^{2\alpha}u||L^{2}(\mathbb{R}n+1)\leq C|||X|^{1-}\alpha f||L^{2}\Phi n+1)$

ここで $C$ は $f$ に依存しない定数である。

次に述べる定理はこれまでとは違った approach によって得られる。

定理 3. $n\geq 3,$ $\frac{1}{p}-\frac{1}{q}\leq\frac{2}{n},$ $\frac{n+1}{2}<\frac{n}{p}-\frac{1}{q},$ $\frac{n}{q}-\frac{1}{\mathrm{p}}<\frac{n-3}{2}$ を仮定する。

$\alpha=1-\frac{n}{2}(\frac{1}{p}-\frac{1}{q})$

とおく。 このとき次が成立する。

(3) $|||D|^{2\alpha}u||Lq\leq C||(-\Delta-\zeta)u||_{L^{\mathrm{p}}}$

ここで $C$ は $u$ 及び $\zeta\in \mathbb{C}\backslash (\mathbb{R}+\cup\{0\})$ に依存しない定数である。

定理 4. $n\geq 3,$ $\frac{n-1}{2(n+1)}<\frac{1}{q}\leq\frac{1}{p}<\frac{n+3}{2(n+1)}..’ S+S’\leq 2-n(\frac{1}{p}-\frac{1}{q}),$
$\frac{s}{n}.+s’>-\frac{1}{p}+\frac{n}{q}-\frac{n-3}{2}$ ,

$s+ \frac{s’}{n}>-\frac{n}{p}+\frac{1}{q}+\frac{n+1}{2}$ と仮定する。

$\alpha=1-\frac{s+s’}{2}-\frac{n}{2}$

とおく。 このとき次が成立する。

(4) $|||x|^{-S}’|D|^{2\alpha}u||_{L^{q}}\leq C|||x|^{S}(-\Delta-\zeta)u||_{L^{p}}$

ここで $C$ は $u$ 及び $\zeta\in \mathbb{C}\backslash (\mathbb{R}+\cup\{0\})$ に依存しない定数である。

4 証明の概略

まず定理 1の証明に関して次が成り立つ
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$(A( \lambda)f, f)=\frac{1}{2}\sum^{\infty}\int k=0.|\omega|=1|\int_{0}^{\infty}J_{\nu+k}(^{\sqrt{\lambda})d}r)r^{n}H_{k}f(_{7}\cdot,$$\omega r|^{2}/2d\omega$ .

(ここで $J_{\nu+k}$ は $\nu+k$ 次 Bessel 関数)

上の恒等式の証明はさらに次の Bessel 関数についての古典的な公式による。

$\int_{|\xi|=}\sqrt{\lambda}dG-xSi(y)\xi\lambda^{(n-1}\sqrt{\lambda}^{=})/2\int_{|\omega|=1}e^{i()^{\sqrt{\lambda}}}-\omega dyx\omega$

$= \lambda^{()/}rb-12(2\pi)^{n/2}\frac{J_{\nu}(\sqrt{\lambda}|x-y|)}{|\sqrt{\lambda}|x-y||\nu}.$’

$\frac{J_{\nu}(|x-\mathrm{c}/|)}{|x-\prime y|^{\nu}}=2^{\nu}\Gamma(\nu)k\sum_{=0}(\nu+\infty k)\frac{J_{\nu+.k}(r)}{r^{\nu}}\frac{J_{\nu+k}(p)}{\rho^{\nu}}c_{k}^{\nu}(\omega_{1}\cdot\omega_{2})$,

$(x=r\omega_{1}, y=\rho\omega_{2})$

$\frac{\nu+k}{\nu|S^{n-1}|}\int_{|\omega|=}1c^{\nu}k(\omega_{1}’.J\omega)C_{\ell,}^{\nu}(\omega\cdot\omega 2)d\omega=\delta k\ell ck(\nu\omega_{1}\cdot\omega_{2})$ .

更に次の Weber-Schaftheitlin 積分についての公式に注意する。

$J_{0}^{\infty}J_{\nu+k(r)^{2}r^{1}d_{\Gamma}}-2s.= \frac{\mathrm{r}(2_{S}-1)\Gamma(_{\mathcal{U}+kS+1}-)}{2^{2_{S-}1}\Gamma(s)2\Gamma(\nu+k^{\sim}+s)}$

.
$(1+k)^{1-2_{S}}$ as $karrow\infty$

すると定理 1は次のようにして証明できる。

$(A(\lambda)f, f)$

$\leq\frac{1}{2}\sum_{k=0}^{\infty}(\oint_{0}^{\infty}J\nu+k(^{\sqrt{\lambda}-2_{S}}r)^{2.1}rdr)(\int_{|\omega\{=1}f_{0}\infty.2|\Gamma^{s_{H}}kf(r,\omega)|r^{n-}d1\omega r)$

$= \frac{1}{2}\lambda^{S-}1\sum_{k=0}$

.

$.( \infty\int_{0}^{\infty}J\nu+k(r)21r-2Sd.r)(\int_{|\omega|=1}\int_{0}^{\infty}|r^{s_{H_{k}(}}J^{\cdot}r,)|^{2n}r$ drdv$\mathrm{I}$

$\leq C\lambda^{s-}1\sum_{k=0}(1\infty+k)^{1-2s}(\int_{0}^{\infty}|r^{S}H_{k}f(r,\omega)|^{2}r-1dnrd\omega)$

$\leq C\lambda^{S}-1\int_{\mathrm{R}^{n}}|x|^{2}s.|(I-\Lambda)-\frac{2\mathrm{s}-1}{4}f(x)|2dx$
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定理 2は

$|D|^{2\alpha}(- \Delta-\zeta)-1=\int_{0}^{\infty}\frac{\lambda^{\alpha}A(\lambda)}{\lambda-\zeta}.d\lambda$

だから $B(\lambda)=\lambda^{\alpha}A\langle\lambda$) の作用素ノルムでの H\"older 連続性をいう必要がある。 これについては

定理 1の場合と同じ様に Bessel 関数についての古典的事実より次を得ることができる (証明略) 。

(i)

$|(H_{k}B(\lambda)f\backslash ...g)|\leq..C(1+k)^{2\alpha-1}|||x|1-\alpha Hkf||_{I}\lrcorner 2|||X|1-\alpha_{H_{k}||_{r_{\lrcorner}}}g2$

(ii)

$|(H_{k}(B( \lambda)-B(\mu))f. g)|\leq C_{\theta}(1+k\mathrm{I}2\alpha-1|(\lambda\bigvee_{l^{l}},)^{-1}(1+k)|\lambda-\mu||^{\theta/2}$

$-\cross\}||x|1-\alpha Hkf||_{I}\lrcorner 2|||X|^{1\alpha_{H_{kg}||}}-I^{2}\text{ノ}$ $(0\leq\theta\leq 1)$ .

また $\zeta=0$ の場合には次がなりたつ。

命題 3. $\alpha$ は $0<\alpha<$ 百となるものとする。 このとき

$|(|D|2( \alpha-1)f, f)|\leq C||(I-\Lambda)\frac{2\alpha-1}{4}|X|1-\alpha f||_{I^{2}}^{2}\lrcorner$ .

ここで定数 $C$ は $f\in C_{0}^{\infty}$ $(\mathbb{R}$
“

$)$ に依存しない。

ここで関数空間を次のように導入する。

$F_{\alpha}= \{\int\in.s’(\mathbb{R}^{n})| 1^{X|^{1-\alpha}}|.,\cdot f.\in L2(\mathbb{R}\prime r.l)\}$.

$c_{(\mathrm{z}_{:}\mathrm{c}x}’= \{f\in s’(\mathbb{R}^{n})|. |x|^{\alpha-1}(I-\Lambda)\frac{1-2\alpha’}{2}f\in L2(\mathbb{R}^{n})\}$.

すると補題 2は $B(\lambda)$ が Fしから $G_{\alpha.\alpha’}$ への作用素で $( \alpha<\frac{1}{2}, \alpha<(x’)$ , しかも\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$ につ

いての局所 $\mathrm{H}\dot{\mathrm{c}}$)$\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 連続な関数となっていることを言っており、命題 3は $|D|^{2(1)}\alpha-$ が凡か
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への作用素であることを言っている。 これらから定理 2が証明できる。 まず $\zeta$ がスペクトル $[0, \infty)$

からはなれている場合

$|(|D|^{21}\alpha(-\Delta-()^{-}f’.g)|$

$\leq\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int-|\frac{|\xi|^{2\alpha}}{|\xi|^{z_{-\zeta}}\prime}||\hat{f}(\xi)||\hat{g}(\xi)|d\xi$

$\leq C\int|\xi|^{2(\alpha}-1)|\hat{f}(\xi)||\hat{g}(\xi)|d\xi$

$\leq C(|D|^{2\{\alpha}-1)(I-\Lambda)\frac{1-2\alpha}{2}f,$ $f)^{1}/2(|D|2( \alphaarrow 1)(I-\Lambda)\frac{2\alpha-1}{2}g, g)1/2$

$\leq c^{j}|||X|^{1-}\alpha f||L^{2}|||X|^{1\frac{2\alpha-1}{2}}-\alpha(I-\Lambda)g||L^{2}$

と凡から $G_{\alpha.\alpha}$ への有界作用素となる。

従って残りは $\zeta$ がスベク トルに近づく場合であるが、 $\text{これはまた}$
$\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\backslash$ により

$|||D|2\alpha(-\Delta-(1\pm i\epsilon.))-1||L(F_{\alpha}.c_{\alpha,\alpha},)$ が $\epsilonarrow 0$ としても有界にとどまることさえ示せばよい。

ここで $\chi(\lambda)\in C_{0}^{\infty}[\frac{1}{2},2]$ を $\lambda=1$ の近傍で $\chi(\lambda)=1$ となるものとして

$|D|^{2a}(-\Delta-(1+i\epsilon))-1$

$=./0^{\cdot} \infty\chi(\lambda)\frac{B(\lambda)}{\lambda-(1+i\xi_{-})}.d\lambda+\int_{0}^{\infty}(1-x(\lambda))\frac{B(\lambda)}{\lambda-(1+i\epsilon)},d\lambda$

$=R_{1}+R_{2}$

と分解すると $||R_{2}||c(F_{\alpha’\alpha}G.)\subset \mathrm{r}$ は $\zeta$ がスペクトルからはなれているときとおなじようにすれば有界にと

どまることが示せる。他方 $||R_{1}||c(F_{\alpha}.G_{\alpha.C\mathrm{x}},)$ についてはつぎの命題による (定理 2の証明終わり)
。

命題 4. $F_{1}$ と $F_{2}$ は Banach 空間、 $P(\lambda)$ は $\mathcal{L}(F_{1}, F_{2})$ に値をとる ( $\lambda>0$ に関して)

H\"older 連続な関数で suppori が $(0, \infty)$ で compact で $\lambda=1$ の近傍に入ると仮定する。 この

とき

$Q( \zeta)=.\mathit{1}_{0}^{\infty}\frac{P(\lambda)}{\lambda-\zeta}d\lambda$

とおくと集合 $\{Q(1\pm i\epsilon)\}_{\mathrm{C}}>0$ は $\mathcal{L}(F_{1}, F_{2})$ で有界となる。

定理 3の証明で (がスペクトルから離れている場合には $\mathrm{H}’ \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{y}-\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{W}0\mathrm{o}\mathrm{d}-\mathrm{S}_{0}\mathrm{b}01\mathrm{e}\mathrm{v}$の不等式

でもって容易にしめすことができる。 実際 $P$ 及び $q$ を $1<p<2<q< \infty..\frac{1}{p}-\frac{1}{q}=\frac{2(1-\alpha)}{7l}$
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をみたすとすると

$|(|D|^{2\alpha}(-\Delta-()-1f.\prime g)|$

$\leq C\int|\xi|^{2(}\alpha-1)|\hat{f}(\xi)||\hat{g}(\xi)|d\xi$

$\leq C(|D|^{n(1-\frac{2}{\mathrm{p}}})f,f)^{1}/2(|D|n(\frac{2’}{q}-1)_{\mathit{9},g)^{1/}}2$

$\leq C||f||_{Lp}||g||sL\overline{q}-\overline{1}$

となるからである。 また定理 2の証明と同様にして $||R_{2}||\mathcal{L}(Lp$ ,Lりも $\epsilonarrow 0$ としても有界にとどま

ることがわかる。 したがって $||R_{1}||_{\mathcal{L}}(L\mathrm{p},L^{q})$ の挙動を調べることが主な仕事であるがそのために

は少し準備が必要となる。

まず $K_{z,\zeta}(x-y)$ を作用素 $(- \Delta-\zeta)z-\frac{n}{2}$ の核とする。 また $\mathrm{r}_{+}$ を

$\Gamma_{+}=\{\zeta\in \mathbb{C}| {\rm Im}\zeta>0, \frac{1}{2}\leq|(|\leq 2\}$

と定義する ($\Gamma_{-}$ も同様である) 。 このとき次が成立する (証明略) 。

$\text{このとき一}2<Rez<$ 百およ
び $\max(\mathrm{O}, 2ReZ)\leq\mu<$

.
$Rez+ \frac{1}{2}$ に対して定数 $C$ が存在して

$|K_{z,\zeta}(_{X})| \leq C\frac{e^{c_{||}}{\rm Im} z}{|x|\mu}$

$|K_{z,\zeta}(_{X)}-K_{z}, \zeta’(x)|\leq C\frac{e^{C|{\rm Im}}||z\zeta-\zeta’|^{\theta}}{|x|\mu}$

となる。 ただしここで $\theta=Rez$ 十百 $-\mu$ である。

この補題から resolvent operator $R(()$ についての評価に関する情報が得られる。

命題 6. $\zeta$ 及び $\zeta’$ はともに $\mathrm{r}_{+}$ またはしに入るものとする。 $P$ 及び $q$ は定理 3の仮定をみた

すとする。 このとき次が成立する。

$||R(\zeta)u||I_{J}^{q}\leq C||u||_{L^{\mathrm{p}}}$

$||[R(\zeta)-R(\zeta^{;})]u||_{L^{q}}\leq C|\zeta-\zeta’|\theta||u|\{L\mathrm{p}$

128



ここで正定数 $\theta$ 及び $C$ は $u\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n}),$ $\zeta,$ $\zeta’$ に依存しない。

(証明) まず、 まえの補題と $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{y}-\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{W}\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{d}- \mathrm{S}_{0}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v}$ の不等式から次の評価がいえる。

$||(- \Delta-\zeta)z-\frac{\prime\prime}{2}u||_{L^{q}}\leq Ce^{c_{1z|}}.|\mathrm{I}\mathrm{n}1|u|_{L^{p}}\mathrm{I}_{1}$

$||[(- \Delta-\sigma)z-\frac{n}{2}-(-\Delta-\zeta’)^{\mathcal{Z}}-,\frac{\iota}{2}]u||_{I_{J}q}\leq Ce^{c|}|{\rm Im} z|(-\zeta’|^{\theta}||u||_{I_{d}^{p}}$

ここで $- \frac{1}{2}<{\rm Re} z<\frac{1}{2}:1<p<q<\infty.,$ $\max(\mathrm{o}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}.2{\rm Re} Z)\leq n(1-\frac{1}{p}+\frac{1}{q})<{\rm Re} z\wedge+\frac{1}{2}.$,

$\theta={\rm Re} z+_{2}\cdot-n(1-\frac{1}{r^{j}}+\frac{1}{q})$ である。

他方

$|(|\xi|^{2i\gamma}-\zeta)|\leq e^{\pi|\gamma|}$ for $\zeta\in \mathbb{C}$ . $\gamma\in \mathbb{R}$

であるので Plancherel の等式より

$||(-\Delta-\zeta)^{i}\gamma u||_{I^{2}},\leq e^{\pi|\gamma|}||u||\iota 2$

となる。 これらを複素補間し、 $z$ が $- \frac{1}{2}<{\rm Re} z<\frac{1}{2}$ の範囲を動くときの $( \frac{1}{p}, \frac{1}{q})$ が動く範囲

の union をとると命題 6が得られる。

以上より

$A(\lambda)=\underline{1}1^{\cdot}\mathrm{n}1[R(\lambda+i\epsilon)-R(\lambda-i\epsilon-)]$

$2\pi i\epsilon.\downarrow 0$

及び $B(\lambda)$ が定理 3の $p.q$ の範囲で $\mathcal{L}(Lp, Lq)$ に値をとる関数として局所 H\"older 連続となって

いることがいえる。 従って定理 2の証明と同様に命題 4によって $||R_{1}||_{L}(Lp,L^{q})$ が $\epsilonarrow 0$ として

も有界にとどまることがわかる。 よって定理 3が証明された。

(定理 4の証明) 定理 4では定理 3の証明において Hardy-Littlewo$()\mathrm{d}$-Sobolev の不等式を使う

かわりに次の Stein-We鏡によって示された Riesz 作用素についての重み付き評価式をもちいる。

命題 7. (Stein- Weiss) $0<\mu<n$ に対し

$T_{\mu}f(_{X})= \int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{f(y)}{|x-y|\mu}dy$
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とおく。 $1<p\leq q<\infty,$ $s<n/p’$ ( $p’$ は $\frac{1}{p}+\frac{1}{p},$ $=1$ で定義する) , $s’<n/q,$ $S+S’\geq 0$ ,

$\backslash \cdot\frac{1}{q}=\frac{-\mathrm{i}}{p}+\frac{\mu+s+s\prime}{n}-1$

と仮定する。 このとき

$|||x|^{-s’}\tau_{\mu}f||_{L}q\leq C|||X|^{s}f||Lp$

となる。 ただしここで定数 $C$ は $f\in,$
. $C_{0.-}^{\infty}(\mathbb{R}n.)arrow.$

.
に依存しない。
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