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\S 1. 序
$\neg$

相対論的シュレディンガー作用素は 1930年代に Chandrasekhar による恒星の理論の出
発点として用いられたものであるが、 $\text{この理論に対して数学的に厳密なアプ_{ロ^{一}}チがなされたのは}$.

$.\sim.$.. .

1980年代のことである. そこで問題とされたのは系の基底エネルギーであり、 したがって変分

法的な取り扱いであった. このことに関しては $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{b}[5]$ に興味深い解説がある. 他方、 この作用

素のスペクトル的な性質の研究は $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}[9]$ に始まるが、 その後の発展については $\mathrm{U}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}[7]$ の

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\text{、}}$ 及び References を参照して頂きたい. $-$ この講演では相対論的レュレディンガー

作用素に対してはこれまで論じられてこなかった話題として、 一般固有関数展開を取り上げる.

私見によれば、 –般固有関数展開定理はきれいな定理であって、これをなるべく多くの作用素

に対して示そうと試みるのは自然なことであろう. 偏微分作用素に対して、次節で述べる形の-般

固有関数展開定理が最初に示されたのは $\mathrm{I}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}[3]$ であって、 $\mathrm{R}^{3}$ におけるシュレディンガー作用

素 $-\triangle+V(x)$ が扱われた. ポテンシャルの遠方における減衰は O(|x|-2-りである. .
$\text{以降、}..\text{主}$

に ( $\mathrm{R}^{n}$ での) シュレディンガー作用素に対して、ポテンシャルに課す条件を緩くする方向で建長

がなされてきた. $\mathrm{A}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ では、短距離型のポテンシャルを持つシュレディンガー作用素を–般
.

化した形の、高階の楕円型偏微分作用素に対しても -般固有関数展開定理が示せることを喚起して

いる. ディラック作用素に関しては $\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{a}[8]$ 及びその文献表を参照されたい. $\cdots$」. $*$ .

\S 2. 主定理

つぎの相対論的シュレディンガー作用素を考える :
$H:=\sqrt{-\triangle+1}+V(x)$ in $\mathrm{R}^{3}$ .

ここで $V(x)$ は実数値可測関数で

$|V(x)|\leq C(1+|x|)-\sigma$ , $\sigma>2$ (1)

を満たすとする. このとき、 ソボレフ空間 $H^{1}(\mathrm{R}^{3})$ を定義域に取れば $H$ は $L^{2}(\mathrm{R}^{3})$ における自

己共役作用素になる. これを再び $H$ と書く. $V=0–$ のときの $H$ を $H_{0}$ と書く. 議論の出発点は
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波動作用素の完全性である :
$\mathrm{t}$

(a) 波動作用素 $W \pm=s-arrow\lim_{t\pm\infty}e^{i}tHe-:tH\mathrm{o}$ が存在する ;

(b) Ran$(W\pm)=\mathcal{H}_{ac}(H)=\mathcal{H}_{c}(H)$ ;

(c) $\sigma_{eSS}(H)=\sigma aC(H)=[1, \infty)$ ;

(d) $\sigma_{p}(H)$ の集積点はあるとしても 1のみである

(Simon [6] による). ここで $H$ の固有値の存在に関しては何も主張していないことを注意してお

く. このとき、 (b) により、任意の $f\in L^{2}$ は

$f=P_{ac}(H)f+ \sum_{n}(f, \varphi_{n})\varphi_{n}$

(但し $\{\varphi_{n}\}-$ は $-\prime H\text{の}L^{2}$.-固有関数系) と表わされる. さらに、 一般化フー $|l$エ変換が直ちに定義

できる. 実際、通常のフ.一リエ変換とフーリエ逆変換をそれぞれ

$(Fu)( \xi)=(2\pi)^{-3/2}\int u(x)e^{-x}\epsilon dX$ ,

$( \overline{\mathcal{F}}f)(_{X)}=(2\pi)^{-sJ}2\int f(\xi)\text{♂}\cdot\xi d\xi$

と表わすことにして

F士 $:=FW_{\pm}^{*}$ , $\overline{F}\pm:=W_{\pm}\overline{F}$ (2.1)

$\text{と定義}\dot{\text{す}^{}\vee}$ ると、 つぎの事実が成り立つ.

補題 2.1.

(i) $F_{\pm}\overline{F}_{\pm}=1_{L^{2}\text{、}}$ $\mathcal{F}_{\pm}\overline{.}F\pm=P_{ac}(H)$ .
(ii) F士は $L_{x}^{2}$ から $L_{\xi}^{2}$ への部分等長作用素であって、始集合は Hac(H)、終集合は $L_{\xi}^{2}$ である.

(iii) $\mathcal{F}\pm^{Hf}=\sqrt{|\xi|^{2}+1}\tau_{\pm}f$ $(f\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(H))$ .

示したいことは $F_{\pm\text{、}}\overline{F}\pm$ を $H$ の–般固有関数を用いて表現することである. そのために

は $H$ の–般固有関数を構成しなければならないが、その前にまず H。が平面波 $e:x\cdot\xi$ を–般固有

関数に持つことを確認しておこう.

補題 22. $\varphi_{0}(x, \xi)=eix\cdot\xi$ とおくとき、各 $\xi$ に対してつぎが成り立つ.

$.\prime \mathfrak{l}^{\backslash }$. $.\cdot$

$\sqrt{-\triangle_{x}+1}\varphi_{0}(x, \xi)=\sqrt{|\xi|^{2}+1}\varphi_{0}(x, \xi)$ in $S_{x}’$ . (2.2)

132



$H$ の–般固有関数を $\mathrm{A}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ のやり方に沿って構成しよう. そのために必要な記号をまず
導入しておく. $H_{\text{、}}H_{0}$ のレゾルベントをそれぞれ $R(z)\text{、}R_{0}(z)$ と書く : $R(z)=(H-z)-1\text{、}$

$R_{0}(z)=(H_{0}-z)^{-1}$ . 重み付き $L^{2}$ 空間、重み付きソボレフ空間を茨のように定義する :
$L_{s}^{2}=\{u|||u||_{S}:=||<x>us||_{L^{2}}<+\infty\}$ ,

$H_{s}^{m}=\{u|||u||_{m,s}:=||<D>^{m}u||_{S}<+\infty\}$ .

定理 21. (極限吸収原理) $s>1/2$ とする. 任意の $\lambda\in(1, \infty)\backslash \sigma_{p}(H)$ に対して次の極限が

存在する :
$R^{\pm}( \lambda):=\lim_{\epsilonarrow 0}R(\lambda\pm i\epsilon)$ in $\mathrm{B}(L_{S}^{2} ; H_{-S}1)$ . (2.3)

収束は $(1, \infty)\backslash \sigma_{p}(H)$ において広義一様.

証明の概略. $\Gamma_{0}(z):=(-\triangle-Z)-1$ と書くことにすると、 $\mathrm{I}\mathrm{m}.z\neq 0$ のとき

$R_{0}(z)=(H_{0}+z)\mathrm{r}\mathrm{o}(z2-1)$ . (2.4)

擬微分作用素の $L^{2}$ 有界性定理を用いると $H_{0}+z$ は $\mathrm{B}(H_{-s}^{2} ; H_{-S}^{1})$ に値を取る $\mathrm{C}$ 上の連続関

数であることがわかる. -方、 $-\triangle$ に関しては、任意の $\lambda>0$ に対して次の極限の存在が知られ

ている :
$\Gamma_{0}^{\pm}(\lambda):=\lim_{arrow\epsilon 0}\Gamma \mathrm{o}(\lambda\pm i\epsilon)$ in $\mathrm{B}(L_{s}^{2} ; H_{-S}^{2})$ .

ここで、収束は $(0, \infty)$ 上広義一様. いま述べた二つの事実と (2.4) とを併せると、任意の $\lambda>1$

に対して、極限

$R_{0}^{\pm}( \lambda):=\lim_{\epsilonarrow 0}R_{0}(\lambda\pm i\epsilon)$ in $\mathrm{B}(L_{S}^{2} ; H_{-S}1)$ (2.5)

の存在がわかる. 収束はやはり $(1, \infty)$ において広義一様である. (2.5) $\cdot\mathrm{B}\searrow$ ら (2.3) の極限の存在

を導く際の要点は次の等式である :
${\rm Im}<R_{0}^{\pm}(\lambda)g,$

$g>= \pm\frac{\pi\lambda}{\sqrt{\lambda^{2}-1}}\int_{\sqrt{|\xi|^{2}+1}=\lambda}|(\tau\hat{g})(\xi)|2ds_{\epsilon}$, $(g\in L_{s}2)$ .

ここで $<.,$ $\cdot>$ は $L_{-s}^{2}-L_{S}^{2}$ の $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}_{\text{、}}\tau \text{はトレース作用素}.$

. この等式を用いると $\lambda..\in$

$(1, \infty)\backslash \sigma_{p}(H)-$ のとき $(I+VR_{0}\pm(\lambda))-1\in \mathrm{B}(L_{s}^{2})$ の存在が示せる. この逆作用素は上半平面、
.

及び下半平面での $\mathrm{B}(L_{s}^{2})$ -値連続関数 $(I+VR_{0}(z))^{-1}$ の境界値になっており、 この事実と等式

$R(_{Z})=R_{0}(-z)(I+VR_{0}(z))-1$ , $({\rm Im} z\neq 0)$
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とを合わせて考えると定理の主張の成り立つことがわかる. //

系. $\lambda\in(1.’\infty. )\backslash \sigma_{p}(H..)_{\text{、}}$

.
$f\in L_{s}^{2}$ に対して

$(\sqrt{-\triangle+1}+V(x)-\lambda)R^{\pm}(\lambda)f=f$ in $S’$ .

そこで $H$ の–般固有関数を $R^{\pm}(\lambda)$ を用いて次のように定める.

定義. $\sqrt{|\xi|^{2}+1}\in(1, \infty)\backslash \sigma_{p}(H)$ のとき

$\varphi^{\pm}(x, \xi)$ $:=\varphi_{0}(_{X}, \xi)-R\mp(\sqrt{|\xi|^{2}+1})[V(\cdot)\varphi_{0}(\cdot, \xi)]$ .

ここで $1/2<s<\sigma-3/2$ のとき $V\in L_{s}^{2}$ となることに注意. さて

$N=\{\xi|\sqrt{|\xi|^{2}+1}\in\sigma_{p}(H)\}\cup\{0\}$

とおくと、 (d) により $N$ は $\mathrm{R}^{3}$ における零集合であって、 $\varphi^{\pm}(x, \xi)$ は $\mathrm{R}_{x}^{3}\cross(\mathrm{R}_{\xi}^{3}\backslash N)$ におけ

る可測関数である. $\dot{\text{さ}らに上_{の系_{と}補題}}$ $22$ とから $\varphi^{\pm}(x, \xi)$ は $H$ の–般固有関数であることが

わかる、即ち、任意の $\xi\in \mathrm{R}^{3}\backslash N$ に対して

$(\sqrt{-\triangle_{x}+1}+.V(x))\varphi^{\pm}(x, \xi)=\sqrt{|\xi|^{2}+1}\varphi^{\pm}(x, \xi)$ in $S_{x}’$ .

主定理.

(i) $u\in S_{x}$ のとき $(F_{\pm}u)( \xi)=(2\pi)^{-}s/2\int u(x)\overline{\varphi^{\pm}(x,\xi)}dx$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\xi$

(ii) $f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3}\backslash N)$ のとき $( \overline{\mathcal{F}}\pm f)(X)=(2\pi)-s./2\int f(\xi)\varphi(\pm X, \xi)d\xi$ $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x$

系.

$(.\mathrm{i})- u\in L_{x}^{2}\wedge$

のとき
$( \mathcal{F}\pm u)(\xi.)--..\cdot.\lim_{Rarrow\infty}(2\pi)-3/2’\int_{\mathrm{I}^{x|..\leq R}}u(X)..\overline{\varphi...\cdot(\pm X,\xi)}d_{X}$ in $L_{\xi}^{2}$

(ii) $f\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3}\backslash \lambda’)$ のとき $( \overline{\tau}_{\pm}f)(x)=Rarrow\infty\lim(2\pi)^{-3}/2\int_{\mathrm{t}1}\epsilon|\leq R\}\backslash N\varphi^{\pm}f(\xi)(X, \xi)d\xi$ in $L_{x}^{2}$
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主定理の証明. (i) のみを示す. (ii) の証明も同様である. $\lambda>1$ に対し

’

$E_{0}’( \lambda)=\frac{1}{2\pi i}(R^{+}0^{\cdot}(\lambda)-R_{0}^{-}(\lambda))$

と書くことにすると、 $u_{\text{、}}v\in S$ のとき

$<u,$ $E_{0}’(\lambda)v>=\lambda\sqrt{\lambda^{2}-1}(\gamma(\sqrt{\lambda^{2}-1}) \text{\^{u}}, \gamma(\sqrt{\lambda^{2}-1})\hat{v})_{L^{2}(S^{2}})$ (2.6)

が成り立つ. ここで $\gamma(\rho)\hat{u}=\hat{u}(\rho\cdot)$ である. さらに $\hat{v}=\mathcal{F}v\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3}\backslash N)$ が成り立つとする

と (2.1) により

$(\tau_{\pm^{u}}, \tau v)=(u,W\pm^{v})-$ . (2.7)

波動作用素 W士の定常表示を用いると (2.7) の右辺は

$\int..\langle(1-VR^{\pm}(\lambda)-\wedge)u, E_{0’}(\lambda)v\rangle_{-}d\lambda$ (28)

に等しい. ここで (2.6) を用いて、変数変換 $\rho:=\sqrt{\lambda^{2}-\mathrm{I}}$ を行うと、 (2.8) は

$\int(\gamma(\rho)F(1-VR\pm(\sqrt{\rho^{2}+1}.\cdot))u, \gamma(\rho)Fv)_{L(s)}22\rho^{2}d\rho$ (2.9)
$.-.\mathrm{s}$

$\text{となる}$ . $.(2.9)-$
.

$\text{は極座標による積分な_{の}で_{、}}$

.
$.\text{これを}$ $.\xi \text{変数に}\sim \text{戻すと}$

$\int$

.

$F.[.(1-VR^{\pm}..(,\cdot\sqrt{|\xi|^{2}.+.1}.:.’))u.]‘(\xi)\overline{\mathcal{F}v(\xi)}d\xi$
(2.10)

を得る. $C_{0}\infty(\mathrm{R}^{3}\backslash N)$ は $L_{\xi}^{2}$ で稠密であることと、 $(2.7)-(2.10)$ とを合わせると

$F_{\pm^{u}}=F.[(1-VR\pm(\sqrt{|\xi|^{2}+1}))u]$ (2.11)

となるが、 (2.11) の右辺に $\varphi^{\pm}(x, \xi)$ の定義を当てはめれば主定理の (i) が得られる. //

補題 21 $(\mathrm{i})_{\text{、}}(\mathrm{i}\mathrm{i})$ が-般固有関数系 $\{\varphi^{\pm}(X, \xi)\}\epsilon$ の完全性を意味する訳であるが、 このよう

に–般固有関数系の完全性を波動作用素の完全性に帰着させる考え方は $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{a}[4]$ による. もち

ろん ‘ $\mathrm{A}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}[1|$ のやり方をなぞることもできるであろう.
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\S 3. 結び

前節の結果は次のように–般化できる. $H=\sqrt{-\triangle+1}+V(x)$ において、 $\sqrt{-\triangle+1}$ を

擬微分作用素 $p(D)$ に置き換える. 表象 $p(\xi)$ は次の仮定を満たすとする :

(P.1) $p(\xi)$ は実数値 $C^{\infty}-$関数で、 適当な $\mu>0$ に対して $<\mu>^{-\mu}p\in\dot{B}^{\infty}$ を満たす ;

(P.2) $\alpha’>0$ かつ $\alpha(\rho)\geq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.\rho^{\nu}$ $(\rho\gg 1,0<\nu\leq\mu)$ を満たす $\alpha\in C^{1}((0, \infty))$ が存在

して $p(\xi)=\alpha(|\xi|)$ と書ける.

この 2つの仮定のもとで前節の $(\mathrm{a})$ $-(\mathrm{d})$ が成り立つ $(\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}[6])$ . また、極限吸収原理が成り立
つことは Ben-Artzi&Nemirovsky[2] により示されている. (2.6) に相当する式は

$<u,$ $E_{0}’( \lambda)v>=,\frac{\{\alpha^{-1}(\lambda)\}^{2}}{\alpha(\alpha^{-1}(\lambda))}(\gamma(\alpha^{-1}(\lambda))$ \^u, $\gamma(\alpha^{-}(1\lambda))\hat{v})L^{2}(S^{2})$

となる. したがって、 前節の議論をなぞることにより $H=p(D)+V(x)$ に対して、前節主定理

と同じ結果の成り立つことが結論される.
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