
GROUPS AND DIFFERENTIAL EQUATIONS

Foreword.

The following lecture note is prepared for my lectures at Shinshu University from
November 13 to 17 of 1995. This lecture was a supplementar.$\mathrm{v}$ course of the group
theory for the 3rd grade students who have just studied it, not including the Galois
theory. My objective was to introduce them to the classical work of $\mathrm{H}.\mathrm{A}$ .Schwarz

$\prime l\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ diejenigen $\mathrm{F}\dot{.}\dot{\mathrm{a}}1\mathrm{l}\mathrm{e}$, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine
algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt, J. reine. angew. Math. 75
(1873), 292-335”. I have chosen this subject because here the group theory plays a
beautiful role and also because of the more recent progress made by P.Deligne and
$\mathrm{G}.\mathrm{D}$ .Mostow.1 I record this lecture note here, hoping that it would be of some help
for young students to access this classical work. ..

April 1997
Akihiko Gyoja

1Cf. a survey article by Mostow in Bull. AMS. 16 (1987), 225-246.
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群と微分方程式

行者明彦

信州大学理学部集中講義、 1995年 11月 13日-17日

序文

19世紀初頭、E.Galois は方程式の根がベキ根によって構成される仕組を根のあいだのある置換群 (す
なわち Galois 群) の構造によって分析する–般的な原理を確立しました. (数学辞典「ガロア理論」 よ
り.) 同様に、 なんらかの群を用いて微分方程式の解の性質を調べようという試みがいくつかあります.
そのようなものの–つに次があります.
$\mathrm{H}.\mathrm{A}$ .Schwarz, Ueber diejenigen F\"alle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine alge-
braische Function ihres vierten Elementes darstellt, J. reine. angew. Math. 75 (1873), 292-335
この論文で、 Schwarz は群論を用いて次の問題に対する美しい解答を与えました.

問題. $\alpha,$
$\beta,$ $\gamma\in \mathbb{C}$ が与えられたとき、超幾何微分方程式

$x(1-x) \frac{d^{2}y}{dx^{2}}+(\gamma-(\alpha+\beta+1)x)\frac{dy}{dx}-\alpha\beta y=0$

のすべての解 $y=\varphi(x)$ が $x$ の代数関数になるための条件を求めよ.

ここで代数関数とは、 2変数既約多項式により与えられる関係式 $F(x, y)=0$ を $y=f(x)$ と解いて得
られる関数のことです. (例えば $y=$ 西は $F(x, y)=y^{2}-x=0$ を解いて得られますから、 これは代数
関数です.) ここでは Schwarz のこの仕事を紹介します.

Typeset by $A_{\mathcal{M}}s_{-}\mathrm{I}\mathrm{E}\mathrm{X}$
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1. 鏡映群

1.1. ユークリッド幾何学における鏡映群

1.1.3. 例. 2直線 $L_{1}$ と $L_{2}$ が角度 $\pi/n$ で交わるとする. このとき $s_{1}:=s_{L_{1}}$ と $s_{2}:=s_{L_{2}}$ から生成さ
れる鏡映群を $I_{2}^{(n)}$ と書き 2面体群と呼ぶ.

1.1.4. 練習問題. $I_{2}^{(n)}=\{(s_{1}s_{2})i, (s_{1}s_{2})^{i}s_{1}|i=0,1, \cdots, n-1\}$ . さらに、 この $2n$ ケの元はすべて相
異なる. (ヒント : $s_{1}^{2_{=}}s_{2}^{2}=(s_{1}s_{2})^{n}=e$ (=単位元) を示し、 これを用いて、 これ以外に元がないこと
を示せ. 次に幾何学的に考えて、 これら $2n$ ケの元がすべて相異なることを示せ.)

1.1.5. 練習問題. 2面体群 $I_{2}^{(n)}$ には丁度 $n$ ケの鏡映が含まれ、その鏡映面は (1.1.3) の図のようになる.

1.1.6. 練習問題. 2直線 $L_{1}$ と $L_{2}$ が角度 $\theta$ で交わるとする. このとき $s_{1}:=s_{L_{1}}$ と $s_{2}:=S_{L_{2}}$ から生
成される鏡映群 $w$ が有限群になるなら、互いに素な自然数 $n$ と $k$ があって $\theta=\pi k/n$ .

1.1.7. 練習問題. (前間の続き) このとき $W=I_{2}^{(n)}$ .
1.1.8. 補題. $w$ を平面の有限鏡映群とすると、 $w$ に属するすべての変換で動かされない点がある. い

いかえると、 平面上にある点 $P$ が存在して $w$ のすべての元 $w$ に対して $w(P)=P$.
証明. 平面上の点 $Q$ を任意にとる. $W=\{g_{1}, \cdots, g_{n}\}$ とし $P= \frac{1}{n}\Sigma_{i=1}^{n}g_{i}(Q)$ と置くと良い (詳細は
省略).

1.1.9. 練習問題. 省略した部分をきちんと証明すること.

1.1.10. 補題. $w$ を平面の有限鏡映群とすると、 ある $n$ に対して $W=I_{2}^{(n)}$ . 特に三角形 $x$ の 3辺を
$L_{1},$ $L_{2},$ $L_{3}$ と忌ると 3つの鏡映 $s_{L_{1}}$ , $s_{L_{2}}$ , sL。から生成される鏡映群 $W_{X}$ は有限群にはならない.
証明. (1.1.8) のように $P$ をとる. まず直線 $L$ に関する鏡映が $w$ に含まれるなら $P\in L$ となること
に注意する. つぎに直線 $L_{1}$ と $L_{2}$ に関する鏡映がともに $w$ に含まれていて、 しかも $L_{1}$ と $L_{2}$ のな
す角度が最小になるように $L_{1}$ と $L_{2}$ をとる. このとき (1.1.6) より $s_{L_{1}}$ と $s_{L_{2}}$ から生成される $w$ の

部は分群.\iota 3’V)’のは図有の限よのう 2に面な体る群\tau でもあしるもので、 に属.さ)なよいり鏡映’がにあ属れすばる、鏡そ映のの鏡鏡映映面面の全は体 {
$\text{を通}.\text{り}.L_{i}’ L$

の

いずれかとの角度が $\pi/n$ よりも小さくなるので $L_{1}$ と $L_{2}$ の取り方に矛盾する. ゆえに $w$ に属する鏡
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映はすべて $W’$ に含まれる. 特に $W$ の生成元がすべて $W’$ に含まれるので $W=W’$ . 後半は次のよう
にして示せる. もし $\mathrm{T}\prime V_{X}$ が有限群になれば、その鏡映面の全体は (1.1.3) の図のようになっているはず
である. 特に $L_{1},$ $L_{2},$ $L_{3}$ も鏡映面の集合に含まれているはずだが (1.1.3) の図のどの 3直線も三角形を
形作らない. (証明終)

1.1.11. 鏡映群. 3次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{3}$ の中の平面に関する (いくつかの) 鏡映から生成される
変換群を (3次元ユークリッド空間の) 鏡映群という. 同様に $n$ 次元ユークリッド空間の鏡映群という
ものも定義できる. 有限鏡映群は完全に分類されている (「ブルバキ :lj–群とり –環、第 6章」参照).
特に 3次元の場合には有限鏡映群は次のもので尽くされる. (鏡映面の集合のみを記述する.) ,

$A_{3}$ 型: 正 4面体の対称面の $\text{全体}$ .
$B_{3}$ 型: 正 6面体の対称面の全体. (正 8面体でもよい)
$H_{3}$ 型: 正 12面体の対称面の全体. (正 20面体でもよい) .
$I_{2}^{(n)}\mathrm{x}A_{1}$ 型:xP平面の上に (1.1.3) の図のような直線の集合を考え、 これらの直線と z-軸を含む平面
を考える. これに xy-平面を付け加えると鏡映面の全体になる.

$A_{1}\mathrm{x}A_{1}\mathrm{x}A_{1}$ 型:3つの座標平面.

$g$

1112. 基本領域. この話を通じて種々の鏡映群を考えるが、そのいずれについても (1.1.2) の図や
(1.1.3) の図のように鏡映面が全空間をいくつかの開領域 $\{X_{0}, X_{1}, \cdots\}$ に分割する. そのうちのひとつ
$x_{0}$ を固定すると次のことが成立する.

(1) $e\neq w\in W\Rightarrow w(X_{0})\cap X_{0}=\phi$ .
(2) Uw\in ww(X0)=(全空間).

このようなとき $X_{0}$ は $|/V$ の作用に関する基本領域であるという. 特に

$W\ni w-\rangle w(x_{0})\in\{x_{0},x1,x_{2}, \cdots\}$

が全単射になることがわかるので $w\in W$ と $w(X_{0})$ を同–視することにより、群 $W$
. を目で見ることができる. (詳細は省略する.「ブルバキ :1)–群とリー環、第 5章」参照.)

12. -次分数変換

121. -次分数変換. $S=\in GL_{2}(\mathbb{C})$ に対して $S(z):= \frac{az+b}{cz+d}$ と置
$\text{く^{}\frac{\mathbb{P}--}{\text{と}\mathbb{C}\cup}}\{\infty\}$

上に $GL_{2}(\mathbb{C})$

の作用が定まる. $z\vdasharrow S(z)$ として得られる $\mathrm{P}$ の変換を–次分数変換という. ( $S(z)$ のかわりに $Sz$ また
は $S\cdot z$ と書くこともある.) $;-\gamma_{-}\sim\vee$ し $\mathrm{G}\mathrm{L}_{\mathfrak{n}}(\mathrm{c})$ $=$ { (行列式) $\# 0$ $\iota 46\mathrm{n}x‘’\iota$ i\S泰行 Pl 全 4}.

122. 練習問題. $z\mapsto z+\alpha(\alpha\in \mathbb{C})_{\text{、}}z\mapsto az(0\neq a\in \mathbb{C})_{\text{、}}z\mapsto-z^{-1}$ は–次分数変換である.

12.3. 練習問題. 上のようにして $\mathrm{P}$ 上に $GL_{2}(\mathbb{C})$ の作用が本当に定まることをたしかめること.

12.4. $n$ 重推移的. 群 $G$ が集合 $X$ に作用しているとする. $(a_{1}, \cdots, a_{n})(a_{i}\in X, a_{i}\neq a_{j})$ と $(b_{1}, \cdots, b_{n})$

$(b_{i}\in X, b_{i}\neq b_{j})$ を任意にとるとき、 ある $g\in G$ が存在して $ga_{i}=b_{i}(i=1, \cdots, n)$ となるなら、 こ
の作用は $n$ 重推移的であるという.

12.5. 補題. (1.2.1) で与えられた $GL_{2}(\mathbb{C})$ の $\mathrm{P}$ 上の作用は 3重推移的である.
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証明. $\mathrm{P}$ の相異なる 3点 $z_{2},$ $z_{3},$ $z_{4}$ が与えられたとき、 -次分数変換

$S(z):=. \frac{z-z_{3}}{z-z_{4}}/\frac{z_{2}-z_{3}}{z_{2}-z_{4}}$

は、 これらの 3点をそれぞれ 1, $0,$ $\infty$ に移す. (証明終)

1.2.6.練習問題. $z_{2},$ $z_{3},$ $z_{4}$ をそれぞれ 1, $0,$ $\infty$ に写す-次分数変換は、この証明で与えた $S$ のみである.

12.7. 非調和比.

$(z_{1};z_{2};z3;z4):= \frac{z_{1}-z_{3}}{z_{1}-z_{4}}/\frac{z_{2}-z_{3}}{z_{2}-z_{4}}$

とおき、 これを非調和比
$-$ ( $\mathrm{c}\mathrm{r}\circ \mathrm{s}\mathrm{s}$ ratiO) と呼ぶ.

128. 補題. 任意の-次分数変換 $T$ にたいして

(1) $(\tau_{Z_{1};}T_{Z_{2;^{\tau}}}Z_{3};)=(z_{1}; z_{2};z_{3;4}z)$

証明. $S(z):=(z;z_{2};Z3;z_{4})$ と置く.

$T^{-1}$ $s$

$(\tau_{z_{2}}, \tau_{z_{3,4}}\tau_{Z})arrow(z_{2}, Z_{3,4}Z)arrow(1,0, \infty)$

であるから (1.2.6) より $s\tau^{-1}(w)=(w;T_{Z_{2};}\tau z_{3} ; TZ_{4})$ . 故に ( (1) の右辺) $=S(z_{1})=ST-1(T(Z_{1}))=$
$(\tau z_{1} ; \tau_{z}2;Tz_{3}; T_{Z_{4}})=$ ( (1) の左辺). (証明終)

1.2.9. 補題. 任意の-次分数変換によって円は円に写る. (約束 : 直線には無限遠点も付け加えることに
して、 それも円の–種と見なす.)

証明. 任意の–次分数変換によって実軸が円に写ることを示せば十分.

(1) $\tau^{-1}(\mathbb{R})=\{z|Tz=\overline{\tau_{z\}}}$

に注意する. $\tau=\in GL_{2}(\mathbb{C})$ なら (1) の定義式 (すなわち {} の中の式) は

$\frac{az+b}{cz+d}$ $=$ $\frac{\overline{az}+\overline{b}}{\overline,cz+\overline{d}}\text{すなわち}$

(2) $(a\overline{c}-C\overline{a})|z|2+(a\overline{d}-c\overline{b})z+(b\overline{c}-d\overline{a})\overline{z}+(b\overline{d}-d\overline{b})=0$

となる. (2) 式は、 $a\overline{c}-c\overline{a}=0$ であれば直線を表わし、 $a\overline{c}-c\overline{a}\neq 0$ であれば円を表わす. (証明終)

1.2.10.補題. 複素球面上の 4点 $z_{1},$ $z_{2},$ $Z_{3,4}z$ が同–円上にあるための必要十分条件は $(z_{1};Z_{2};Z3;z_{4})\in \mathbb{R}$.
証明. (1.2.5) の証明中の $S$ により 4点 $z_{1},$ $z_{2},$ $Z_{3,4}z$ はそれぞれ $(z_{1} ; z_{2;}Z_{3;4}z),$ $1,0,$ $\infty$ に写される. ゆ
えに条件が満たされれば、後者の 4点は同–円上にあり、従って (1.2.9) より前者の 4点も同–円上に
ある. 逆に 4点 $z_{1},$ $z_{2},$ $z_{3},$ $z_{4}$ が同–円上にあれば (1.2.9) より $(z1;z2;z_{3} ; z4),$ $1,0,$ $\infty$ も同–円上にある.
1, $0,$ $\infty$ を通る円は実軸であるから $(z_{1} ; z_{2};z_{3};z4)\in \mathbb{R}$. (証明終)

1.2.11. 練弩問題. 2つの任意の円 $C_{1}$ , $C_{2}$ に対し、 $C_{1}$ を $C_{2}$ に写す–次分数変換 $T$ が存在する. (ヒン
ト: まず $C_{2}=\mathbb{R}$ のときに証明すれば十分であることを示す. さらにその場合には $C_{1}$ 上に 3点 $z_{2}$

.
, $z_{3}$ , $z_{4}$

を取り、 この 3点をそれぞれ 1, $0$ , $\infty$ に写す–次変換 $T$ を考える.)

12.12. 補題. –次分数変換は角度を保つ.
証明. 複素関数論で良く知られているように、 一般に解析関数 $w=f(z)$ は $f’(a)\neq 0$ となる点 $a$ の近
くでは等角写像を与える. (証明終)

1.3. 複素球面の鏡映

1.3.1. 鏡映 $s_{C}(z)$ . 円 $C$ に対して $\mathbb{R}=T(C)$ となる-次分数変換 $T$ をとり $C$ に関する (複素球面の)
鏡映 $s_{C}(z)$ を $s_{C}(z):=\tau^{-}1(\overline{\tau(z)})$ により定義する.
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この定義では鏡映 $s_{C}(z)$ が $T$ の取り方に依存しないことを示す必要がある. そのために $s_{C}(z)$ を具
体的に式で書いて見よう. 円 $C$ の中心が $a\in \mathbb{C}$ で、 半径が $R$ とする. (式で書くと $C$ は

(1) $|z-a|^{2}=R^{2}$ 即ち、 $\overline{z-a}=\frac{R^{2}}{z-a}$

で与えられる.) $T$ を上のように取り、$z_{2}=\tau^{-1}(1),$ $z_{3}=\tau-1(0),$ $z_{4}=\tau-1(\infty)$ とおく. $T:(z_{2}, z_{3,4}z)arrow$

$(1,0, \infty)$ であるから (1.2.6) より $T(z)=(z;z_{2};z_{3;z_{4}})$ . ゆえに

$(s_{C(z)Z_{2}};; z_{3};z_{4})=\tau_{s(}cz)=\overline{\tau(_{Z})}=\overline{(_{Z};Z2^{\cdot},z3;z4)}$

$=\overline{(z-a\cdot,z_{2}-a;z_{3}-a\cdot,z4-a)}$ . $\cdot$ (1.2.2) and (1.2.8)
$=(_{\overline{Z-}}a;\overline{z2-a};\overline{z_{3^{-a\cdot\overline{Z_{4}}}}},-a)$

(2)
$=( \overline{z}-\overline{a};\frac{R^{2}}{z_{2}-a};\frac{R^{2}}{z_{3}-a};\frac{R^{2}}{z_{4}-a})$ $..\cdot(1)$

$=(a+ \frac{R^{2}}{\overline{z}-\overline{a}};z_{2};Z3;z4)$ .

最後の等式は任意の–次分数変換で非調和比が不変である ((1.2.8) 参照.) という事実を、 –次分数変
換 $w \mapsto a+\frac{R^{2}}{w}$ に適用して得られる. ((1.2.2) 参照.) –次分数変換 $w\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow(w;Z_{2;3}Z ; z4)$ の逆変換を (2)
式に作用させると次式が得られる.

(3)
$s_{C}(z)=a+ \frac{R^{2}}{\overline,z-\overline{a}}\tau\gamma \mathrm{X}*\supset \text{ち}$

$(s_{C}(z)-a)\overline{(z-a)}=R^{2}$

1.3.2. 練習問題. –次分数変換 $T$ と円 $C$ に対し $s_{T()}c=Ts_{C}T^{-}1$ . (ヒント : まず $T(c)=\mathbb{R}$ となると
きを考える. このとき $s_{T(C}$) $(Z)=\overline{z}$. –方 $s_{C}(z)=\tau^{-1}(\overline{T(z)})$ と定義したことを思い出すと結果が得
られる. 一般の場合は、 この特別な場合から得られる.)

1.3.3. 補題. $w$ がいくつかの鏡映の積であれば $s_{w(C)}=ws_{C}w^{-1}$ .
証明. はじめから $w$ は、 ある円 $C’$ に関する鏡映であるとしてよい. –次分数変換 $T$ を $T(C’)=\mathbb{R}$ と
なるように取る. すると (1.3.2) をくりかえし用いて、

(1) $TwT^{-1}=\tau_{s_{C}\prime}\tau-1=s_{T()}c’=s_{\mathrm{R}}$

(2) $\tau_{ws_{C^{wT}}}-1-1=TwT-1$ . $TSC\tau^{-1}\cdot(\tau_{w\tau^{-}}-11)-1=s_{\mathrm{R}^{s_{T}}(c)\mathrm{R}}s$

(3) $T_{S_{w(C)}}\tau^{-1}=s_{Tw}(C)=s_{TwT^{-}(\tau}1(C))=s_{s\mathrm{n}(}T(C))$

(2) $=(3)$ を示せばよい. $C”:=T(C)$ と置くと示すべきことは

(4)
$s_{1\mathrm{R}}s_{C}\prime\prime S\mathrm{l}\mathrm{R}=s_{S_{1\mathrm{R}}}(c\prime\prime)$

1.3.4. 練習問題. (4) 式を示せ. (ヒント :(1.3.1) の (3) 式を用いよ. 計算で証明してもよいが、 (1.3.1)
の (3) 式の幾何学的な意味を考えれば計算しないでも証明できる.)

1.3.5. 補題. 円 $C$ に対し、鏡映 $z\mapsto s_{C}(z)$ は角度を保つ. (ただし符号は除いて考える.)

証明. (1.3.1) のように–次変換 $T$ を用いて $s_{C}(z)=T^{-1}(\overline{T(z)})$ と表わす. (1.2.12) より $z-\rangle$ $T(z)$ は
角度を保つ. –方 $z-\overline{z}$ も明うかに角度を保つ. 従って結果が得られる. (証明終)

1.3.6. 練習問題. 円 $C$ に対し、鏡映 $zrightarrow s_{C}(z)$ は円を円に写す. (ヒント :(1.2.9) をもちいて (1.3.5)
の証明を真似る.)

1.4. 非ユークリッド幾何学 (双曲幾何) における鏡映群

1.4.1. (非ユークリッド的) 直線. 単位円板 $D=\{x+iy|x^{2}+y^{2}<1\}$ の (非ユークリッド的) 直線
とは単位円 $\partial D=\{x+iy|x^{2}+y^{2}=1\}$ と直交する円のことと定義する. ただし (1.2) 節と同様、直線
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も円の–種とみなす. ユークリッド幾何学でいう普通の意味の直線と区別する必要があるときには双曲
的直線と呼ぶ.

142. 注意. 2直線は交わらないとき平行であるということにすると、直線 $L$ とその上にない点 $P$ に

対して、 $P$ を通り $L$ に平行な直線が無数にひける.「非ユークリッド幾何学」 とよばれる理由である.

1.4.3. 練習問題.
$G= \{(\frac{a}{b}\frac{b}{a})|a, b\in \mathbb{C}, |a|^{2}-|b|^{2}=1\}$

と置くと、 $G$ は群になり、対応

$G\ni A=-,$ $\in SL_{2}(\mathbb{R})$

により $SL_{2}(\mathbb{R})$ ( $=$ {(行列式) $=1$ となる $2\cross 2$ 実行列全体からなる群 }) と同形になる. (ヒント :

$P=$ と置き $PAP^{-1}$ を計算する.)

144. 練習問題. $T\in G$ による–次分数変換 $z-,$ $Tz$ は単位円板 $D$ をそれ自身に写し、 双病的直線

はを外双部曲で的あ直る線こにと写を示 $(\text{ヒンす次に} :_{T}\text{前^{}\backslash }+’\}\text{つ}\mathrm{A}^{)}arrow-\mathrm{c}\text{は}),|\tau 1)|,|-\text{、}$ ま|ず T((li.)2|.9を調をべ用るいてと $T(DT(D))$ がは決あ定るで円のきる内部 $\text{後}\prime\not\in\text{、、_{}\mathrm{f}}$またに
ついては (1.2.12) を用いよ.) ..
1.4.5. 練習問題. $G\cdot 0=D$ . $(G\cdot 0=\{T\mathrm{O} |T\in G\})$ $G\cdot 1=\partial D$ . $D$ の上に $G$ は推移的に作用する.
$\partial D$ の上にも $G$ は推移的に作用する. (ただし $\partial D=\{z;|z|=1\}.$ )

1.4.6.練習問題. さらに $\partial D$ 上に $G$ は 2重推移的に作用する. (ヒント: $P,$ $Q\in\partial D$ とする. $g\in G$ をうま

くとると $gP=-1$ . $gQ=Q’$ と置く. $a\in \mathbb{R}$ に対し $g_{a}=(^{1-(}ai/2^{/2}1+(ai)-ai/ai/2)2)$ と置くと $g_{a}\cdot(-1)=-1$ .
$a$ をうまくとると $g_{a}\cdot 1=Q^{J}.$ )

1.4.7. 練習問題. 任意の双曲的直線 $C$ に対し、 ある $g\in G$ があって $g(C)=\mathbb{R}$ . (ヒント : $C$ と $\partial D$ の

交点を $P,$ $Q$ とする. $g\in G$ をうまくとって $gP=-1,$ $gQ=1\text{とする}$ . . このとき $g(C)$ は何か ?)

1.4.8. 補題. 双曲的直線に関する鏡映は単位円板 $D$ をそれ自身に写し、 双曲的直線を双曲的直線に
写す.

証明. $C$ を双曲的直線とし、 $C\cap\partial D=\{P, Q\}$ とする. $s_{C}(\partial D)=:C’$ とすると (1.3.5) と (1.3.6) よ
り $C’$ は $C$ と点 $P,$ $Q$ で直角に交わる円になる. 従って

(1) $C’=\partial D$ .

従って $sc(D)$ は単位円の内部または外部になる. それが内部であることは $D\cap C$ が $s_{C}$ で不変である
ことに注意すればわかる. (1) と (1.3.5) と (1.3.6) より $s_{C}$ が双曲的直線を双曲的直線に写すことが解
る. (証明終)

149. 双曲的三角形. 3本の双曲的直線によって囲まれる図形を三角形、 または双曲的三角形と呼ぶ.
1410. 命題. 双曲的三角形 $x$ の辺が双曲的直線 $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ からなっているものとし、 $C_{i}$ に関する
鏡映を $s_{i}$ とする. $s_{1},$ $s_{2,3}s$ から生成される群 $w$ は決して有限群にはならない.
証明. 双曲的三角形を鏡映により写して行くと限りなく円板の境界に近づけることができる. 群 $w$ が
有限群であればこのようなことは起こりえない.

180



注意. 一般に $D$ に含まれる図形 $x$ の面積 $|X|$ を次式で定義する.

$|X|:= \int\int_{x+}iy\in X\frac{4dxdy}{(1-x^{2}-y^{2})^{2}}$

このとき
.

$(1-)|D|=\infty$ .
(2) $g\in G$ に対し $|gX|=|X|$ .
(3) Xが双曲的三角形で、その三頂点の角度が\alpha , $\beta$ , \mbox{\boldmath $\gamma$}であれば、 $|X|=\pi-(\alpha+\beta+\gamma)$

がわかる. ( $(1.5.5)$ 参照.)
これらの事実を用いても (1.4. $\cdot$ 10) が示せる.

1.5. 非ユークリッド幾何学 (球面幾何) における鏡映群

1.5.1. 単位球面の (非ユークリッド的) 直線とは大円のことと定義する. これを球面直線とも呼ぶ. (注
意: 球の中心を通る平面と球面の交わりを大円という.) .
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152. 注意. (1.4.2) と同様に 2直線は交わらないとき平行であるということにすると、 直線 $L$ とその
上にない点 $P$ に対して、 $P$ を通り $L$ に平行な直線は存在しない.「非ユークリッド的」 という理由.

153. 球面三角形. 3本の球面直線によって囲まれる図形を球面三角形と呼ぶ. 三角形の頂点における
角度は自然に定義する. 図形 $X$ の面積 $|X|$ は通常のものとする. たとえば全球面の面積は $4\pi$ . 球面上
の点 $P$ と球の中心に関して対称な点 $P^{*}$ を対極点 (anti-podal point) と呼ぶ.

1.5.4. 投影図. 球面 $S$ と平面 $\mathbb{R}^{2}$ が $S$ の赤道を共有するものとし $S$ 上の図形を北極から $\mathbb{R}^{2}$ に投影す
る. 以下ではこのようにして $S$ 上の図形を平面上の投影図により表わす. このとき北極は無限遠点に対
応する. .

ヲ b極

1.5.5. 注意. (1) 点 $P$ を通る大円は $P$ の対極点 $P^{*}$ も通ることに注意すると $P^{*}$ の位置は大円の投影
図からよみとれる.
(2) 球面上の図形 $x$ の対極点の全体を $x*$ とすると $|X|=|X^{*}|$ .

156. 補題 球面三角形 $x$ の 3頂点における角度を $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$ とすると $|X|:=(\alpha+\beta+\gamma)-\pi$ .
証明. (1) $\gamma=\pi$ のとき : このときは $\alpha=\beta$ であり、次のページの図 (1) よりあきらかなように

$|X|=4\pi \mathrm{X}(\alpha/2\pi)=2\alpha=\alpha+\beta=(\alpha+\beta+\gamma)-\pi$.
(2) 一般の時 : 次のページの図 (2) において点 $x$ を矢印に沿って点 $P$ から点 $Q$ まで動かすと、その対
極点 $x^{*}$ は同じ大円の上を $P^{*}$ から $Q^{*}$ まで動く. さらに $x$ を $Q$ から $R$ まで動かすと $x^{*}$ は $Q^{*}$ か
ら $R^{*}$ まで図 (2) のように動く. このようにして $A’\text{が}A$ の対極点の全体であることがわかる. ゆえに
(1.5.5) の (2) より $|A|=$ $|A’|$ . 同様に $|B|=|B’|,$ $|C|=|C’|,$ $|X|=|X’|$ がわかる. さらに (1) より次
式が得られる. ( (3) を得るのには (1.5.5) の (2) を用いる.)

(1) $|X|+|A|=2\alpha,$ $\mathrm{i}.\mathrm{e}.,$ $|A|=2\alpha-|X|$

(2) $|X|+|B|=2\beta$ , i.e., $|B|=2\beta-|X|$

(3) $|X|+|C|=2\gamma,$ $\mathrm{i}.\mathrm{e}.,$ $|C’|=|C|=2\gamma-|X|$

(4) $|X|+|A|+|B|+|c’|=2\pi$

$(1,$(2), (3) を (4) に代入して式を整理すると結果が得られる. (証明終)
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$\mathrm{C}|)$
く乙ノ

1.5.7. 鏡映. 球面直線 ( $=$大円) $C$ に関する鏡映とはこの大円を通る平面に関するユークリッド幾
何学の意味の鏡映と定義する. 従って

(A) 球面幾何学の意味の鏡映群と

(B) ユークリッド幾何学の意味の鏡映群

とは同じものである. たとえば (B) の意味の有限鏡映群 $I_{2}^{(3)}\cross A_{1}$ の鏡映面は図 (1) のようになり (A)
の意味の鏡映面は図 (2) のようになる. (鏡映面がわかれば鏡映群もわかることを思い出そう. (1112)
参照.)

$|$

特に (B) の意味の有限鏡映群 $w$ は (1111) で完全に分類されていたので、 (A) の意味の有限鏡映
群も完全に分類できることになる. このことを用いると次の定理が得られる.

158. 定理. 球面三角形 $x$ の辺が球面直線 $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ からなっているものとし、 $C_{i}$ に関する鏡映を
$s_{i}$ とする. $s_{1},$ $s_{2,3}s$ から生成される群 $\nu V$ が有限群になるための必要十分条件は、その 3つの頂点に
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おける角度 $\lambda,\mu,$ $\nu$ が次の表のいずれかになることである.

注意. 下図のようになっていると、例えば C\’i と C\’i’ に関する鏡映は同じものであるから 4つの三角形
$x,$ $x’,$ $x”,$ $X^{;\prime}$’のうちのいずれをとってきても、その 3辺に関する鏡映から生成される鏡映群は同じも
のになる. これらの三角形のうち角度の和の最小のもの ( $(1.5.6)$ を用いて言い替えると「面積最小のも
の」) だけを表に入れた. 同じ理由ですべての頂点での角度 $\alpha$ が $0<\alpha<\pi$ となっているものに限った.

$\doteqdot$

定理の証明. (1.5.7) で説明した理由により $W$ の鏡映面の全体は
$A_{3}$ 型 $arrow$ 付録図 (1) ( $(\mathrm{A})$ の意味の鏡映面を $(1.5.4.)$

,

のように平面に投影した図.)
$B_{3}$ 型 $arrow$ 付録図 (2)
$H_{3}$ 型 $arrow$ 付録図 (3)
$I_{2}^{(n)}\mathrm{x}A_{1}$ 型 $arrow(1.5.7)$ の図を参照.
$A_{1}\mathrm{x}A_{1}\cross A_{1}$ 型 $arrow$ これは自明だから省略する.

( $A_{3}$ 型などについては (1111) 参照.) $c_{1},$ $c_{2},$ $C_{3}$ はこの鏡映面の–部であるから、それらでかこまれ
る球面三角形 $X$ の可能性を数え上げるのはむつかしくない. 実際に数え上げる作業は省略するが、そ
の結果が上の表になる. (証明終)

159. 注意. (1.5.8) では $X$ の頂点の角度しか与えなかったが、実は球面三角形は 3頂点の角度を与え
れば–意的に定まってしまう. これの–般的な証明は省くが 3頂角が $(\pi/2, \pi/2, \alpha)$ のときにだけ、 この

事実を証明しておこう. このときには 2つの直角を結ぶ辺 (を含む大円) を赤道としてもよい. すると
残りの 2辺は経線になる. -方を経度 $0$ としてもよい. するともう–方は経度 $\alpha$ となり球面三角形が

.
意に定まる. (証明終)

16. 複素球面の鏡映群

161. 前節までの結果の見直し. (1110), (1.4.10), (1.5.8) の各々では、 いろいろな幾何学において「三
角形」 を考え、特にその 3辺に関する「鏡映」 から生成される群が有限となる場合を分類した :
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(1) ユークリッド幾何と双曲幾何では決して有限にはならない.
(2) 球面幾何では有限になる場合を (1.5.8) で–覧表にした.

この節では (1), (2) を用いて次の定理を証明する.

162. 定理. 複素球面 $\mathrm{P}=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$ の 3つの円 $c_{1},$ $c_{2},$ $C_{3}$ からなる「三角形」 $X$ が与えられたとす
る. このとき 3つの鏡映 $s_{C_{1}},$ $s_{C_{2}},$ $S_{C_{\mathrm{s}}}$ から生成される鏡映群 $W$ が有限になるための必要十分条件は $X$

の 3頂点の角度が (1.5.8) の表のいずれかの $(\lambda, \mu, \nu)$ を用いて

$(\lambda,\mu,\nu)$

$(\lambda,\pi-\mu,\pi-\nu)$

$(\pi-\lambda,\mu,\pi-\nu)$

$(\pi-\lambda,\pi-\mu, \nu)$

のいずれかと表わせることである.

16.3. 証明 (第 1段階). $C_{1}$ と $C_{2}$ の交点を $A,$ $B$ とすると (必要なら $A$ と $B$ はとりかえて) つぎの
可能性がある :

(1) $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ が 2点を共有する. .

(2) $C_{1},$ $C_{2},$ $C3$ が 1点を共有する.
(3) $A$ と $B$ はともに $C_{3}$ の外部にある.
(4) $A$ と $B$ はともに $C_{3}$ の内部にある.
(5) $A,$ $B$ のうち–方は $C_{3}$ の内部に、他方は $C_{3}$ の外部にある.

(亭) $\iota 5^{-}$ ノ

(1) の時 : 三角形ができないので考えなくてよい.
(2) の時 :(1.2) で得られたことを用いると初めから $A=\infty$ としてよい. このとき $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ はすべて
普通の意味の直線になるから (1.6.1) の (1) より $w$ は決して有限群にはならない.
(3) の時: $C_{2}$ , $C_{3}$ の交点は 2つとも $C_{1}$ の内部にあるから $C_{1},$ $C_{2}$ , $C_{3}$ の番号をつけかえて (4) に帰着する.
(4) の時 :(1.2.5) より $A=0,$ $B=\infty$ としてよい. すると下図のようになる. さて $0$ を中心とし $C_{3}$ と

交わる円 $K$ を描く. $K$ の半径が小さいと $C_{3}$ と $I\iota^{\Gamma}$ の角度は限りなく $\pi$ に近づき、 大きいと限りなく
$0$ に近づく. この角度は $I\iota^{\Gamma}$ の半径とともに連続的に変化するので、 これが直角になみような $K$ が存在
する.
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スケ一 $j\mathrm{s}$を適当に調節して $K$ は単位円であるとしてよい. すると $c_{1},$ $c_{2},$ $C3$ はすべて双曲的直線にな
る. ((1.4) 節参照.) 従って (1.4.10) より $W$ は有限群にはならない. こうして (5) の場合だけを考えれ
ばよ鱒ことがわかった. 以下 (5) の場合だけを考える. .

16.4. $C_{1},$ $C_{2},$ $C3$ が下図 (1) のようになっているとし、その中心をそれぞれ $P=(P_{1}, P_{2}),$ $Q=(Q1, Q_{2})$ ,
$R=(R_{1}, R_{2})$ とし、 半径を $p,$ $q,$ $r$ とする. 中心が $X=(X_{1}, X_{2})$ で半径が $x$ の円 $K$ をうまく選ぶと
次の条件がみたされることを示そう.

. 条件. $K$ と Ci $(i=1,2,3)$ の交点を $D_{i}$ と $E_{i}$ とすると $D_{i}E_{i}$ は $K$ の直径の両端になる.

証明. 上図 (2) より $C_{1}$ に関する条件は $p^{2}-\overline{PX}^{2}=x^{2}$ . $C_{2},$ $C_{3}$ についても同様だから条件は次のよう
に書き換えられる :

(1) $(P_{1}-X_{1})^{2}+(P2-X2)^{2}=p(x)^{2}$

(2) $(Q_{1}-x_{1})^{2}+(Q2-X2)2=q(x)^{2}$

(3) $(R_{1}-X_{1})^{2}+(R2-x2)^{2}=r(x)^{2}$

ただし $p(x)=\sqrt{p^{2}-x^{2}},$ $q(x)=\sqrt{q^{2}-x^{2}},$ $r(X)=\sqrt{r^{2}-x^{2}}$ . $P,$ $Q,$ $R$ を中心とし半径が $p(x),$ $q(x),$ $r(x)$

の円を $C_{1}(x),$ $C_{2(X),c(}3X)$ とする. ( $x=0$ のときは元の図形になる.) $C_{1}(x)$ と $C_{2}(x)$ の交点を
$A(x),$ $B(x)$ とし、 $x$ が $0$ からスタートして増大するとき $A(x),$ $B(X)$ は $A,$ $B$ からスタートして連
続的に変化するものとしよう. この時 $C_{i}(X)$ の半径はいずれも減少するので $x$ がある値になると $B(x)$
は Ci $(x)$ の周上にのる.

$B(x)$ の座標を $(X_{1}, X_{2})$ とすると (1), (2), (3) がみたされる. (証明終)

1.6.5. 投影. (1.6.4) の円 $K$ を赤道とする球面を $S$ とし $S\text{の中心}=(0,0,0)_{\text{、}}$ $S\text{の北極}=(0,0,1)$ となる
ように $xyz$-座標を決める. 下図のように北極から $S$ 上の点 $(\xi, \eta, \zeta)$ を $xy$-平面の点 $(x, y)$ に投影する.
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断面図

この図より関係式

$1-\zeta:\sqrt{\xi^{2}+\eta^{2}}=1:\sqrt{x^{2}+y^{2}}$

$\xi^{2}+\eta^{22}+\zeta=1$

$( \xi,\eta)=\frac{\sqrt{\xi^{2}+\eta^{2}}}{\sqrt{x^{2}+y^{2}}}(x,y)$

を得る. これを解くと

(1) $= \frac{1}{x^{2}+y^{2}+1}$

(2) $= \frac{1}{1-\zeta}$

166. 補題. (1.6.5) の対応で円は円に対応する. (今まで同様、平面上の直線も円の–種と考える.)

証明. xy-平面内の円は

(1) $a(x^{2}+y^{2}-1)+2bx+2cy+2d=0$

とかける. これを $x^{2}+y^{2}+1$ で割ってから (1.6.5) の (1) を用いて $(\xi, \eta, \zeta)$ の式に書き換えると

(2) $a\zeta+b\xi+c\eta+d(1-\zeta)=0$ .

故に $(x, y)$ が (1) で定まる円周上を動くとき $(\xi, \eta, \zeta)$ は (2) で定まる平面内にある. $(\xi, \eta, \zeta)$ はもとも
と球面 $S$ 上にあったから、 このことは $(\xi, \eta, \zeta)$ が–つの円周上にあることを意味する. 逆に 「 $(\xi, \eta, \zeta)$

が–つの円周上を動くとき $(x, y)$ もある円周上を動く」 ことを示すには以上の議論を逆方向にたどれは
よい. (証明終)

16.7. 補題. (1.6.5) の対応は角度を保つ.

証明. $x=a(t),$ $y=b(t), \dot{x}=\frac{da(t)}{dt},\dot{y}=\frac{db(t)}{dt}$ とする. この時

上のように $M$ を定めると

$\mathrm{r}_{MM=(x^{2}+y^{2}}+1)^{2}$ .

さてベクトル
$/_{-}\backslash$ $/\mathrm{L}\backslash$

$/a_{1}’\backslash$ $/b_{1}’$

$a=$ $b=$ $a’=$ $b’=$
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の間につぎの関係があったとする :

$M=,$ $\eta=(_{b_{3}’}^{b_{1}^{J}}b_{2}’)$ .

${}^{t}(\dot{x},\dot{y})$ が $a$ または $b$ の時 $t(\dot{\xi},\dot{\eta},\dot{\zeta})$ はそれぞれ $a’$ または $b’$ と同じ方向を向いているから、 $a,$
$b$ のなす

角度と $a’,$ $b’$ のなす角度が等しいことを示せばよい.

$(_{(ab)}^{|a’|^{2}},,$
’

$(a’,b^{J})|b’|\mathrm{I}=(^{a}b_{1}’1’$
$a_{2}b_{2}’$

’
$a_{3)}’b_{3}’(_{a}^{a_{1}’}a_{2}’,3$ $b_{1}’b_{2}’b_{3}’)=(’{}^{t}M)(M)$

$=(x^{2}+y^{2}+1)^{2}=(x^{2}+y^{2}+1)^{2}(_{(a,b}^{|a|^{2}})$ $(a,b)|b|^{2})$

ここで $\alpha=(x^{2}+y^{2}+1)^{2}$ と置くと、

$\cos\theta’=\sqrt{\frac{(a’,b\prime)^{2}}{|a|^{2}|b|^{2}}},,=\sqrt{\frac{(\alpha(a,b))^{2}}{\alpha|a|^{2}\alpha|b|2}}=\cos\theta$ (証明終)

1.6.8. 系. $xy$-平面上の $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ は $S$ 上の大円 $\mathrm{j}:7,\mathrm{f}^{\text{廃す_{る}}}$ . 傭 $\mathrm{g}c_{l}’’C$.$c\star^{C_{i}}\mathrm{t}’ \mathrm{s}_{\mathrm{C}}’$

,

と $C_{j}$ が交わる角度は $C_{i}’$

と $C_{j}’$ の間の対応する角度に等しい.

証明. 次のことに注意しよう :
(1) 円周上の交点について $C_{i}\cap l\mathrm{i}’=C_{i}’\cap K.\cdot$ ( $\cdot.\cdot$ 投影のしかたより.)

(2) $C_{i}\cap K$ は $K$ の直径の両端であった. ( $(1.6.4)$ 参照.)

(3) $C_{i}’$ は球面 $S$ 上の円周. ( $(1.6.6)$ 参照.)

これらより前半を得る. 後半は (1.6.7) より従う. (証明終)

1.6.9.補題. $S$ 上の点 $P’,$ $Q’$ が大円 $C’$ に関して鏡映の位置にあるとする. これらを xy-平面に投影して
2点 $P,$ $Q$ と円 $c$ が得られたとすると $P,$ $Q$ は $C$ に関して鏡映の位置にある. (すなわち「 sC’ $(P’)=Q’$

ならば $sc(P)=Q$」 $.$
)

証明. 大円 $C’$ と直角に交わる円で $P’,$ $Q’$ を通るものが無限に存在する. その全体を $A’$ とし、 これを

$xy$-平面に投影する. (1.6.6) と (1.6.7) よ|)A’ の投影図 $A$ は $C$ と直交する円の全体になる.

$A$ に属するすべての円は $P,$ $Q2$点を通り、しかもこのような点は $P,$ $Q$ のみである. $A$ の $C$ に関する鏡
映像 $s_{C}(A)$ を考える. (1.3.5) と (1.3.6) より $s_{C}(A)$ も $C$ と直交する円の全体になる : $A=s_{C}(A)$ . し

かるに $\{s_{C(c_{1})}|C_{1}\in A\}$ の共有する点は $sc(P)$ と $sc(Q)$ のみであるから $\{sc(P), sc(Q)\}=\{P, Q\}$ .
故に $s_{C}(P)=Q$ . (証明終)
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2. 基本群、多価関数、モノドロミー表現

21. 基本群

211. 基本群. $x$を平面内の領域とする. この時 $x$ の中にひとつの点 $p$ を固定して $p$ からスタートし
て $x$の中を動き $p$ に戻ってくる道を考える. 図 (1) 参照. このような道 Cが $x$の中で連続的に別の道
C’に変形できるとき $C\sim C’$と書き、 Cと C’はホモトピックであるという. 互いにホモトピックな道は
同じものとみなして、その全体を $\pi_{1}$ $(X, p)$ または略して\mbox{\boldmath $\pi$}1 (X) と書き $x$の基本群またはホモトピー群
と呼ぶ. まったく同様にして、 曲面の基本群、あるいはもっと–般に位相空間の基本群が考えられる.
$\pi_{1}(X)$ にはつぎのようにして群の構造-が入る.
積: 図 (2) 参照. .
単位元 : $p$ から “スタ一ト” して全然動かないで $p$ に “戻ってくる”道. これを $e$ と書く.

:.

逆元 : 図 (3) 参照.

$\#$

$\Rightarrow$
$=$ ab

$c_{2)}$

$.ae^{a}$ $\dot{2}^{J}\mathrm{f}_{-\overline{\mathrm{a}} ’\Rightarrow}$

‘

(3)

212. 単連結領域. $\pi_{1}(X)=\{e\}$ となる領域 $x$を単連結であるという.

213.例. 開円板は単連結領域. $\mathbb{C}\backslash \{0\}$ (=複素平面 $\mathbb{C}$ から $0$ を除いた領域) を $x$とすると、 $\pi_{1}(X)=\mathbb{Z}$

( $=$整数全体からなる加法群).

2.1.4. 例. $X=\mathbb{C}\backslash \{0,.1\}$ とする. 下図のように道 $a,$ $b$ を定めると $\pi_{1}(X)$ の元は

$a^{m_{0}}b^{n_{1}}a^{m}\cdot\cdot b^{n_{k}}1.-1a^{m}k-1bn_{k}$ . $(n_{1},m_{1}\cdots n_{k1}-,m_{k-}1\neq 0)$

という形に–通りに書ける. (このような群を $a$ と $b$ から生成される自由群という.)

2.1.5. 例. ド一ナツの表面を
$x \text{とする}\int.-arrow \mathrm{t}\not\in,$

$\emptyset l\wedge^{\mathrm{i}}\text{の}\mathrm{j}\check{D}\zeta$

)

$\}^{\mathrm{r}}.a,$ $b\in\pi_{1}(X)$ を決めるとき $aba^{-1}b^{-}1=e$ .
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22. 多価関数.

221. 平方根. 普通 $x\geq 0$ であれば\psi は

$(\sqrt{x})^{2}=x$ , $\sqrt{x}\geq 0$

となるように定義するが、 この定義域を複素数にまで拡張することを考えよう. ただし次のことがみた
されるようにしたい :

(1) $(\sqrt{x})^{2}=x$ . . $\cdot$

(2) \psi は $x$ の連続関数.
(注意 : ここでいう関数は普通の意味の関数である. すなわち変数にひとつの値を代入すると、値がひと
つだけ対応するものとする. 値が-つしかないことを強調する必要のあるときは–価関数という.)
さて曲線\mbox{\boldmath $\gamma$}が与えられたとき、 以上の前提のもとで夜が\mbox{\boldmath $\gamma$}に沿ってどのように変化するか、その様子を
調べて見よう.

(A) $x=\epsilon e^{i\theta}=\epsilon(\cos\theta+i\sin\theta)(\epsilon>0)$ として\theta を $0$ から $\pi$まで動かして得られる曲線を\mbox{\boldmath $\gamma$} とし、 $\theta$を $0$

から- $\pi$まで動かして得られる曲線を\mbox{\boldmath $\gamma$}’ としよう. $\gamma$に沿って $x$ が動く時轟 $=\sqrt{\epsilon}e^{i\theta/2}=$

.
$\sqrt{\epsilon}(\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\theta/2)+$

$i\sin(\theta/2))$ の値は畜から i\psi に変化する. $(i=\sqrt{-1}.)$ これを記号で

$\sqrt{\epsilon}arrow i\sqrt{\epsilon}\gamma$

と表わすことにしよう. この記号を用いると

$\sqrt{\epsilon}arrow-i\sqrt{\epsilon}\gamma’$ .

要約すると「同じ値からスタートして、わずかに異なる道に沿って轟を連続的に延長しても、 2つの道
のあいだに $0$ がはさまっていればゴールでの値は異なってしまう」

(B) 次に 1の近くに二つの点 $P,$ $Q$ をとり、 Pから $Q$ に至る二つの曲線\mbox{\boldmath $\gamma$}, \mbox{\boldmath $\gamma$}’を考える. ただし\mbox{\boldmath $\gamma$} も\mbox{\boldmath $\gamma$}’も、
ともに 1の近くから離れないものとする. $x$ がこれらの曲線に沿って動くときに畜がどのように変化
するか考えよう. まずコ-での値として二通りの可能性があり、–方の値は$=$. 1、他方の値は $=$. $-1$ で

あることに注意しよう. $\text{さてスタート地点_{での値が\sqrt{P}\cdot.1}=$ だったとすると、常に面 $=$. $1$ でなければ
ならず、特に二つの曲線のどちらに沿って延長した場合でもゴールでの値は $\sqrt$Q $=$. $1$ . このようにして
ゴールでの値の二通りの可能性のうち $=$. $-1$ のものは失格する. 従って、 どちらの道に沿って延長した
場合でもゴールでの値は同じになる. 話を分かりやすくするために 1の近くを考えたが、 $0$ 以外の点を
固定して、その近くで考えるのなら全く同様である. 要約すると「同じ値からスタートして、 わずかに
異なる道に沿って面を連続的に延長した時、 2つの道のあいだに $0\text{がはさまっていなければ}.\text{コ}-[]\mathrm{s}\text{で}$

の値は同じ.」

(C) (A) でも (B) でも、 わずかの変化のみを考えたが、わずかの変化を無限に積み重ねて行けば任意の
連続的な変形が得られるから、変化は「わずか」でなくても同様のことがいえる. したがって

$\mathrm{r}0$ を含まない単連結領域 $D$の上ではつぎのようにして畜が–価関数として定義できる : まず $x_{0}\in D$を
固定し $\sqrt{x_{0}}$の値として二つの可能性のうちのどちらかを選ぶ. 次に、任意の $x\in D$に対し $x_{0}$から $x$ に至

る道\mbox{\boldmath $\gamma$}を選ぶ. このとき面の値は
$\sqrt{x_{0}}arrow\sqrt{x}\gamma$

となるように定める. $\gamma$ を別のみち\mbox{\boldmath $\gamma$}’に取り替えても\mbox{\boldmath $\gamma$}は\mbox{\boldmath $\gamma$}’に連続的に変形できるので、 上に示したこと
より面の値は同じになるので、 これで矛盾なく定義できたことになる」

このようにして定義される–価関数のことを面の (–価の) 枝または branch と呼ぶ. $x_{0}\in D$ とする
と、 $\text{上_{の}ような}-\text{価の枝は_{\sqrt{x_{0}}}$ の値により –意的に決まる.

-価の寝か
$-/\overline{\emptyset}\emptyset+\mathrm{g}_{4^{\mathrm{F}}}$ 今

$\mathrm{k}$

0わ.
$\not\in\epsilon\kappa_{\mathbb{F}l}$ ,
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222. 代数関数. もっと–般の代数関数についても同様のことを考えよう :2変数既約多項式

$F(x, y)=a_{0}(x)+a_{1}(x)y+\cdots+a_{n}(x)y^{n}$

を考える. ( $a_{k}(x)$ は $x$ の多項式.) $a_{k}(x)$ を係数と思い $\mathrm{y}$を変数と思って

$F(x, y)=a_{n}(x)(y-\varphi 1(X))(y-\varphi 2(x))\cdots(y-\varphi_{n}(x))$

と因数分解しよう. この時 $y=\varphi_{k}(x)(k=1, \cdots, n)$ が $F(x, y)=0$ から定まる代数関数である. 今
$x=x_{0}$に対して

$F(x0, y)=an(x0)(y-\varphi_{1}(x\mathrm{o}))(y-\varphi 2(x\mathrm{o}))\cdots(y-\varphi n(x0))$

が重根を持たなかったとする. この時 $x_{0}$ の近くを離れることのない道

$Parrow Q\gamma$

を任意に考え、 $x$ を $\gamma$ に沿って動かすと、 スタートの時に\mbox{\boldmath $\varphi$}’(P) $=$. $\varphi_{i}(x_{0})$ となっていれば、最後まで
$=$. $\varphi_{i}(x_{0})$ となり、 ゴールにおいても $\varphi’(Q)$ $=$. $\varphi_{i}(x_{0})$ となるから $\alpha_{i}(Q)$ の値は\mbox{\boldmath $\gamma$}という道のとりかたによ
らない. そこで $F(x0, y)=0$ が重根を持たないためめ条件を考えよう.

2.2.3. 判別式. 多項式 $f(x)=a_{0}+a_{1}y+\cdots+a_{n}y^{n}$に対し

$\Delta(f)=(-1.)\frac{\mathfrak{n}(n-1)}{2}a^{2n-}\prod_{i}n.2<j(\alpha_{i}-\alpha_{j})^{2}$

と置き、 これを $f$の判別式という. 根と係数の関係を用いると $\Delta(f)$ は $a_{0},$ $a_{1},$ $\cdots,$ anの多項式であるこ
とがわかる. その具体的な形は :

$\Delta(a_{0}+a_{1y})=1$

$\Delta(a_{0}+a_{1}y+a_{2}y)2=4a0a2-a_{1}2$

$\Delta(a0+a_{1}y+a2y^{2}+a_{3}y)327a^{2}0^{a+}3423-a^{2}1a^{2}=a0a_{2^{+418aa_{3}}}a^{3}1a32-a0a_{1}2$ .

また $a_{n}\neq 0$ ならば
$\triangle(f)\neq 0\Leftrightarrow f(x)$ は重根を持たない.

さて 2変数既約多項式
$F(x, y)=a_{0}(x)+a1(x)y+\cdots+a(nx)y^{n}$

を yの多項式と思って ( $a_{k}(x)$ は係数と思って)

$\Delta(a0(X)+a_{1}(x)y+\cdots+a_{n}(x)y^{n})=\Delta(F)=\Delta(F)(x)$

と置く.
$F(c, y)=a_{0}(C)+a1(C)y+\cdots+an(_{C})y^{n}$

の判別式は\Delta (F)(C) になるから

$\Delta(F)(c)\neq 0\Leftrightarrow F(c, y)=0$ は重根を持たない.

224. 分岐点. $\{x|\Delta(F)(x)=0\}$ に属する点を $(F(x, y)=0$ によって定まる代数関数 $y=\varphi_{1}(x),$ $\cdots$ ,
$y=\varphi_{n}(x)$ の) 分岐点 1と呼ぶ. 例えば西の分岐点は $0$ のみである. (2.2.1) で示したことは「0」 を「分
岐点」 と読み替えれば (2.2.2) の議論により –般の代数関数についても成立することがわかる.

「分岐点を含まない単連結領域の上では $F(x, y)=0$ により定まる代数関数の-価の枝\mbox{\boldmath $\varphi$}k(x) $(k=$
$1,$ $\cdots,$ $n)$ が定義できる. さらに、 $x_{0}\in D$とすると、 このような $-\text{価_{の}枝は_{}\varphi(x.)}k0$ の値により –意
的に決まる.」

1ただし、 これはここだけの用語.
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22.5.分岐点の–般化. 分岐点という概念は代数関数でなくても定義できる. たとえば $a(>0)$ に対して

$\log(ae^{i\theta})=i\theta+\log a$

であるから、 $x$ が $0$ の周りを正の方向に-周する時、 $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ の値は $2\pi i$ だけ変化する. 従って $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ は $0$

を含む領域では多価関数になるので、 $0\uparrow \mathrm{X}\log x$ の分岐点であると言うことにする. (2.2.4) で示したこ
とは、 このように分岐点の定義を–般化しても成立する.

2.3. モノドロミー表現.

2.3.1.\psi のモノドロミー表現. また面に話を戻そう. 正の数 $a$ を含む小さな単連結領域 Dの上で面の
二つの枝のうち直 $=1$ となるものを夜と書くことにすると、 もう-方の枝は-\psi である. (領域 $D$が
小さいことは大切ではない.) この時、 二つの枝\mbox{\boldmath $\varphi$}1 $(x)=\sqrt{x}$, \mbox{\boldmath $\varphi$}2(X)=-fiからできるベクトル空間

$V=\{a\varphi 1(x)+b\varphi \mathit{2}(x)|a,b\in \mathbb{C}\}=\{a\varphi 1(x)|a\in \mathbb{C}\}$

を考えよう. (ここでは、ひとつひとつの関数をベクトルと思っている.) $\gamma$を $0$ のまわりを正の向きに–周
する道とする. 話を具体的にするために\mbox{\boldmath $\gamma$}は $ae^{i\theta}$ $(\theta : 0arrow 2\pi)$ と与えられているものとする. この時\mbox{\boldmath $\gamma$}に
沿って\mbox{\boldmath $\varphi$}1を延長すると、 –周して戻ってきたときには\mbox{\boldmath $\varphi$}1は-\mbox{\boldmath $\varphi$}1に変わってしまう. $(\cdot.\cdot\sqrt{ae^{i\theta}}=\sqrt{a}e^{i\theta/\mathit{2}}$ .
これは\theta : $0arrow 2\pi$ と変化するとき面 $arrow\sqrt{a}e^{2\pi i/2}=\sqrt{a}(\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\pi)+i\sin(\pi))=-\sqrt{a}.)(2.2.1)$ で導入し
た記号を用いると .-.$\cdot$ .. $\cdot$

. .

$\varphi_{1}arrow-\varphi_{1}\gamma$ .
この記号をもう少し簡略にして

$\gamma(\varphi_{1})=\gamma\varphi_{1}=-\varphi_{1}$

とも書くことにし、 同様のことを他の多価関数についても考えて見よう.

2.3.2. $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ のモノドロミー表現. 前節と同様 $D$は正の数 $a$ を含む小さな単連結領域とし、 Dの上で
$\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ の枝\mbox{\boldmath $\varphi$}0 $(x)$ を $\varphi_{0}(1)=0$ となるように定めると他の枝は\mbox{\boldmath $\varphi$}k(x) $=\varphi_{0}(x)+2\pi ki(k\in \mathbb{Z})$ で与えられ
る. $(\cdot.\cdot \mathrm{l}\circ \mathrm{g}1=a+bi\Leftrightarrow e^{a+bi}=1\Leftrightarrow e^{a}(\mathrm{c}\circ \mathrm{s}b+i\sin b)=1\Leftrightarrow a=0, b=2\pi k(k\in \mathbb{Z}))$ 記号を見やすく
するために以下では\mbox{\boldmath $\varphi$}0のかわりに $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ と書くことにする. $V$ を\mbox{\boldmath $\varphi$}k $=\log x+2\pi ki(k\in \mathbb{Z})$ から生成さ
れベクトル空間とする :

$V=\{\cdots+a_{0}\log x+a_{1}(\log x+2\pi i)+a_{\mathit{2}}(\log x+4\pi i)+\cdots|a_{k}\in \mathbb{C}\}$

$=\{a\cdot\log x+b\cdot 1|a, b\in \mathbb{C}\}$

であるから $V$は 2次元のベクトル空間になる. \mbox{\boldmath $\gamma$}は $ae^{i\theta}$ $(\theta:0arrow 2\pi)$ で与えられているもめとし $V$に属
する関数を\mbox{\boldmath $\gamma$}に沿って延長することを考えよう. $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}(ae^{i})\theta=\mathrm{l}\circ \mathrm{g}a+i\theta$ であるから

$\gamma(\log x, 1)=(\log x+2\pi i, 1)=(\log x, 1)$ .

(ここで左辺は $(\gamma(\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x),$ $\gamma(1))$ を意味する.) 同様にして

$\gamma^{k}(\log x, 1)=(\log x+2\pi ik, 1)=(\log x, 1)=(\log x, 1)$ .

がわかる. $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}x$ の分岐点 $0$ を $\mathbb{C}$ から除いた領域を\Omega $(=\mathbb{C}\backslash \{0\})$ とすると、以上のようにして

$\pi_{1}(\Omega)\ni\gamma k_{\text{ト}arrow}\in GL_{2}(\mathbb{C})$

という準同形写像がえられた.

2.3.3. 一般の多価関数のモノドロミー表現. 一般の多価関数\mbox{\boldmath $\varphi$}(x) を考える. ただし変数 $x$ の動く範囲
は $\mathbb{C}$ のなかの領域 $U$に限るものとする. $\varphi(x)$ の分岐点 $0$ を Uから除いた領域を\Omegaとし、 \Omega のなかの単連
結領域 $D$を任意に固定する. $D$の上の $\varphi(x)$ の枝を $\{\varphi_{1}(x), \varphi_{2}(x), \cdots\}$ とし、 これらから生成されるベク
ト空間を $v$とし、 その基底を $\{\psi_{1}(x), \cdots, \psi n(x)\}$ とすると\mbox{\boldmath $\gamma$}\in \mbox{\boldmath $\pi$}1 $(\Omega)$ に対し $\gamma\psi_{k}\in V$ . 故に

$\gamma(\psi_{1},\cdots,\psi_{n})=(\psi 1,\cdots,\psi_{n})M(\gamma)$
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となる行列 $M(\gamma)$ が見つかる. さらに $\det M(\gamma)\neq 0$ であり

$\pi_{1}(\Omega)\ni\gamma\mapsto M(\gamma)\in cLn(\mathbb{C})$

は準同形写像であることがわかる 2. このような行列 $M(\gamma)$ を\mbox{\boldmath $\gamma$}に対応するモノドロミー行列と言い, 準
同形写像 $\gammaarrow M(\gamma)$ のことをモノドロミー表現と呼ぶ. (もっと–般に群がら $GL_{n}(\mathbb{C})$ への準同形写像
のことを表現と言う.) また $M(\pi_{1}(\Omega))$ をモノドロミー群と呼ぶ.

2.3.4. 補題. 代数関数のモノドロミー群は有限群.
証明. (2.2.2) のように

(1) $F(x,y)=a_{n}(x)(y-\varphi_{1}(x))(y-\varphi_{\mathit{2}}(x))\cdots(y-\varphi n(x))$

とする. まずスタートの時点で $x$ は $D$ に属しているものとする. 次に $y$ は固定して $x$ だけを $\gamma\in\pi_{1}(\Omega)$

に沿って動かす また $D$ に戻ってくるゴールの時点では (1) は

(2) $\gamma F(x,y)=a_{n}(x)(y-\gamma\cdot\varphi 1(x))(y-\gamma\cdot\varphi_{\mathit{2}}(x))\cdots(y-\gamma\cdot\varphi_{n}(x))$

に変わる. しかし $F(x, y)$ は $x$ について–価関数であるから (2) の左辺は $F(x, y)$ に等しく、従って
$\{1, 2, \cdots, n\}$ のある置換 $\sigma$ が存在して

(3) $\gamma\cdot\varphi 1(x)=\varphi\sigma(1)(x),\cdots,\gamma\cdot\varphi_{n}(x)=\varphi\sigma(n)(x)$.

さて (2.3.3) と同じく $V$ を $\{\varphi_{1}(x), \cdots, \varphi_{n}(x)\}$ から生成されるベクトル空間とする. もし別の $\gamma’\in\pi_{1}(\Omega)$

にも同じ置換が対応しているなら (3) を見てわかるように

$\gamma’(\varphi)=\gamma(\varphi)\forall\varphi\in V$

すなわち $M(\gamma)=M(\gamma’)$ . 言い替えると $M(\gamma)$ は $\sigma$ のみで定まるということになる. 従って $M(\gamma)$ と
しては高々 $n!$ 通りの行列しか出てこない. (証明終)

注意. 以上の証明で置換が重要な役割を果たした. 実はこれは Galois 理論にほかならない.

2.3.5. 練習問題. $\log x$ は代数関数ではない. (ヒント :(2.3.2) と (2.3.4) を用いよ.)

2.3.6.練習問題 $(\log x)^{\mathit{2}}$のモノドロミー表現を求めること. ここでは $U=\mathbb{C}$ とする. (ヒント :(2.3.3)
の記号に従い、次の順序で考えれば良い.

(1) $\Omega=\mathbb{C}\backslash \{0\}$ を示す. (当り前と思えば証明しなくても良い.)
(2) $(\log x)^{2}$の枝 $(\log x+2\pi ik)^{2}(k\in \mathbb{Z})$ から生成されるベクトル空間の基底を求める.
(3)(2.3.2) を真似てモノドロミー行列を計算する.)

2.3.7. 練習問題 $\sqrt{x}\log x$ のモノドロミー表現を求めること. ここでは $U=\mathbb{C}$ とする. ( $(2.3.6)$ のヒン
トを参照.)

2.3.8. 練習問題. $x^{\alpha}(\alpha\in \mathbb{Q})$ のモノドロミー表現を求めること. ここでは $U=\mathbb{C}$ とする. ( $(2.3.6)$ の
ヒントを参照.)

2.3.9.練習問題. $0$ を中心とする単位円板を $U$とする. Uの上で定義された–価関数 $f(x)$ に対して $x^{\alpha}f(x)$

のモノドロミー表現を求めること. ( $(2.3.6)$ のヒントを参照.)

2.3.10. 練習問題. ((239) の続き) もし $x^{\alpha}f(x)$ が代数関数なら $\alpha$ は有理数になる. (ヒント :(2.3.4)
を用いよ.)

2.3.11. 練習問題. $H_{+}=\{x+iy|y>0\},$ $H_{-}=\{x+iy|y<0\}$ とおく. $\varphi(z)=$ 畜の分岐点は
$z=0$ のみだから、 これは $H_{+},$ $H_{-}$ の上で–価の枝を持つ. 最初に $H+$ 上の–価の枝を $\varphi(e^{i})\theta=ei\theta/2$

$(0<\theta<\pi)$ となるように定める.
(1) $\varphi(H+)$ は何か ? 図示せよ.
次に $(-\infty, 0)$ の部分をまたいで $\varphi(z)$ を $H+$. から

$H_{-}$ に解析接続する.
(2) このとき $\varphi(H_{-})$ は何か ?
次に $(0, \infty)$ の部分をまたいで $\varphi(z)$ を $H_{-}$ から $H+$ に解析接続する.

(3) このとき $\varphi(H+)$ は何か ?

2証明は各自が考えて見るとよい.
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3. 超幾何関数・超幾何微分方程式

3.1. 超幾何微分方程式

$(\mathrm{H}\mathrm{G})$
$x(1-X) \frac{d^{\mathit{2}}y}{dx^{2}}+(\gamma-(\alpha+\beta+1)x)\frac{dy}{dx}-\alpha\beta y=0$

を考えよう. これについては Whittaker-Watson :ACourse of Modern Analysis の第 14章に詳しい.
$y=c_{0}+c_{1^{X}}+c_{2}x^{2}+\cdots$ として $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解を求めて見よう :

$-\alpha\beta y=-\alpha\beta \mathrm{q}_{)}-\alpha\beta_{C}1^{X}$
$-\alpha\beta c_{\mathit{2}}x^{2}$ $-\alpha\beta \mathrm{c}_{3}x^{3}-\cdots$

$\gamma y^{J}=\gamma c_{1}\cdot 1+\gamma c2^{\cdot}2X$
$+\gamma c_{3}\cdot 3x^{2}$ $+\gamma c_{4}\cdot 4_{X}3+\cdots$

$-(\alpha+\beta+1)xy’=$ $-(\alpha+\beta+1)_{C}1x-(\alpha+\beta+1)C_{2}\cdot 2x^{2}-(\alpha+\beta+1)c_{3}\cdot 3x^{3}+\cdots$

$xy=\prime\prime$
:

$c_{2}\cdot 2\cdot 1x$
$+\mathrm{c}_{3}\cdot 3\cdot 2_{X}2$ $+c_{4}\cdot 4\cdot 3_{X^{3}}+\cdots$

$-x^{\mathit{2}}y’=$’ $-c_{2}\cdot 2\cdot 1x^{2}$ $-c_{3}\cdot 3\cdot 2x^{3}-\cdots$

この合計が $0$ になるように $c_{0},$ $c_{1},$ $\cdots$ を定めたい. $c_{n}$ の満たすべき関係式は

$-\alpha\beta c_{n}+\gamma c_{n+1}(n+1)-(\alpha+\beta+1)Cnn+cn+1(n+1)n-cnn(n-1)=0$

すなわち
$c_{n+1}(n+1)(\gamma+n)=C_{n}(\alpha+n)(\beta+n)$

故に $(\alpha)_{n}=\alpha(\alpha+1)(\alpha+2)\cdots(\alpha+n-1)$ と置くと

(1) $F( \alpha,\beta,\gamma;x)=n\sum\infty=0\frac{(\alpha)_{n}(\beta)_{n}}{(\gamma)_{n}n!}x^{n}$

は $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の (形式的な) 解になる. しかるにこの無限級数は $|x|<1$ で収束するので $F(\alpha, \beta, \gamma;x)$ は領

域 $|x|<1$ での解を与える. $F(\alpha, \beta, \gamma;x)$ を解析接続して得られる関数を超幾何関数という.

3.2. 注意. (3.1) の議論は $\gamma=0,$ $-1,$ $-2,$ $\cdots$ のときには修正を要する. この種の困難を避けるため以下
では常に

(1) $1-\gamma,$ $-\alpha-\beta+\gamma,$ $\alpha-\beta\not\in \mathbb{Z}$

と仮定する.

3.3. 超幾何微分方程式は 2階線型方程式であるから 2つの–次独立な解があって、一般解はその–次結
合になるはずである. 従って (3.1) の (1) 以外にもう–つ解を見つける必要がある. また (1戸は $\{|x| <1\}$

でしか解を与えなかったが、 この領域の外部でも解を具体的に与えたい. 実は $F(\alpha, \beta, \gamma;x)$ を用いると、

これらの解が以下のように簡単に書ける.

$v \mathrm{o}(xu_{0}(x)=()=(11-x)-x)^{-\beta}F-\alpha F(\beta,\gamma-\alpha,-\alpha+(\alpha,\gamma-\beta,\alpha-\beta\beta+1)+1;\frac{1}{1,;\frac{-x1)}{1-x}}\}$ $|x-1|>1$ での 2つの独立解

$u_{1}(x)=F(\alpha, \beta, \gamma;x)$

$v_{1}(x)=x^{1}-\gamma F(\alpha-\gamma+1, \beta-\gamma+1,2-\gamma;x)\}$ $|x|<1^{-\mathrm{c}\text{の}2}\supset$の独立解

$u_{2}(x)=F(\alpha, \beta, \alpha+\beta-\gamma+1;1-x)$

$v_{2}(x)=(1-x)-\alpha-\beta+\gamma F(\gamma-\alpha, \gamma-\beta, -\alpha-\beta+\gamma+1;1-x)\}$ $|x-1|<1$ での 2つの独立解

$u_{3}(x)=x^{-\alpha}F( \alpha, \alpha-\gamma+1, \alpha-\beta+1;\frac{1}{x})1\downarrow$

$|x|>1$ での 2つの独立解
$v_{3}(x)=x-\beta F(\beta,\beta-\gamma+1, -\alpha+\beta+1;_{x}--)$
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このように置くと $\{u_{0}, v_{0}\}$ は $|x-1|>1$ での 2つの–次独立な解になり、 ほかのペアについても、そ
れぞれの領域での–次独立な解を与える.

34. 練習問題. $v_{1}$ と $u_{\mathit{2}}$ 超幾何微分方程式 $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解になることを確かめること. (他の場合について
も同様に確かめられるが、 計算がほんの少しややこしくなる.)

35. 注意. (1) たとえば $v_{1}(x)$ は $x=0$ で分岐する多価関数になるが、以下の議論では具体的に単連結
領域が与えられ、その上に制限して考えるので多価性にまつわる困難は生じない.
(2) $u_{i}(x),$ $v_{i.(x})(i=0,1,2,3)$ により $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の–般解の様子は領域

..$\cdot$

$\{|x|\neq 1\}\cup\{|X-1|\neq 1\}=\mathbb{C}\backslash \{e^{\pm}1\pi i/3$

の上ではわかった. 特にこの領域に限れば分岐点は $\{0,1\}$ のみであることがわかる. 実は微分方程式の
一般論 (たとえば微分方程式の巾級数による解法) を用いると $\{e^{\pm\pi i/3}\}$ は分岐点ではないことがわか
る. こうして $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解は $\mathbb{C}\backslash \{0,1\}=\mathrm{P}\backslash \{0,1, \infty\}$ では分岐しないことがわかった. ( $\infty$ は分岐点に
なる : 一般に「 f(x) が $x=\infty$ で分岐する」 とは 「 $f( \frac{1}{x})$ が $x=0$ で分岐する」 ことと定義する.)

36. 注意. $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ のすべての解がいつ代数関数になるかを調べたいから

(1) $\alpha,\beta,\gamma\in \mathbb{Q}$

と仮定してよい. ((2.3.10) より.) 故に

(2) $|x|<1,$ $x\in \mathbb{R}\Rightarrow F(\alpha,\beta,\gamma;x)\in \mathbb{R}$

37. (3.4) で示したように $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解は $\mathrm{P}\backslash \{0,1, \infty\}$ では分岐しない. 特に $H_{+}=\{x+iy|y>0\}$ ,
$H_{-}=\{x+iy|y<0\}$ と置くと $H\pm$ は単連結領域で、その上で $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解が分岐しない. 従って $(\mathrm{H}\mathrm{G})$

の解 $u_{k}(z),$ $v_{k()}Z(k=0,1,2,3)$ は $H_{+}$ 上の–価関数に解析接続される. さらに全すべての $k$ について
$u_{k}(z)$ と $v_{k}(z)$ は–次独立である. 一般にこのような $H_{+}$ 上の–次独立な解 $u(z),$ $v(z)$ を考え

$\varphi(z)=u(z)/v(z)$ , $\varphi_{k}(z)=u_{k}(z)/v_{k}(z)(k=0,1,2,3)$

と置く. このときすべての $k$ につき $u(z)$ も $v(z)$ も $u_{k}(z)$ と $v_{k}(z)$ の–次結合として表わせる :

$=$ $\exists T_{k}=\in GL_{2}(\mathbb{C})$

$.\cdot$ . $\varphi(z)=\frac{a_{k}\varphi_{k}(z)+b_{k}}{c_{k}\varphi_{k}(_{Z})+d_{k}}=T_{k(}\varphi k(_{Z))}$

(–次分数変換については (1.2) を参照.)
この $\varphi(z)$ による H士の像を調べよう.
(A) $x\in \mathbb{R},$ $x<0$ のとき :

$1-x>0$ $.\cdot$. $(1-x)^{-\alpha},$ $(1-x)-\beta\in \mathbb{R}$

. $\cdot$ . $u_{0}(_{X}),v_{0}(x)\in \mathbb{R}$

. $\cdot$ . $\varphi_{0}(_{X})\in \mathbb{R}$

. $\cdot$ . $\varphi((-\infty, \mathrm{o}))=\tau 0(\varphi 0(-\infty, 0))\subset T_{0}(\mathbb{R})=:c_{1}$ ( $=$ 円周)

(B) $x\in \mathbb{R},$ $-1<x<1$ のとき

(1) $\varphi_{1}(z)=u_{1}(z)/v_{1}(z)=z^{\gamma^{-1}}\mathrm{t}\frac{F(\alpha,\beta,\gamma,z)}{F(\alpha-\gamma+1,\beta-\gamma+1,2-\gamma;z)}.\}$

で $\{\}$ の中は–価関数で $z\in\{x\in \mathbb{R};|x|<1\}$ ならば $\{\}\in \mathbb{R}$ . さらに $z$ が $0$ の近くにあれば $\{\}=$. $1$

であるから $\{\}>0$ . ここで $u_{1}(z),$ $v_{1}(Z),$ $\varphi 1(Z)$ は、 いずれも $H_{+}=\{x+iy|y>0\}$ 上の関数であった
こと、 および $x>0$ ならば $x^{\gamma-1}>0$ と約束していたことを思い出そう. $z^{\gamma-1}$ を $H_{+}$ 上の関数と思う.

$z$ を $z=\epsilon e^{i\theta}$ ( $\theta \mathrm{A}$. $0arrow\pi^{)}$ という道に沿って動かすと $z^{\gamma-1}=\epsilon^{\gamma^{-1_{e^{i}}}\theta(}\gamma-1$) は $\epsilon^{\gamma-1}$ からスタートし
てゴールでは $\epsilon^{\gamma-1i\pi(-1)}e\gamma$ という値になる. 下図参照. また $0$ から両側に出る 2つの半直線 $\{x>0\}$

と $\{x<0\}$ の $z\vdasharrow z^{\gamma-1}$ による像は、 ともに $0$ から出る半直線になる. $\{\}\in \mathbb{R},$ $>0$ であったから
$\varphi_{1}((-1,0))$ と $\varphi_{1}((0,1))$ も半直線になり、その間の角度は $-(\gamma-1)\pi$ になる.
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$[^{\overline{\mathrm{a}}^{\frac{\backslash \prime}{T^{*}}\not\in*}}\{\uparrow_{\mathrm{X}\mathrm{S}}\sim\iota\sim^{\mathrm{I}}\sim 2\mathrm{r}\S\otimes\cdot f\epsilon$

.
護 1ろ

$bf^{*}]$

故に (1.2.9) と (1.2.12) より $\varphi((-1,0))=T_{1}(\varphi_{1}((-1,\mathrm{o}))$ と $\varphi((0,1))=T_{1(\varphi_{1}((}0,1))$ はともに円弧に
なり、その間の角度は $-(\gamma-1)\pi$ になる. しかるに $\varphi_{1}((-1, \mathrm{o}))$ は (A) で考察した $\varphi(-\infty, 0))$ の–部
であるから、 これは円周 $C_{1}$ の–部になる. 故に、 次の図のようになる.

’
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同様の議論を繰り返して行くと、 下図のように $\varphi$ が上半面 $H_{+}$ を $C_{1}.,$ $C_{2,3}C$ で囲まれた三角形 $X$

に写すことがわかる : .

(D) $(-\infty, 0)$ の部分をまたいで $\varphi(z),$ $\varphi_{k}(Z)(k=0,1,2,3)$ を $H+$ から $H_{-}$ に解析接続しよう.

$O^{g}$

このとき $\overline{\varphi_{1}(\overline{z})}$ は正則関数で

$\overline{\varphi_{1}(\overline{x})}=\varphi_{1}(x)$ $\forall x\in(-\infty,0)$

. $\cdot$ . $\overline{\varphi_{1}(\overline{Z})}=\varphi_{\mathrm{c}}(Z)$

. $\cdot$ . $T_{1}(\overline{\varphi 1(\overline{Z})})=T_{1(}\varphi 1(Z))=\varphi(z)$

方 ‘ 最後の等式の左辺はは $s_{C_{1}}$ の定義より次に等しい :

$s_{C_{1}}(\tau_{1}(\varphi_{1}(\overline{Z})))=s_{C}(1\varphi(\overline{z}))$

$z\in H_{-}\Leftrightarrow\overline{z}\in H+$ に注意すると

$\varphi(H_{-})=s_{C_{1}}(\varphi(H+))=Sc_{1}(X)$

(E) (D) の議論では $(-\infty, 0)$ の部分をまたいで解析接続したが $(0,1)$ または $(1, \infty)$ をまたいで解析
接続することも可能. このときには、それぞれ $\varphi(H_{-})=s_{C_{2}}(X)$ または $\varphi(H_{-})=s_{C}(3)X$ となる. さ
らに $H_{-}$ から $H+$ へ逆向きに解析接続するときにも同様の現象が起こる. たとえば最初に $(O)$のように
$(-\infty, 0)$ をまたいで $\varphi$ を $H+arrow H_{-}$

.
と解析接続し、次に $(0,1).\text{をまたいで}$ $H_{-}arrow H+\text{と解析}$.接続すれ

ば、 最終的には ..
$.\varphi$

.
$(H_{+})=S_{C_{2}c}S(1x)$

となる. (注意 : $\varphi$ は多価関数なので、 どのように解析接続したかによって $\varphi(H+)$ は変わり得る.)
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$\varphi(H_{+})$ の可能性は有限通りしかない. 従って sc.$\cdot$ $k\ldots s_{C:_{2}}sc_{1}.\cdot(X)$ $(i_{1}, \cdots, i_{k}\in\{1,2,3\})$ として得ら

れる三角形は有限個しか出てこないはず. 言い替えれば $\langle s_{C_{1}}, s_{C}, sc_{\mathrm{a}}2\rangle$ は有限群である. このような三
角形 $C_{1},$ $C_{2}$ , $C_{3}$ は (1.6) 節で分類できていたから、超幾何微分方程式 $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解がすべて代数関数にな
る場合も完全に数え上げることができる.

38. 練習問題. 23 ページの図の三角形が 10 ページの表の I の三角形になっているときを考えよう. す
なわち

$\text{た}\mu=1-\gamma\lambda=\alpha-\beta=\overline{\frac{12}{2}}=-|$ すなわち $|\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}--\beta=-\alpha=\underline{1-}-\overline{\frac{\nu 2}{2}}$ ただし $\nu=\frac{k}{m}$

$=-\alpha-\beta+\gamma=.\overline{m}\vee$ $]$ $\iota^{\gamma=}\overline{2}$

とする. この時 20 ページで与えた $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ の解 $u_{1}(x),$ $v_{1}(X)$ の具体形は次のようになる.
$*$

$u_{1}(x)=F( \frac{1-\nu}{2}, -\frac{\nu}{2}, \frac{1}{2};x)=\frac{1}{2}((1+\sqrt{x})^{\nu}+(1-\sqrt{x})\nu)$

$v_{1(_{X})=}x^{\frac{1}{2}}F(1- \frac{\nu}{2}, \frac{1-\nu}{2}, \frac{3}{2};x)=\frac{1}{2\nu}((1+\sqrt{x})^{\nu}-(1-\sqrt{x})^{\nu})$

(ヒント :(3.1) の (1) 式と比較せよ. $\nu$ が自然数でなくても二項定理が成立することを思い出そう.「高
木貞治 : 解析概論 (岩波) 、 p.241」参照.)

39. 練習問題. ((3.8) の続き) $D$ は $(1-\epsilon)^{2}$ を含む小さな開円板とし、 $D$ の上での $(1+\sqrt{x})^{\nu},$ $(1-\sqrt{x})^{\nu}$

の枝を自然に定める. $\pi_{\}}(\mathbb{C}\backslash \{0,1\})$ に属する道 $\gamma,$
$\gamma’$ を次のように定める.

$\gamma=\mathrm{t}z=(1-\mathcal{E}e)^{2}i\theta|\theta:0arrow 2\pi\}$,
$\gamma’=\{Z=(1-\epsilon)^{2i}e\theta|\theta:0arrow 2\pi\}$ .

この時、次のことを示せ.

$\gamma((1+\sqrt{x})^{\nu}, (1-\sqrt{x})^{\nu})=((1+\sqrt{x})^{\nu}, (1-\sqrt{x})^{\nu})$

$\gamma’((1+\sqrt{x})^{\nu}, (1-\sqrt{x})^{\nu})=((1+\sqrt{x})^{\nu}, (1-\sqrt{x})^{\nu})$

これを用いて (3.8) で考えた超幾何関数のモノドロミー群を決定せよ.

310. 注意. (3.7) の議論では $\varphi(z)$ が代数関数であることしか用いていないように見えるが、実は

$\varphi$ は代数関数 $\Leftrightarrow u,$ $v$ は代数関数 9 $(\mathrm{H}\mathrm{G})$

. の解はすべて代数関数

が言える.
証明 : $\varphi$ は代数関数であると仮定して $u,$ $v$ は代数関数であることを示そう. $\varphi=u/v$ を微分して

$\varphi’=(u’’v-uv)/v^{2}=-v^{-2}$

ここで分子は Wronskian であるから微分方程式論ででよく知られている方法を用いて計算すると

$|_{u(_{X})}^{u(X)}$, $v’(X)v(X)|=(\text{定数})$ $\mathrm{x}\exp(-\int\frac{\gamma-(\alpha+\beta+1)x}{x(1-x)}dx)$ =(定数) $\cross$ x-r $(x -1)^{\gamma-(\alpha+^{\rho 1}}+)$

(たとえば「笠原 : 微分方程式の基礎 (朝倉書店)
、 pp.56-57\rfloor を参照.) $\alpha,$

$\beta,$ $\gamma\in \mathbb{Q}$ と仮定していたか
ら、 Wronskian は代数関数. $\varphi’$ も代数関数であるから $v$ も代数関数. 故に $u$ も代数関数. (証明終)

311. 注意. (3.7) の議論では
(A)「超幾何微分方程式 $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ のすべての解が代数関数.」
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を前提として、それから
(B) 「 $\langle sc_{1}, sc_{2}, s_{C}\rangle 3$ は有限群」

を示した. 実は、 逆も次のようにして証明できる : 超幾何微分方程式 $(\mathrm{H}\mathrm{G})$ は確定特異点しか持たない
から $u(x),$ $v(x)$ は各点 $x_{0}$ で

(C) $(x-x_{0}) \rho\sum_{n\geq}0n(aX-x0)^{n}$

( $x_{0}=\infty$ のときは $X^{-\rho} \sum_{n\geq 0^{ax)}}n-n$

という形の展開ができる. (「笠原 : 微分方程式の基礎 (朝倉書店)
$\text{、}$ \S 19」 を参照. ここでは (3.2) の

仮定を用いている. (3.2) の仮定を成立しない場合には $\log$ が出てくるので考察しなくても良いことが
わかる.) $\varphi=u/v$ であったから $\varphi(x)$ についても同様の展開ができる. 分岐点を含まない単連結領域
$D$ の上での $\varphi(x)$ の–価の分岐の全体を $\varphi_{1}(x),$ $\cdots,$ $\varphi_{n}(x)$ とする. ( $(\mathrm{B})$ より分岐は有限個しかない.)
$\varphi_{1}(x),$ $\cdots,$ $\varphi_{n}(x)$ の基本対称式は–価関数で、 しかも $\mathrm{P}=\mathbb{C}\mathrm{U}\{\infty\}$ の各点で (C) という形の展開がで
きるので $\mathrm{P}$ 上有理型関数になる. このような関数は有理式になることが知られている. (たとえば「吉
田洋–: 函数論、第 2版 (岩波)

、 pp.128-129」参照.) 故に $\varphi_{1}(x),$ $\cdots,$ $\varphi_{n}(x)$ は有理式を係数にする代
数方程式を満たす. すなわち $\varphi_{j}(x)$ は代数関数である.
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$\text{イ}-\dashv$ 録図 (1)

200



201



202



$\mathit{4}-- \mathrm{f}$

.
$\mathrm{f}\mathrm{f}’\sim\cap^{\underline{*x}}$ $\mathrm{t}4$ )
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$.\cdot/_{\mathrm{I}}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}\neq_{\sim}$ 図 $(*)$
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イオ点図《\mbox{\boldmath $\zeta$})

(t)

$\psi$
$1_{\mathrm{I}_{\vee}^{\vee}}’--$ ノロ\sim , $\tau$

$\epsilon \text{て}’ F*7<$

$(l)$

番

(3)

$\Downarrow$ a $1_{\vee}^{-}’\grave{O}_{7\tau}\sim- \text{ノ}$

$*\mathcal{D})fl_{\hslash}7$
$\langle$

し
$\mathrm{t}*)$

$.=\mathrm{g}4la^{-}|l^{arrow}|$ を

$\Downarrow$

$\bigvee_{\kappa}\overline{\mathrm{t}},f_{\mathcal{O}}\mathrm{r}\text{ノ}J$ 内昂\tilde \sim \sim

縮あ 3

$[\mathrm{f})$
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