
K\"ocher-Maass Dirichlet series corresponding
to Jacobi forms
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. Siegel 保型形式の場合をまねて、 Jacobi 形式に付随した Dirichlet 級数を構成し、その
解析接続、 関数等式等を与えるのが前半の主題です。後半は index 1の Jacobi 形式の空
間と同型になる、半整数旧型形式の空間である Kohnen plus space の性質を調べ、その空

$-$ 間の Eisenstein 級数について Siegel 公式を記述する。また Kohnen plus space に属する
半整数保型形式について Kiher-Maass Dirichlet 級数を構成し、前半部の結果の応用と
して、 解析接続、 関数等式を与える。

1 Siegel 保磁形式の場合

$\Gamma_{n}=s_{P}n(\mathrm{z})$ を次数 $n$ の Siegel modular 群とし、篤を $n$ 次の Siegel 上半平面とす
る。 $M_{k}(\Gamma_{n})$ で重さ $k$ の $\Gamma_{n}$ に関する次数 $n$ の Siegel 保型形式の成す空間を表す。 $S_{n}^{*}(\mathrm{Z})$

を $n$ 次半整数対称行列の集合とする。 $f\in M_{k}(\Gamma_{n})$ の Fourier 展開を

$f(Z)= \sum_{\tau\in S^{*}(n\mathrm{Z}),T\geq 0}a(\tau)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(Tz))$

$(Z\in \mathcal{H}_{n})$

とすると、 $f$ に付随して得られる K\"ocher-Maas Dirichlet 級数は

$D_{n}(f, s):= \sum_{)T\in s_{n}*(\mathrm{Z}+/\sim}\frac{a(T)}{\epsilon(T)(\det\tau)^{s}}$

で与えられる ( $[\mathrm{K}\mathrm{o}],$ [Ma]) 。これは Be$(s)>k+(n+1)/2$ で絶対収束し、 この領域で
$s$ の正則関数である。但し、 Notation は次の通りである。 $S_{n}^{*}(\mathrm{Z})^{+}$ は正定値半整数対称
行列からなる $S_{n}^{*}(\mathrm{Z})$ の部分集合。 $T,$ $T’\in S_{n}^{*}(\mathrm{Z})^{+}$ が $GL_{n}(Z)-$同値であるのは、 ある
$U\in GL_{n}(\mathrm{Z}-)$ について $T’={}^{t}UTU$ となるときをいう。 $\epsilon(T)$ は $T$ の単数群の位数と
する :
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$\epsilon(T)=\#\{U\in GL_{\mathfrak{n}}(\mathrm{Z})|{}^{t}UTU=T\}$

上記和において $T$ は $S_{n}^{*}(\mathrm{Z})^{+}$ の GL、(Z)-同値類全体をわたる。
$D_{n}(f,s)$ に適当な gamma 因子をかける :

$\xi_{n}(f,s)=\gamma_{n}(s)D_{n}(f,S)$

ここで

$\gamma_{n}(s)=2\pi^{n()/}-14(n2\pi)^{-}ns\prod\Gamma j=1n(s-\frac{j-1}{2})$

とした。 このゼータ関数の解析接続と関数等式を最初に証明したのは H. Maass [Ma] で
ある。方法は不変微分作用素を用いるもので、極の留数に関する情報は失われる。

Theorem 1 (Maass) ゼータ関数 $D_{n}(f,s)$ は $s$ の関数として全平面に解析接続さ
れ、 関数等式

$\xi_{n}(f, k-S)=(-1)^{nk/2}\xi_{n}(f,s)$ .

を満たす。

[Arl, 2] で $D_{n}(f, s)$ の極の留数を explicit に表示する $\xi_{n}(f,s)$ の公式が証明されてい
る。 [Arl] ?は full modular 群の場合で、証明には Klingen Eisenstein 級数が使われている。
[Ar2] では合同部分群の Siegel 保型形式の場合が扱われている。

伊吹山-斉藤両氏 [I-S] は、 $GL_{n}$ が $n$ 次対称行列のなすベクトル空間に作用して得られる
概均質ベクトル空間の*一等関数 (の–つである)

$T \in S^{*}(\sum_{n}\mathrm{z})+/\sim\frac{1}{\epsilon(T)(\det T)^{s}}$

を Riemann zeta 関数などを用いて explicit に表示した。用いられた方法は 2次形式の精
密な整数論である。
伊吹山-桂田両氏 [I-K] は [I-S] の方法を活用して $f$

.

が $M_{k}(\Gamma_{n})$ の unique Eisenstein 級数
の場合に $D_{n}(f, s)$ の explicit な表示を得た。
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2 $\mathrm{K}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\Gamma$-Maass Dirichlet series attahed to Jacobi
forms

最初に Jacobi 形式の空間を導入しよう。以下、 $k$ は正の偶数、 $l$ は正整数とする。 $l$ 次
正定値半整数対称行列 $S$ を固定する。 $D_{n,l}$ を篤 と $M_{\mathrm{t},n}(\mathrm{C})$ との積空間とする :

$D_{n,l}:=\mathcal{H}_{n^{\mathrm{X}M_{\iota_{n}},()}}^{\cdot}\mathrm{C}$

$\Gamma_{n}$ は $D_{n,l}$ に作用する : $M=,$ $(\tau, z)\in Dn,\iota$ に対し、

$M(\tau, z)=(M\langle \mathcal{T}\rangle, Z(C\tau+d)^{-1})$, $M\langle\tau\rangle=(a\tau+b)(C\mathcal{T}+d)^{-1}$

以下、 Jacobi 形式の記述に好都合な $Sym_{n+\mathrm{t}}^{*}(\mathrm{Z})$ の部分集合を導入する。

(2.1) $Sym_{n+l}^{*}(s;\mathrm{Z}):=\{T=|N\in Sym_{n}^{*}(\mathrm{Z}),$ $r\in M_{l,n}(\mathrm{z})\}$ .

この $Sym_{n+}^{*}l(S;\mathrm{Z})$ の正定値な元からなる部分集合を $Sym_{n}^{*}+\mathrm{t}(s;\mathrm{z})^{+}$ と記す。
さらに

$L=M_{l,n}(\mathrm{z})$

とおく。
$D_{n,l}$ 上の正則関数 $\phi(\tau, z)$ が重さ $k_{\text{、}}$ 次数 $n$ の $\Gamma_{n}$ に関する Jacobi 形式とは次の (i),
(ii), (iii) を満たすときをいう。

(i) $\phi(\tau, z+\lambda\tau+\mu)=e(-\mathrm{t}\mathrm{r}(t\lambda S\lambda+{}^{t}\lambda s_{Z}))\emptyset(\mathcal{T}, z)$ , $\lambda,\mu\in L$

(ii) $\phi(M(\tau, z))=e(\mathrm{t}\mathrm{r}(^{t}zSz(CT+d)^{-1}c)\det(C\tau+d)^{k}\phi(\mathcal{T},Z),$ $M\in\Gamma_{n}$ .

(i\"u) (Fourier 展開)

$(\star)$

$\phi(_{\mathcal{T},Z})=T\in sym_{\mathrm{B}}^{*}\mathrm{t}+\iota\sum_{\mathrm{o}s;\mathrm{Z}),\tau\geq}$

$c(T)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(N\tau+rZ)t)$ ,

ここで $T=$ は $s_{ym_{n+}^{*}}l(S;\mathrm{z})$ の半正定値対称行列をわたる。

注意) $n\geq 2$ の場合は (iii) の Fourier 展開は他の条件から導かれる。
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$J_{k,S}(\Gamma_{n})$ で重さ $k_{\text{、}}$ 次数 $n$ の $\Gamma_{n}$ に関する Jacobi 形式の成す空間を表すとする。
Jacobi 形式に付随する K\"ocher-Maass Dirichlet 級数を導入するため、若干の記号を準備
する。

$B_{n,l}(\mathrm{Z})$ を次で与えられる $GL_{n+\iota(\mathrm{z}}$) の部分群とする :

$B_{n,l}(\mathrm{z})=\{|U\in GL_{n}(\mathrm{Z}),$ $y\in L\}$

群 $B_{n,l}(\mathrm{z})$ は 2次形式の集合 $Sym_{n}^{*}+\mathrm{t}(s;\mathrm{z})^{+}$ に、
$\tau\in sym_{n}*+l(s;\mathrm{z})^{+},$ $\gamma\in B_{n,\mathrm{t}}(\mathrm{z})$ に対し、 $\tau-T[\gamma]:=^{\iota}\gamma T\gamma$ で作用する。この作用に
関し、 類 (class) と種 (genus) を定義する $([\mathrm{A}_{\Gamma}1,2,3])$

。

$T,$ $T’\in Sym_{n+l}^{*}(S;\mathrm{z})^{+}$ がこの作用に関して同じ $B_{n,l}(\mathrm{z})$ 軌道に属するとき同じ類に属
するといい、 $T\sim \mathrm{z}T’$ と記す。 また、任意の素数 $P$ について同じ $B_{n,l}(\mathrm{z}_{p})$ 軌道に属す
るとき同じ種に属するといい、 $\tau\sim_{gen}\tau$’と記す。 -つの種は有限個の類からなる。

$\mathrm{K}\propto$her-Maax Dirichlet series の定義

$\phi\in J_{k,S}(\Gamma_{n})$ を取り、 Fourier 展開を $(\star)$ とする。

$D_{n}( \phi,S)=T\in Sum_{\mathfrak{n}}(*s+l\sum_{\mathrm{z}_{)};+/\sim_{\mathrm{z}}}\frac{c(T)}{\epsilon(T)\det(\overline{T})^{\mathit{8}}}$

$\epsilon(T)=\#\{\gamma\in B_{n,l}(\mathrm{Z})|T[\gamma]=T\}$ とし、 $\overline{T}=N-\frac{1}{4}{}^{t}rs^{-1}r|$ とおいた。和は $T$ が
$Sym_{n}^{*}+l(s;\mathrm{z})^{+}$ の上記の意味の同値類の完全代表系をわたることを意味する。 $c(T[\gamma])=$

$c(T)(\forall\gamma\in B_{n,l}(\mathrm{Z}))$ に注意する。 この Dhichlet 級数は ${\rm Re}(s)>k-l/2+(n+1)/2$ で
絶対収束する。
$D_{n}(\phi, s)$ の積分表示を求めてみよう。
馬 $r\in L/(2S)L$ に対する theta 級数

$\theta_{f}(\tau,z):=\sum_{\lambda\in L}e(\mathrm{t}\mathrm{r}(s[\lambda+(2S)-1r]\mathcal{T}+2^{t}(\lambda+(2S)^{-1}r)sZ))$

$((\tau,z)\in Dn,\iota)$

を用いると Jacobi 形式 $\phi$ は

$\phi(\tau,z)=\sum_{\iota f\in L/\mathrm{t}2S)}h_{r}(\tau)\theta,(\tau,z)$
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として theta 級数の 1次結合の形に表現される。 ここで各毎 (\tau ) は

$k(\mathcal{T})=$
$\sum_{-,N\in s_{\mathfrak{n}}*\mathrm{t}\mathrm{Z}),N-\frac{1}{4}fS1\tau\geq 0}.c(Tt)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{\tau}_{\tau)})$

と表される。各 $N$ について $T=$
.

’
$\overline{T}=N-\frac{1}{4}{}^{t}rs-1r$ とおいた。ついで

に、 へ (\tau ) の部分級数 $h_{r}^{*}(\tau)$ を

$h_{f}^{*}( \mathcal{T})=\sum_{>N\in S_{n}*(\mathrm{Z}),N-\frac{1}{4}\mathrm{z},S}-40C(\tau)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(\overline{\tau}\tau))$

で定義する ( $\overline{T}$ が正定値の部分の和)。そこで

$h( \tau)=\in L/(2s)\sum_{\prime L}hr(_{\mathcal{T})}$

とおくと、 $h(\tau)$ は $\Gamma_{\mathfrak{n}}$ のある合同部分群に関する重さ $k-l/2$ の保型形式になる。 $h(\tau)$

と妬 (\tau ) ($r=0\in L/(2S)L$ に対応) の間には次の関係がある :

$h(-\tau^{-1})=\mathrm{c}\det$ $( \frac{\tau}{i})^{k-l/}h_{0}2(\tau)$ , $c=(-1)^{nk/}2\det(2s)n/2$

さらに

$h^{*}( \tau)=f\in L/\sum_{s(2)L}h_{f}^{*}(\tau)$

とおく。窺を $n$ 次正定値対称行列の成す領域とし、 $dv_{n}(\mathrm{Y})$ を

$dv_{n}( \mathrm{Y})=\det(\mathrm{Y})-(n+1)/2\prod_{1\leq i\leq j\leq n}dy_{ij}$
$(\mathrm{Y}=(yij)\in \mathrm{p}_{n})$

と正規化される $P_{n}$ 上の GLn(R)-不変測度とする。

$\xi_{n}(\phi, s):=\int_{GL_{\mathfrak{n}}\mathrm{t}\mathrm{z}})\backslash \mathcal{P}nh^{*}(i\mathrm{Y})(\det \mathrm{Y})^{\mathit{8}}dv_{n}(\mathrm{Y})$

とおく。 このとき積分は $\mathrm{R}e(s)>k-l/2+(n+1)/2$ で絶対収束し、

$\xi_{n}(\phi_{S},)=\gamma_{n}(S)D_{n}(\emptyset,S)$

となる。他方、 $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}$chlet 級数 $\overline{D}_{n}(\phi, s)$ を

$\overline{D}_{n}(\phi,s)=N\in S^{*}\mathfrak{n}\sum_{\mathrm{t}\mathrm{z})+/\sim}\frac{c(\begin{array}{ll}N 00 S\end{array})}{\epsilon(N)(\det N)s}$
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で定義し、
$\xi_{n}(\phi_{S})=\gamma_{n}\wedge,(s)\overline{D}_{n}(\phi,S)$

とおく。

Theorem 2 ゼータ関数 $D_{n}(\phi, S)$ は $s$ の関数として全平面に解析接続され、関数等式

$\xi_{n}(\phi,k-\iota/2-s)=\not\in_{n}(\phi,s)\wedge$ , $c=(-1)^{nk/2}\det(2s)^{n}/2$

を満たす。

証明は Maass の Lecture Note [Ma] の窺上の不変微分作用素を用いる方法による。し

かしながらこの方法によると Fourier 係数の階数の低い部分の情報が打ち消されてしまう
ので、 ゼータ関数の極の留数に関する情報が得られない。そこで別のアプローチも考え
る。 -般的にはうまくいかないので、 $S$ について次の仮定 (–種の極大条件) を設ける :

$(\#)$ $x\in(2S)^{-1}Ml,1(\mathrm{z})$ に対して $t_{XSx}\in \mathrm{Z}$ ならば $x\in M_{l,1}(\mathrm{Z})$ である。

この条件のもとでは色々なことが結構うまくゆく (例えば [Ar4], 41, 42など)。

Jacobi 形式の場合の Siegel $\Phi$ operator を定義しよう。 $\phi\in J_{k,S}(\Gamma_{n}),$ $(\tau, z)\in D_{n-1j}$ に

対し、

$S( \phi)(_{\mathcal{T}},z):=\lim_{arrow t+\infty}\emptyset(,$ $(z,0))$

とおく。 この極限は存在し、 $S(\phi)\in J_{k},s(\Gamma_{n-}1)$ となる。

Theorem 3 $S$ について条件 $(\#)$ を仮定する。 $k$ は $k>2n+l+1$ を満たす偶数とす
る。 $\phi\in J_{k,S}(\Gamma_{n})$ について次の公式が成立。

$\xi_{n}(\phi,s)$ $=$ $\int_{GL_{\mathrm{n}}(\mathrm{z}_{)\backslash \mathcal{P}}}n\{(\det \mathrm{Y})sh^{*}(i\mathrm{Y})+c(\det \mathrm{Y})k-\iota/2-sh*\mathrm{o}(i\mathrm{Y})\}dv_{\mathfrak{n}}(\mathrm{Y})$

$+ \sum_{\nu=0}^{n-1}\epsilon(\nu)v(n-\nu)\{\frac{c\xi\nu\wedge(s^{n-}\nu\phi,n/2)}{s-k+(l+\nu)/2}-\frac{\xi_{\nu}(S^{n-\nu}\emptyset,n/2)}{s-\nu/2}\}$

ここで

$\epsilon(\nu)=\{$

$\frac{1}{2}$ $\nu\neq 0$

1 $\nu=0$
$v(r)=\{$

$\pi^{1/2-\mathrm{r}(}/4\mathrm{I}’+1)\mathrm{r}_{j2}=\zeta(j)\mathrm{r}(j/2)$ $\cdots r\geq 2$

1 $\ldots r=1$
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とおいた。

証明は分解

(22) $J_{k,S}( \Gamma n)=\bigoplus_{=\tau 0}^{\mathfrak{n}}.J_{k}(r,)\Gamma_{n})s($,

を用いてなされる。 $J_{k,s()}^{(_{T})}\Gamma n$ は、次数 $r$ の cusp forms の空間 $J_{k,s^{\mathrm{P}}}^{\mathrm{c}u\mathit{8}}(\Gamma_{\tau})$ に同型な $J_{k,S}(\Gamma_{n})$

の部分空間であり、 $J_{k,s^{\mathrm{P}}}^{\mathrm{c}us}(\Gamma,)$ から $J_{k,S()}^{(r)}\Gamma_{n}$ への同型は Klingen 型 Eisenstein 級数で与え
られる $([\mathrm{A}\mathrm{r}4], 4.2)$ . 証明の詳細は [Ar6] 参照。

3 半整数保型形式

この節では $l=1$ かつ $S=1$ とする。$S=1$ は条件 $(\#)$ を満足する。 $L=M_{1,n}(\mathrm{z})=\mathrm{Z}^{n}$

とおく。 $\mathrm{Z}^{n}$ は $n$ 次整数係数行ベクトルのなす集合である。このとき

$L/2L=$ { $(a_{1},$ $\ldots,a_{n})|a_{\dot{*}}=0$ , or 1}, $\#(L/2L)=2^{n}$ .

に注意する。半整数保型形式を定義するときに標準的に使われる—-タ級数は

$\theta(\tau):=\theta_{0}(_{\mathcal{T},0})=\sum_{\in\lambda L}e(\lambda_{\mathcal{T}}t\lambda)$
.

である。 $\Gamma_{0^{n}}^{()}(4)$ を次で定義される $\Gamma_{n}$ の合同部分群とする:

$\mathrm{r}_{0}^{1^{\mathfrak{n}})}(4)=\{M=\in\Gamma_{n}|c\equiv 0$ mod $4\}$ .

ここでは、便利な半整数保型形式の空間である Kohnen plus space を導入し、その著しい
性質を調べる。 $M_{k-1/2}^{+}(\Gamma \mathrm{t}0(n)4))$ を次の (i), (五) を満たす $\mathcal{H}_{n}$ 上の正則関数の成す Gベク

トル空間とする。

(i) $f(M \langle\tau\rangle)=\det(C\mathcal{T}+d)^{k}\frac{\theta(\tau)}{\theta(M(\mathcal{T}\rangle)}f(\tau)$ for any $M=\in\Gamma_{0^{\hslash)}}^{1}(4)$ .

(ii) $f$ は Fourier 展開

$f( \tau)=\sum_{)N\in S_{\mathfrak{n}}^{*}\mathrm{t}^{\mathrm{z}},N\geq 0}a(N)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(N\mathcal{T}))$

をもつ。 ここで Fourier 係数は、 $N$ がある $\lambda\in L$ に対して $N\equiv-\lambda^{t}\lambda$ mod $4S_{\mathfrak{n}}^{*}(\mathrm{z})$ の形

でないならば $a(N)=0$ とする。
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$S_{k-1/0}^{+\mathrm{t}}2(\Gamma n)(4))$ を cusp forms から成る $M_{k1/2}^{+}-(\Gamma_{0}^{(}n)(4))$ の部分空間とする。Konen plus
space の著しい性質は、 index が 1の Jacobi 形式の空間と同型になることである。次の定
理は $n=1$ の場合が、 Kohnen, Eichler-Zagier $($see $[\mathrm{E}- \mathrm{Z}])_{\text{、}}n>1$ のとき Ibukiyama [Ib]
による。

Theorem 4 (Kohnen, Eichter-Zagier, TOukiyama) $k$ を正の偶数とする。Kohnen
$pl_{\mathit{1}\mathit{1}g}$ space $M_{k1/2}^{+}(-\Gamma_{0}^{()}n(4))$ は Jacobi 形式の空間 $J_{k,1}(\mathrm{F}_{\mathrm{n}}^{\mathrm{F}})$ と、 線形写像 $\sigma:\phi(\tau, z)-$

$f( \tau):=h(4\tau)=\sum_{\tau\in L/2L}$
へ (4\tau ) により同型になる o ただし醇 (\tau ) は $\phi$ を仇 eta 級数の線

形結合の形に表したときの係数である :
$\phi(\tau, z)=\mathrm{r}\in L\sum_{/2L}\text{へ}(\tau)\theta_{7}(\tau,z)$

.

(2.2) により $J_{k,1}(\Gamma_{\mathrm{n}})$ は Klingen Eisenstein $\text{級数_{で}}\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\text{ら}$れるので、 $M_{k1/2}^{+}-(\Gamma_{0}^{(}n)(4))$ も

$M_{k^{+}-1//2}2( \Gamma^{\mathrm{t}}0(n)4))=\bigoplus_{f=0}Mk^{+}-(\mathrm{r})1$ ’

と分解される。 $M_{k-1}^{+\mathrm{t}^{f)}}/2$ は次数 $r$ の cusp forms の空間 $S_{k-1/0}^{+}2(\Gamma^{(}\tau)(4))$ に同型になる。
$C_{k-1}^{(n)}(/2\mathcal{T})$ を上記同型 $\sigma$ による $J_{k,1}(\mathrm{r}_{\mathfrak{n}})$ の unique Eisenstein 級数 $E_{k,1}^{(n}$

)
$(\mathcal{T}, z)$ の像とする。

$r=0$ のときの $M_{k-1/2}^{+(0}$
) は 1次元で $C_{k-1}^{(n)}(/2\mathcal{T})$ で張られる。$n=1$ のとき $C_{k-1}^{(1)}(/2\mathcal{T})$ は

Cohen [$\mathrm{C}\mathrm{o}|$ により研究され、 Fourier 展開

$c_{k-1/2}^{(1)}( \tau)=\frac{1}{\zeta(3-2k)}d\sum H(k-1,d)e(d\mathcal{T})\infty=0$

をもつ。$H(k-1, d)$ は有理数で、 ある L関数の負の整数点での特殊値として表現される
(定義は [Co] 参照)。

$k$ は 4の倍数として、 $S_{2k-1}^{+}$ を次の 2条件を満たす $N\in S_{2k-1}^{*}(\mathrm{Z})$ の集合とする :

(i) ある $\lambda\in L$ について $N\equiv-^{t}\lambda\lambda$ mod $4S_{2k-}^{*}1(\mathrm{Z})$

(ii) $\det N=4^{k-1}$

ここで [Ar4], 61と同様に

$US_{2k}^{+}=\{T\in Sym_{2k}^{*}(1;\mathrm{Z})|\det(2\tau)=1\}$
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とおく。 $s_{ym_{2k}^{*}}(1;\mathrm{Z})$ は (2.1) で与えられた半整数対称行列の集合である。 $US_{2k}^{+}$ では

$B_{2k-1,1}(\mathrm{Z})$-同値類を考え、 $\theta_{-1}$ では通常の $GL_{2k1}-(\mathrm{Z})$-同値類を考える。このとき $US_{2k}^{+}$

の $B_{2k-1,1}(\mathrm{Z})$-同値類は $S_{2k-1}^{+}$ の $GL_{\mathit{2}k-l}$ (Z)-同値類に写像

$T=\mapsto 4\overline{T}$, $( \overline{T}=N-\frac{1}{4}{}^{t}rr)$

により bijective に対応する。[Ar5] で示したように US毒は (従って $S_{2k-1}^{+}$ も) single genus
から成る。 $S_{1},$ $S_{2},$

$\ldots,$
$S_{h}$ を $S_{2k-1}^{+}$ の $GL_{2k1}-(\mathrm{Z})$-同値類の完全代表系とする。 $M_{\mathit{2}k-1}$ を

$M_{\mathit{2}k-1}= \sum_{=j1}h\frac{1}{\epsilon(S_{j})}$

で定義される砿-1の mass とする。 $M_{2k-1}$ の値は [Ar5] で計算されている。各 $S\in S_{2k-1}^{+}$

に対し、 theta 級数 $\theta_{S}(\tau)$ を

$\theta_{S}(\tau)=\sum_{\mathrm{z}G\in M2k-1\mathrm{B}()},e(\mathrm{t}\mathrm{r}(tGsG\mathcal{T}))$

で定義すると、 $M_{k1/2}^{+}-(\mathrm{r}_{0}^{()}n(4))$ に属する保型形式となる。

Theorem 5 $k>2n+2$ でかつ $k$ は 4の倍数とする。

(i) Cbhen Eienstein 級数 $C_{k-1}^{(n)}(/\mathit{2}\mathcal{T})$ の Siegel 公式が成立 :

$C_{k-} \langle n)1/2(_{\mathcal{T})\frac{1}{M_{2k-1}}}=(_{j}\sum_{=1}^{h}\frac{\theta_{S_{\mathrm{j}}}(\mathcal{T})}{\epsilon(S_{j})})$ .

(ii) $o_{k-1/\mathit{2}}^{\langle n)}(\mathcal{T})$ の Fbutier展開は次式で与えられる :

$C_{k1/\mathit{2}}^{(n)}-( \tau)=\sum_{N\geq 0}\overline{\alpha}(S,N)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(N\tau))$

ここで $S$ は $S_{2k-1}^{+}$ の任意の元でよい。 $\overline{\alpha}(S,N)$ は、 $N$ が正定値のとき

$\overline{\alpha}(S,N)=\prod$ へ (S,N).
$p\leq\infty$

であり、$p>2$ ($p=\infty$ を含む) のとき $\overline{\alpha}_{\mathrm{P}}(S,N)$ は通常の locd density $\alpha_{P}(S,N)$ に

一致し、 $p=2$ のときは $\overline{\alpha}_{\mathit{2}}(S, N)$ は [Ar3, 4] で定義された local &nsity $\alpha_{2}(Q;\tau)$

になる。ただし Q\in US去は $4\overline{Q}=S_{\text{、}}T\in Sym_{n+1}(1;\mathrm{Z})^{+}$ は $4\overline{T}=N$ にとる。
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証明の鍵は、 Jacobi 形式の Eisenstein 級数である E躍 $(\tau,z)$ の Siegel 公式による。

最後に $M_{k1/2}^{+}-(\mathrm{r}_{0}^{\mathfrak{n}}(4))$ に属する半整数保型形式 $f(\tau)$ に付随する Kiher-Maass Dirichlet
級数を定義しよう。 $f(\tau)$ の Fourier 展開を

$f( \tau)=\sum_{)T\in S^{*}(\mathrm{Z},T\geq \mathrm{B}0}a(\tau)e(\mathrm{t}\mathrm{r}(T_{\mathcal{T}}))$

$(\tau\in \mathcal{H}_{n})$ ,

とし、 Siegel 保型形式の場合と同様に

$D_{n}(f,s):= \sum T\in S_{n}^{*}(\mathrm{z})+/\sim\frac{a(T)}{\epsilon(T)(\det T)^{s}}$

と置く。 この Dhichlet 級数は ${\rm Re}(s)>k+n/2$ で絶対収束する。そこで $f$ に対応する

Jacobi 形式を $\phi\in J_{k,1}(\Gamma_{n})$ とする (すなわち $\sigma(\phi)=f$ )。

Theorem 6 記号は上記と同じとする。このとき

$D_{n}(\phi,s)=4^{-}n_{D_{n}}S(f,s)$ .

この等式により $D_{\mathfrak{n}}(f, s)$ は全 $s$ 車面の有理型関数に解析接続され、次なる関数等式

$4^{-ns}\gamma_{\mathfrak{n}}(s)Dn(f,S)=\gamma_{n}(k-1/2-s)D_{n}(\hat{f}, k-1/2-s)$,

を満たす o ここに $\hat{f}(\tau)=\det(\frac{\tau}{i})^{-k+}1/2f((-4_{\mathcal{T}})-1)$ とおいた。
また $\xi_{n}(f_{S},)=\gamma_{n}(S)Dn(f,S)$ の Theooem 3と同様な $e\varphi\iota icitf_{\mathit{0}}7mux_{a}$ も成り立つ。

注意) この定理は任意の半整数保型形式 $f\in M_{k-1/}2(\Gamma_{0}^{(}n)(N))$ (ただし $N$ は 4の倍
数) について成り立つと考えられる (statement に多少の修正が必要)。その場合、explicit
formula の証明の方針は [Ar2] による。
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