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1. INTRODUCTION

Pimsner および Katayama は、 Cuntz によってヒルベルト空間から
自然に作られる $\mathrm{C}^{*}$-環、すなわち Cuntz algebra の bimodule を使った
自然な拡張を定義した $([\mathrm{P}\mathrm{i}], [\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{t}])$

。

$\mathrm{A}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}- \mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}- \mathrm{E}_{\mathrm{X}}\mathrm{e}1$ [AEE] の発想を受け、[KPW] は、この環を、Hilbert
$\mathrm{C}^{*}$-bimodule の covariant representation から universal に生成される
C*環として定義した。その意味で、 この C*環を bimodule algebra と
よぶことにする。Bimodule algebra は Doplicher-Roberts algebra と密
接な関係があることが多いが、それらの関係は微妙なところがある。
本稿の目的は、bimodule algebra の基本的な事項について解説するこ
とである。最初に、あとで bimodule algebra の $\mathrm{K}$ 群の計算に十分なだけ
の $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 理論の準備を、 [B1] に従って行う。本来、難解なのは、Kasparov
product であるが、 ここでは簡単にわかる場合しか必要としない。次
に、 bimodule algebra および Toeplitz algebra の定義と $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}_{\text{、}}$

および、 $\mathrm{K}$ 群の計算法について、 [Pi] に従って解説する。
最後に、 bimodule algebra として表現されるいろいろな C*環の例

をあげる。Bimodule algebra として表される C*環は groupoid C*-環、
partial isomerty で生成される C*-環など、いろいろな興味深い表示を持
つ場合が多い。各表示は便利な面を持っているが、 $\mathrm{K}\mathrm{K}$-群の Fredholm
picture tは bimodule そのものに operator を付加したものであるため、
bimodule algebra としての表示と非常に親和性が高く、K-群の計算、少
なくとも 6-term exact sequence を導く計算が非常に見通しよくなる。

2. $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 理論からの用意

C*環の $\mathrm{K}$ 群の計算において $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 理論を使うと非常に見通しがよく
なることがある。 $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 理論は難解であると恐れられることが多いが、 $\mathrm{c}$

こでは、 bimodule algebra の $\mathrm{K}$ 群の計算に必要な部分だけに制限して
準備を行なう。

$A,$ $B$ は $\sigma$-unitl な C*-環とする。

$E(A, B)=\{(E, \phi, F)\}$
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ただし、$E$ は countablly generated right graded Hilbert $\mathrm{C}^{*}$-module over
$B,$ $\phi$ は、 $A$ から $\mathrm{L}_{B}(E_{B})$ への degree $0^{*}$-homomorphism, $F$ は $\mathrm{L}_{B}(E_{B})$

の degree 1の有界作用素であり、 $[F, \phi(a)],$ $(F^{2}-I)\phi(a),$ $(F^{*}-F)\phi(a)$

が任意の $a\in A$ に対してすべて $\mathrm{K}_{B}(.E_{B})$ に入るものとする。
これらを、Kasparov module という。 degree 1の作用素としてもっ

ともよく使われるのは、

$F=$
であり、このときは上の各元は、 $\emptyset \mathrm{o}(a)-\phi 1(a)\in \mathrm{K}_{B}(E_{B})$ である。 も
う –つの例として $F=0$ のときは、 $\phi_{i}(a)\in \mathrm{K}_{B}(E_{B})(i=0,1)$ となる。

$D(A, B)$ は、 $E(A, B)$ の中で、 $[F, \phi(a)],$ $(F^{2}-F)\phi(a),$ $(F^{*}-F)\phi(a)$

がすべて $0$ になるものからなる集合とする。これを、degenerate module
という。上の $F$ で前後に同じ bimodule を並べたものが degenerate
module の典型的な例である。

$E(A, B)$ に適当なホモトピーによる同値関係を入れ、直和演算で和を
入れたものを $KK(A, B)$ とかく。これは自動的に可換群になり、Kas-
parov の $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 群という。なお、degenerate module Iは、 $0$ に homotopic
である。なお、ホモトピーは $F$ のみを動かす operator homotopy を特
別な例として含む。特に、 $\phi(a)$ 自身が常にコンパクトならば、 $F$ は、
ホモトピックに $0$ に変形され、その場合 bimodule 部分のみを考えれば
よいことになる。 $E(A, B)$ に operator homotopy と degenerate mod-
ule による quotient で同値関係を入れたものを $KI\zeta_{oh}(A, B,)$

.
とかく。

$KI\mathrm{i}^{r_{oh}}(\mathrm{c}, B)$ は $K_{0}(B)$ と同型である。
$f$ が $A$ から $B$ への $*$-準同型とする。 $E=B\oplus 0,$ $\phi$ は $Aarrow B$ に
よる自然な表現、 $F=0$ として、Kasparov module $E_{f}$ が定義される。
その意味で、 $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 群は、 $*$-準同型の–般化にあたると考えられる。この
考え方をもっと徹底したものが Cuntz picture であるが、 ここでは触
れない。
また、 $E$ (は right Hilbert $B$-module で $*$-homomorphism $\phi|Aarrow$

$\mathrm{K}_{B}(E_{B})$ をもつものとする。 $(E, \phi)$ を appendix in [KPW] にならっ
て、 Hilbert right A-B bimodule とよぶ。そのとき、 $E=E_{B},$ $\phi$ は $A$

の表現| $F=0$ として Kasparov module である。したがって、KK-群
は、単なるヒルベルト双加群にさらに付加構造を付け加えたものとも
考えられる。

$\mathrm{K}\mathrm{K}$ 理論の適用において、 $A$ は separable, $B$ は $\sigma$-unital という条件
が非常に重要である。

Theorem 1(Th 1853[B1). 1そのとき $KK(A, B)$ と $KK_{oh}(A, B)$ が
同型となり、 $KK(\mathrm{c}, B)\simeq K_{0}(B)$ となる。

$\mathrm{K}$ 群の計算において KK 理論が有効であるのは、次の Kasparov
product の存在によるところが大きい。
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Theorem 2 (Kasparov). bdinear map : $KK(A, D)\cross KK(D, B)arrow$

$KK(A, B)$ が存在し、しかも結合的である。

$(E_{1}, \phi 1, F_{1})$ と $(E_{2}, \phi 2, F_{2})$ に対して、 $E=E_{1}\otimes_{\phi_{2}}E_{2},$ $\phi=\phi 1\otimes\phi_{2}$ と

おく。 ここで、 $E_{1}\otimes_{\phi_{2}}E_{2}$ は、 $E_{1}$ と $E_{2}$ の inner tensor product であ
る。 $F$ のみ複雑に定義される。 $F=F_{l}\#_{D}F_{2}$ とかく。 ここが Kasparov
product を難しくしている原因である。ただし、片方の瓦が $0$ であ
れば、 $F=F_{1}\otimes I$ または、 $F=I\otimes F_{2}$ ととることができる。また、
$x\in KK(A, D)$ が $*$ -過同型 $f$ : $Aarrow D$ で与えられるときには特に
簡単で、 $E=E_{2},$ $\phi=\phi_{2}\circ f,$ $F=F_{2}$ としてよい。 $\alpha\in KK(A, D)$ ,
$\beta\in KK(D, A)$ であるとき、 bimodule の部分は inner tensor product
であるから、 $\alpha$ と $\beta$ の Kasparov product を $\alpha\otimes_{D}\beta$ とかくことが多い。

$KK(A, B)$ の元は $K_{*}(A)$ から $K_{*}(B)$ への $\mathrm{Z}$ 線形写像として表現さ
れる。 これによって $\mathrm{C}^{*}$-環の指数理論と K-理論に重要な関係が存在す
る $\vee([\mathrm{K}\mathrm{W}])$ 。‘

ここで紹介した $\mathrm{K}\mathrm{K}$ 群の定義は Fredholm picture とよばれ、実体が
Hilbert bimodule であるから、bimodule algebra とは非常に親和性が
強い。Bimodule algebra としての表現をもつような C*-環については、
少なくとも $\mathrm{K}$ 群の計算においては、bimodule algebra の構造を使うの
がもっとも有効であると思われる。

3. 双加湿から作られる C*-環の定義と普遍性

$A$ は $\sigma$-unital $\mathrm{c}*$-環とする。 $E$ は countablly generated Hilbert right
$A$-module とし、 $\phi$ は $A$ から $\mathrm{L}_{A}(x_{A})$ への等距離 *-準同型とする。この
ような $(E, \phi)$ は right Hilbert A-A bimodule と呼んでいる。$\{\langle x, y\rangle_{A}|x,$ $y\in$

$X\}$ の線形結合全体のノルム閉包が $A$ になるとき、 $E$ は full という。
通常は full なものしか扱わない。 $E$ に対して functorial に C*-環を構
成することを考える。 $(F, \psi)$ を right Hilbert A-A bimodule とする。
$\forall\xi\in E$ に対して、 $T_{\xi}\in L_{A}(F, E\otimes_{\psi}F)$ を

$T_{\xi}(\eta)=\xi\otimes\eta$ $\eta\in F$

と定義する。 これは、いわゆる creation operator である。そのとき、
right $A$-module としての adjoint $T_{\xi}^{*}\in \mathrm{L}_{A}(E\otimes_{\psi}F, F)$ は

$T_{\xi}^{*}(\zeta\otimes\eta)=\psi(\langle\xi, \zeta\rangle_{A})\eta$

となり、こちらは annilation operator である。また、 $\xi\otimes,$
$\zeta^{*}\in \mathcal{K}(E)\subset$

$\mathrm{L}_{A}(E)$ は
$(\xi\otimes\zeta^{*})(\gamma)=\xi\langle\zeta, \gamma\rangle_{A}$

で与えられる one rank operator とする。このとき、 $||T_{\xi}||^{2}=||\psi(\langle\xi,\xi\rangle_{A})\cdot||$

であり、 $\psi$ が忠実であれば、 $T$ は isometric である。
$E^{\otimes 0_{=A,EE=E}\otimes}\otimes\phi,$$E\otimes\phi 2E\otimes_{\emptyset}E=E\otimes 3$ として、順次 $E^{\otimes n}$ を定

義する。これらはすべて Hilbert right A-A bimodule であり、countablly
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generated である。 $\oplus_{n=0^{t}}^{fi}ineE^{\otimes}n$ の $A$ 右内積による完備化を $\mathcal{E}_{+}$ とお
く。 これを Fock Hilbert space にならって Fock Hilbert module とよ
ぶことにしよう。 $\xi\in E\text{に対して_{、}}$

.
$T_{\xi}$ は各 monomial に対して定義し

て線形に $\mathcal{E}_{+}$ に拡張する。

$J( \mathcal{E}_{+})=L(fin\bigoplus_{=n0}^{e}itE^{\otimes n}\mathrm{I}$

とおき、 $M(\mathcal{E}_{+})$ で $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})$ における $J(\mathcal{E}_{+})$ の multiplier とする。 $T_{\xi}\in$

$M(\mathcal{E}_{+})$ であることに注意。

Definition 3. 寿は $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})$ において $\{T_{\xi} : \xi\in E\}$ で生成される $\mathrm{C}^{*}-$

環とし $E$ に付随した Toeplitz algebra と呼ぶ。また、 $M(\mathcal{E}_{+})/J(\mathcal{E}_{+})$ に
おける乃の quotient image を $O_{E}$ とかき、 $E$ に付随した bimodule
algebra という。 $T_{\xi}$ の $O_{E}$ における像を $S_{\xi}$ とかく。

Bimodule algebra という名前は現在一般的ではないが、このように
呼ぶのは、 $E$ の universal covariant representation で生成される C*-環
とみなせるからである。この時点では、 $.\mathcal{T}_{E}arrow \mathcal{O}_{E}$ の kernel $|$ 方徂 $J(\mathcal{E}_{+})$

の実体はよくわからない。
$A,$ $\mathrm{L}_{A}.(.E)$ などの元は、

$a(\epsilon_{1^{\otimes}}\cdots\otimes\xi n)=(\phi(a)\xi_{1})\otimes\cdots\otimes\xi n$

$T(\xi_{1^{\otimes\cdots\otimes}}\xi_{n})=(\tau\xi_{1})\otimes\cdots\otimes\xi n$

のように、 $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})$ へも $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})/J(\mathcal{E}_{+})$ へも埋め込むことができる。さ
らに–般に、 $\mathrm{L}_{A}(E^{\otimes k})$ も $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+}),$ $\mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})/J(\mathcal{E}_{+})$ に埋め込むことがで
きる。

Proposition 4. $\mathcal{O}_{E}$ の各元は次を満たしている。
1. $S_{\xi}^{*s_{\zeta}=\langle\xi},$ $\zeta\rangle_{A}.\cdot$

2. $S_{\zeta}S_{\xi}^{*}=\zeta\otimes\xi\in K(E)$ $S_{\zeta_{1}\zeta_{n}}\ldots SS\epsilon_{1}*\ldots S^{*}\xi_{n}=(\zeta_{1}\otimes\cdots\otimes\zeta_{n})\otimes$

$(\xi_{1}\otimes\cdots\otimes\xi_{n})*\in K(E^{\otimes n})$

3. $S_{\xi}a=S_{\xi a}$ , $aS_{\xi}=S_{\phi(a)\xi}$

4. $TS_{\xi}=S_{T(\xi)}$ $\forall\xi\in E,$ $T\in \mathrm{L}_{A}(E)$

Toeplitz algebra $\mathcal{T}_{E}$ および bimodule algebra $\mathcal{O}_{E}$ は以下に説明する
重要な universality を持っている。

Theorem 5 (Pimsner). $(E, \phi)$ は full Hilbert right A-A bimodule と
し、乃を $E$ から作られた Toeplitz algebra とする。 $B$ はぴ-algebra で
$\sigma|Aarrow B$ は $*$-homomorphism であり、集合 $\{t_{\xi}\}_{\xi\in E}\subset B$ が存在し、

1. $\alpha t_{\xi}+\beta t_{\zeta}=t\alpha\xi+\beta t_{\zeta}$

2. $t_{\xi}\sigma(a)=t_{\xi a}$ $\sigma(a)t_{\xi}=t_{\phi(a)}\xi$

$3$ . $t_{\xi}^{*}t_{\zeta}=\sigma(\langle\xi, \zeta\rangle_{A})$ $\forall\xi,$ $\zeta\in E$
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をみたしているとする。そのとき、乃から $B$ への $*- h_{om}omorphimS$
で $\sigma$ の拡張になっているものが–意的に存在する。
写像 $(\xi_{1}\otimes\xi_{2^{\otimes}}\cdots\otimes\xi n)\otimes(\zeta_{1^{\otimes}}\zeta_{1^{\otimes\cdots\otimes\zeta)}}n*arrow t_{\xi_{1}}t_{\xi 2}\cdots t\xi_{n}t^{*}\xi n\ldots\xi_{2}\xi t*t^{*}1$

{は $\mathcal{K}(E^{\otimes n})$ から $B$ への $*$-homomorphism であるから、 $\sigma^{(n)}$ とかく。

Theorem 6 (Pimsner). $(E, \phi)$ は full Hilbert right A-A bimodule と
する。 $O_{E}$ を $(E, \phi)$ から作られる Pimsner algebra とする。 $B$ をぴ
環で $\sigma$ : $Aarrow B$ と $\{t_{\xi}\}_{\epsilon\in E}$ が次をみたすとする。

1. $\alpha t_{\xi}+\beta t_{\zeta}=t_{\alpha\xi+\beta\zeta}$

2. $t_{\xi}\sigma(a)=t_{\xi a\prime}$ $\sigma(a)t\xi=t\emptyset(a)\xi$

$3$ . $t_{\xi}^{*}t_{\zeta}=\sigma(\langle\xi, \zeta\rangle_{A})$

4. $\sigma^{(1)}\phi(a)=\sigma(a)$ , $\forall a\in I$

そのとき、 $\mathcal{O}_{E}$ から $B$ への $*$-homomorphism で $\sigma$ の拡張になってい
るものがただ–つある。

(4) は、 $A$ の bimodule への左右の表現が同じ空間上に表現されてい
るときは–致することを要請する条件である。 .

次に、 $\mathcal{T}_{E}arrow \mathcal{O}_{E}$ の kernel をみる。 $\mathcal{K}_{A}(E)=\mathrm{L}_{A}(E)$ すなわち finite
type の場合は $\phi$ の像は自動的に $\mathcal{K}(E)$ に含まれるが、一般にはそうで
はない。 $\phi(A)\subset \mathcal{K}(E)$ であることも多いが、そうでない場合もあるの
で、一般的に考える。$I=\phi^{-1}(\mathcal{K}(E))$ とおく。$I$ は $A$ の closed two sided
ideal であり、特に $\{0\}$ になる場合もある。 $\mathcal{E}_{+,I}=\{\zeta\in \mathcal{E}_{+}|\langle\zeta, \zeta\rangle A\in I\}$

とし、 $\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})=\{\sum\xi\otimes\zeta^{*}|\xi, \zeta\in \mathcal{E}_{+},I\}^{-}$ とする。

Theorem 7 (Pimsner). $(E, \phi)$ は full Hilbert right A-A bimodule で
あるとする。そのとき、次の exact sequence が成り立つ。

$\{0\}arrow \mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})arrow \mathcal{T}_{E}arrow O_{E}arrow\{0\}$

これは、乃と $O_{E}$ の universality の食い違いに対応するものである。

$Q_{0}=I- \sum^{\infty}T\xi_{i}\tau i=1\xi_{i}*$

とおく。これは、$\mathcal{E}_{+}$ から $A$ への直交射影であり、古典的な Fock Hilbert
space の vacume vector への 1次元射影にあたるものである。

Kasparov により $\text{、}\mathcal{K}(E)$ の approximate unit {k訂で
れ

$k_{n}= \sum_{i=1}\xi i^{\otimes}\xi^{*}i$

の形のものが存在する。これによって、 (4) は次の

$\sigma(a)=\sum_{n=1}^{\infty}t\phi(a)\xi nt_{\xi n}^{*}$
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となる。さらに、 $A$ が 1をもち $E$ が finitely generated であるときは、

$\sum_{i=1}^{k}\xi i\otimes\xi_{i}^{*}=1$

であるとき、
た

$\sum_{i=1}t_{\epsilon_{i}}t_{\epsilon_{i}}^{*}=\sigma(1)$

と同値となる。 これらから、 $O_{E}$ の Universality の (4) の条件は、 $Q_{0}$

を $0$ に写し、 さらには $Q\mathrm{o}$ で生成されるイデアルを $0$ に写すことにな
り、 Fock Hilbert module で finite rank operator の閉包からなるイデ
アルを $0$ に落とすことと同等であることがわかる。

$\mathcal{E}_{+}$ の finite rank operator は、 $T_{\xi_{1}}T\xi_{2}\ldots T\epsilon_{l}Q\mathrm{o}T^{**}\ldots T\xi k\xi 1$ とあらわさ
れる。ただし、 この元は–般に乃に入る保証はない。そこで ‘ $\dot{J}\in I$

をとって $jQ\mathrm{o}$ とすると乃の元になる。従って $(\xi_{1}\otimes\cdots\otimes\xi\iota)i1\otimes j_{2}^{*}(\zeta_{1}\otimes$

\otimes \mbox{\boldmath $\zeta$}k)*\in \tau みとなる。 これは、 $(\xi_{1}\otimes\cdots\otimes\xi_{l})$ および $(\zeta_{1}\otimes\cdots\otimes\zeta_{k})$ た
ちの右から $j_{1},$ $j_{2}\in I$ をかけて one rank operator を作ったものだから、
K(E+のの元である。 $I$ の approximate unit を使った議論で、 $\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})$

全体が $\mathcal{T}_{E}$ に入ることがわかる。 さら 1こ、 kernel に入ることは明らか
である。
逆に $t_{\xi}\in \mathcal{T}_{E}/\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})$ を $T_{\xi}$ の quotient image とする。そのとき、こ

れらは $O_{E}$ の universality の条件 (1), (2),(3) $,(\mathit{4})$ を満たしていること
がわかり、それから

$\mathcal{T}_{E}/\mathcal{K}(\mathcal{E}_{\mathcal{E}})+,I\simeq \mathit{0}_{E}$

が成り立つ。 kernel を調べるために $O_{E}$ の universality が先に証明さ
れて使われるのである。

Corollary 8. もし、 $\phi(A)\mathrm{n}\mathcal{K}(E)=\{0\}$ ならば $O_{E}\simeq \mathcal{T}_{E}$ である。

これにより、 $\mathit{0}_{\infty}$ は Toeplitz algebra と同型である。

4. $\mathrm{K}$ 群の計算

C*-環の K-群の計算は、かなりの場合、 exact seqence から派生する
6-term exact sequence によって行なわれる。従って、手法はどうであ
れ、でてくる公式はほとんど同じものであることが多い。.

$O_{E}$ の場合も例外ではない。まず手始めは、乃が $A$ と KK-equivalent
となることを示すことである。ただし、正確な seqence をつくるため
には、その equivalence をなるべく簡単に、かつ具体的に構成すること
が必要となる。

Proposition 9 (Pimsner). $\mathcal{T}_{E}$

.
と $A$ (は $KK$-equivalent である。

そのために、 $\alpha\in KK(A, \tau_{E}),$ $\beta\in KK(\mathcal{T}_{E}, A)$ を作って、 $\alpha\otimes_{\mathcal{T}_{E}}\beta=$

$id_{A},$ $\beta\otimes_{A}$ \alpha =id乃となることを言えばよい。
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Definition 10. $\alpha\in KK(A, \mathcal{T}_{E}).?\text{は、}$ inclusion $i:A\subset$ 乃によって決
まる元とする。

これは準同型であるからわかりやすいが、面向きは大きい環から小
さい環への対応なので、準同型ではなく、準同型の差の形で作ること
になる。

$E=\mathcal{E}_{+}\oplus \mathcal{E}_{+}$ とおく。 これは Hilbert right A-A bimodule である。

$T=$
とし、. $\pi_{0},$ $\pi_{1}$ : $\mathcal{T}_{E}arrow \mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+})$ を次のように定める。 $\pi_{0}$ は乃の $\mathcal{E}_{+}$ 上

の自然な表現、 $\pi_{1}$ は乃の $\mathcal{E}_{+}$ 上の自然な表現を $\mathcal{E}_{+}\ominus A$ に制限したも
のとする。乃の universality により、 generator の表現だけを作れば
十分である。 $\pi=\pi_{0}\oplus\pi_{1}$ と置く。 $(\mathcal{E}_{+}\oplus \mathcal{E}_{+}, \pi, \tau)$ は Kasparov module
の公理をみたす。 $\beta$ としては、上の module の $KK(\mathcal{T}_{E}, A)$ における同
値類とする。

$\alpha\otimes_{\mathcal{T}_{E}}\beta=[(\mathcal{E}_{+}\oplus \mathcal{E}_{+}, \pi\circ i, T)]$ であり、 これは、 $i$ による pull back
に過ぎない。ここで、 $\pi_{0}\circ i$ は $A$ の $\mathcal{E}_{+}$ への自然な表現であり、 $\pi_{1}\circ i=$

$(1-Q_{0})\pi_{0^{\circ}}i$ である。この bimodule $l\mathrm{h}A\oplus A$ と $(\oplus_{1}^{\infty_{E^{\otimes n}}})\oplus(\oplus_{1}^{\infty_{E^{\otimes n})}}$

の直和に分解する。前者は、 $(1_{A}, 0)\simeq 1_{A}$ であり、後者は $T$ の形より

degenerate module である。従って、 $\alpha\otimes_{\mathcal{T}_{E}}\beta=1A$ である。
$\beta\otimes_{A}\alpha$ を考える。これは、 $((\mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E})\oplus(\mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}), (\pi_{0}\otimes 1)\oplus(\pi_{1}\otimes$

1), $T\otimes 1$ ) である。 $\pi_{1}\otimes 1$ は乃 $\simeq A\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}\subset \mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}$ を昏惑空間と
して持つ。

$\beta\otimes_{A}\alpha-1\mathcal{T}_{E}=[(\mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E})\oplus(\mathcal{E}_{+}\oplus_{i}\mathcal{T}_{E}), (\pi 0\otimes 1)\oplus\pi_{1}’, \tau\oplus 0)]$

である。ただし、 $\pi_{1}’$ : $\mathcal{T}_{E}arrow \mathrm{L}_{A}(\mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E})l\mathrm{h}\pi_{1}(\prime t)=\tau 1(t)+(\pi_{1}\otimes_{i}1)(t)$

である。
$\mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}\simeq \mathcal{T}_{E}\oplus((\otimes_{n=1}^{\infty}E^{\otimes}n))\otimes_{i}$ 乃とみて、 $\tau_{1}(t)$ は前者には $\mathcal{T}_{E}$

の multiplication として、後者には $0$ として作用させる。
$(\pi_{0}\otimes 1)(\tau_{\xi})=\tau_{0}(T\xi)+(\pi_{1}\otimes_{i}1)(\tau_{\xi})$ である。ただし、 $\tau_{0}(T\xi)$ は

$t\in \mathcal{T}_{E}\simeq A\otimes_{i}\tau_{E}\subset \mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}$ を $\xi\otimes t\in E\otimes \mathcal{T}_{E}\subset \mathcal{E}_{+}\otimes_{i}\mathcal{T}_{E}$ に送り込
み、degree が 1以上のところでは $0$ にする作用素である。$\tau_{0}(T_{\xi}),$ $\mathcal{T}_{1}(T_{\zeta})$ ,
$(\pi_{1}\otimes 1)(\tau_{\mu})$ の range はすべて直交しているので、 $(\cos(\pi/2)t)\mathcal{T}_{0}(\tau_{\xi})+$

$(\sin(\pi/2)t)_{\mathcal{T}_{1}}(\tau\xi)+(\pi_{1}\otimes 1)(\tau_{\xi})$ が universality により乃の表現を与
え、 さらには、 $(\pi_{0}, \pi_{1})$ と $(\pi_{0}, \pi_{0})$ の homotopy を与える。

$\phi_{A}(A)\mathrm{n}\mathcal{K}(E)=\{0\}$ ならば、 $A\subset O_{E}$ は $\mathrm{K}\mathrm{K}$-equivalence である。
一般の場合は、 $(E,.\phi, 0)$ の $KK(I, A)$ における class を $[E]$

.

とかく

ことにする。

Proposition 11 (Pimsner). $[\mathcal{E}_{+,I}]\in KK(\mathcal{K}(\mathcal{E}+,I),$ $I)$ を Morita equiv-
alence module とし、 $[j]\in KK(\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+},I),$ $\tau_{E})$ を $\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})\subset \mathcal{T}_{E}$ の inclu-
sion から与えられる元、 $[i_{I}]\in KK(I, A)$ を $I\subset A$ の inclusion によっ
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て与えられる元とする。そのとき、

$[\mathcal{E}_{+,I}]\otimes_{I}(i_{I}-[E])=[j]\otimes_{\mathcal{T}_{E}}\beta$

が $KK(\mathcal{K}(\mathcal{E}+,I),$ $A)$ の中で成り立つ。

この Proposition は、 $\mathrm{K}$ 群の計算において、 $1-[E]$ の類の量がよく現
われることの説明である。$j$ {は $*$-homomorphism であるから、 $[j]\otimes_{\mathcal{T}_{B}}\beta$

は、 $\beta$ の pull back $(\mathcal{E}+\oplus \mathcal{E}+, \pi \mathrm{O}j, T)$ である。 $\pi \mathrm{o}j(\mathcal{K}(\mathcal{E}+,I))$ はコンパ
クト作用素に値をとるので、operator homotopy によって $Tarrow \mathrm{O}$ とす
ることができる。$T=0$ であるから、bimodule part の分解が、 $\mathrm{K}\mathrm{K}$ の

元の分解を与える。

$(\mathcal{E}_{+}\oplus(1-Q_{0})(\mathcal{E}+), \pi_{0}\mathrm{o}j\oplus\pi 1\mathrm{o}j, \mathrm{o})=(\mathcal{E}_{+}, \pi_{0^{\mathrm{O}}}j, 0)-((1-Q\mathrm{o})(\mathcal{E}+), \pi 1\mathrm{o}j, \mathrm{o})$

$\pi_{0^{\circ}}i$ は $\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})$ に値をとる。ここで ‘(l-Q0)E+\simeq E+\otimes AE である。左
作用はイデアル $\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})$ に制限してされており $\text{、}\mathcal{K}(\mathcal{E}+,I)\mathcal{E}+$ は degenerate
である。essential subspace は $\mathcal{E}_{+,I}$ であるから、homotopy を構成して
essential subspace に狭めることができる。従って、 $KK(\mathcal{K}(\mathcal{E}+,I),$ $A)$ の

元として、 ( $[\mathcal{E}_{+}\otimes_{A}E]=[\mathcal{E}_{+,1}\otimes_{1}E]$ となる。 これにより、

$[(\mathcal{E}_{+}, \pi_{0}\circ j, 0)]=[(\mathcal{E}+,I^{\otimes_{i}}IA), id\otimes 1, \mathrm{o}]$

$=[\mathcal{E}_{+,I}]\otimes I[i_{I}]$

もう -方も同様にして、

$[(1-Q_{0})(\mathcal{E}+, \pi 1^{\circ}j, 0))=[\mathcal{E}_{+,I}\otimes_{i}E, id\otimes 1,0]$

$=[\mathcal{E}_{+,I}]\otimes_{I}[E]$

これらより、

$[j]\otimes_{\tau_{E}\beta=}[\mathcal{E}+,I]\otimes[iI]-[\mathcal{E}+,I]\otimes_{I}[E]$

$=[\mathcal{E}_{+,I}]\otimes([iI]-[E])$

前節で示されている exact seqence

$0arrow \mathcal{K}(\mathcal{E}_{+,I})arrow \mathcal{T}_{E}arrow O_{E}arrow 0$

に対しては標準的に次の 6-term exact seqence が生じる。

$K_{0}(\mathcal{K}(\mathcal{E}_{+},I))arrow$ $\mathcal{T}_{E}$ $arrow I\mathrm{f}_{0}(o_{E})$

$\delta\uparrow$ $\downarrow\delta$

$K_{1}(\mathcal{O}_{E})$ $arrow K_{1}(\mathcal{T}_{E})arrow K_{1}(\mathcal{E}_{+,I})$
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これを、上で証明した $\mathrm{K}\mathrm{K}$-equivalence で置き換えると、

$K_{0}(I)$ $arrow[i_{I}]-[E]K_{0}(A)$ $arrow^{\check{l}_{*}}$
$K_{0}(\mathcal{O}_{E}$

$\delta\uparrow$
$\downarrow\delta$

$K_{\iota}(OE)$ $arrow i_{*}- I\mathrm{i}_{1}^{r}(A)arrow^{\mathrm{J}}[i_{I}]-[E$
$I_{1_{1}}^{\nearrow}(I)$

となり、これが目的とする式である。この sequence は、Pimsner-Voiculescu
の $\mathrm{Z}$ 接合積、Cuntz による Cuntz algebra, Cuntz-Krieger algebra. Exel
による partial action crossed product、およびさらに類似の $\mathrm{c}*$-環の K-
群の計算式すべてを含むものである。

5. 例

Example 5.1 (Cuntz algebra). もっとも簡単でわかりやすい例は、Cuntz
algebra $O_{n}$ である。$E=\mathrm{c}\mathrm{C}^{n}\mathrm{c}$ を用いて乃を作ると古典的な Toeplitz
algebra であり、 $O_{E}$ (は、Cuntz algebra である。このとき、 $\mathrm{C}\otimes \mathrm{c}\mathrm{C}^{n_{\mathrm{C}}}=$

$\mathrm{C}^{n}\mathrm{C}$ であるから、 $[E]$ を左からかける Kasparov 積の操作は、 $K_{0}(\mathrm{C})\simeq$

$\mathrm{Z}$ の $n$ 倍の演算にあたる。 よって、

$\mathrm{Z}$ $arrow(1-n)\cdot \mathrm{Z}arrow I\mathrm{f}_{0}(\mathcal{O}n)$

$\uparrow$
$\downarrow$

$K_{1}(\mathcal{O}_{n})arrow 0arrow$ $0$

これより、 $K_{1}(O_{n})=\{0\},$ $K_{0}(\mathcal{O}_{n})=\mathrm{Z}/\mathrm{Z}_{n-1}$ である。
$E=\mathrm{c}^{l^{2}}\mathrm{C}$ とすると、 $\mathcal{O}_{E}$ は $\mathcal{O}_{\infty}$ である。この場合、 $(\mathrm{C}\cdot I)\mathrm{n}\mathcal{K}(l2)=$

$\{0\}$ である。従って、 $\mathcal{T}_{E}=O_{E}$ であり、乃と $\mathrm{C}$ が $\mathrm{K}\mathrm{K}$-equivalent で
あるから、 $\mathrm{A}^{\nearrow}0(o_{\infty})\simeq \mathrm{z},$ $K_{1}(o\infty)=\{0\}$ である。

Example 5.2 (finitely generated Cunz-Krieger algebra). $E=E_{B}$ こ
こで、 $E$ は有限次元、 $B$ は有限次元可換 $\mathrm{C}^{*}$ -環とする。さらには、 $B$

は $\mathcal{K}_{B}(E_{B})$ に単射的に表現されているとする。 $B$ の左からの表現は、
$B\subset \mathcal{K}_{B}(E_{B})$ とみなすことができる。 $B$ と $\mathcal{K}_{B}(E_{B})$ は center の次元
が同じであり、 $0$ 以上の整数を成分に持つ正方行列 $A$ と 1対 1に対応
する。特に $A$ の成分が $0$ または 1であるとき、 $\mathcal{O}_{E}$ は Cuntz-Krieger
algebra $O_{A}$ である。 $\mathrm{K}$-群の計算において ${}^{t}A$ が現われていた理由など
は、 この対応より明確に理解できる。

Example 5.3 (接合積). $A$ は $\mathrm{c}*$-環とし、 $\alpha$ は $A$ の自己同型とする。
$E=A$ 自身に $\langle x, y\rangle_{a}=xy*$ として、Hilbert right $A$ module にする。
左作用を $\phi(a)_{X}=\alpha(a)x$ で決めると $O_{E}$ が通常の接合積である。 この
場合、Pimsner-Voiculescu の exact sequence に現われる $i-\alpha_{*}$ の意味
もよくわかる。partial action による接合積の場合 [Ex] も bimodule に
よる接合積 [AEE] の場合も同様である。
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Example 5.4 (被覆空間). トーラス $\Omega_{1}$ の $n$ 被覆であるトーラス $\Omega_{2}$

を考える $[\mathrm{K}\mathrm{u}]_{0}A=C(\Omega_{1})$ とおく。 right Hilbert $A$-module $E$ として
は、 $\Omega_{1}$ から $\Omega_{2}$ への path 全体上の連続関数の集合からとる。 $E$ は自
然に left A-module となる。 これから、 $O_{E}$ を作ることができ、K-群
の計算も行なえる

$\mathrm{p}$ 古典的な言葉で言えば、Bunce-Deddense algebra
$([\mathrm{B}\mathrm{D}])$ の endomorphsm crossed product $([\mathrm{P}\mathrm{a}])$ ということになる。

6. 結び

Bimodule algebra については、単純性、 イデアル構造なども研究さ
れている ([KPWI, [MS])。また、 finite type でない bimodule の理論も
整備され、 fiinite type の結果のかなりのものが、 countablly generated
の場合に拡張されている $([\mathrm{K}\mathrm{P}\mathrm{W}])$

。 Bimodule algebra の問題点として
は、 free または essentially principal にあたる条件の自然な定式化があ
る。その他、 この理論の発展については、 また稿を改めて述べたい。
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