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ここでは非線形エルゴード定理と凸制約問題を取り扱う. $\lceil_{\gamma}$ 個の制約式

$g_{i}(x)\leq 0$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $’$
.

を満たす $x\in R^{n}$ の中で, 目的関数 $f(x)$ を最小にするものを見つけよ」という問題にお

いて,
$C_{i}=\{X\in R^{n}$ : $g_{i}(x$ ) $\leq 0\}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $r$

とし, $S=\text{ア}$ Ci とすると, 上の問題は $\lceil_{X}\in S$ の中で, $f(x)$ を最小にするものを見つけよ」
ピ=1

という問題になる. さらに,

$g(x)=\{$
$f(x)$ $(\forall x\in S)$

oc $(\forall x\not\in S)$

と定義すると, $\lceil_{X}\in R^{n}$ の中で, $g(x)$ を最小にするものを見つけよ」という問題になる. そこ

で, Hilbert 空間 $H$ 上で定義された $(-\infty, \infty]$ に値をとる下半連続凸関数に対して, $\lceil_{X}\in H$

の中で, $g(x)$ を最小にするものを見つけよ」 という問題を考える. いま $g$ の劣微分

$\partial g(x)=\{X^{*}\in H : g(y)\geq g(X)+(Xy-*,x), \forall y\in H\}$ , $\forall x\in H$

は, $H$ から $H$ への $m-$ 増大作用素になる. そこで, この $m-$ 増大作用素 $A=\partial g$ に対し

て, 初期値問題
$\frac{au_{(l)}}{dt}+Au(t)\ni 0$ , $0<t<\infty$ ,
$u(0)=x$

を考える. これは二意の解 $u:[0, \infty)arrow H$ をもつ. いま $A$ の定義域 $D(A)$ の元 $x$ と $t\geq 0$

に対して,
$S(t)x=u(t)$

で $S(t)$ を定義すると, $S(t)$ は $D(A)$ 上の非拡大写像となり, $D(A)$ の閉包 $C$ 上に–意に拡

張できる. $F(S(t))$ を写像 $S(t)$ の不動点の集合とすると

$0 \in\partial_{\mathit{9}}(_{X\mathrm{o})}\Leftrightarrow g(x_{0})=\min g(x)x\in H\Leftrightarrow x_{0}\in\bigcap_{0\iota\geq}F(S(t))$
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であるから, 「 $x\in H$ の中で, $g(x)$ を最小にする $x_{0}$ を見つけよ」は興味のあるいろいろ
の問題に発展する. 例えば, $m-$ 増大作用素の $0$ 点を求める問題, 写像族の共通木動点を求
める問題といった具合である. ここでは, $\lceil_{g}(X)$ を最小にする $x_{0}$ が存在する」 という仮定
の下に, その $x_{0}$ を求める方法と大いに関係のある非線形エルゴード定理をいくつか紹介す
る. 特に, 最近 Lau-塩路-高橋 [18] によって得られた Banach 空間における非可換非線形エ
ルゴード定理を, これまでの定理と関連づけて紹介する. また冒頭に述べた問題において,
$g_{i}(i=1,2, \cdots, r)$ を凸関数とすると $C_{i}(i=1,.2, \cdots, r. )$ は凸集合になるが,

$.$

「 $H$ から Ciへ

の距離射影乃のみを使って, $S=\cap^{f}$ Ci の元を求めよ」 という凸制約問題を, ここでは非

線形エルゴ一 }$\backslash \backslash ^{\backslash }$ 定理を用いて議論する [32].

1 準備
$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, $C$ 上の写像 $T$ は,

任意の $x,$ $y\in C$ に対して, $||Tx-\tau y||\leq||x-y||$ を満たすとき, 非拡大であるといわれる.
$C$ 上の写像 $T$ に対して, $F(T)$ は $T$ の不動点の全体を表し, $R(T)$ は $T$ の値域を表す. $C$

上の写像 $T$ が, 任意の $x\in C$ に対して, $T^{n}x-T^{n+1}Xarrow 0$ を満たすとき, お ymptotically
regular であるといわれる. $C$ 上の写像 $P$ が $\dot{P}^{2}=P$ を満たすとき, retraction といわれ
る. $C$ 上の写像 $P$ が retraction であるとき, 任意の $z\in R(P)$ に対して $Pz=z$ である.
また $C$ の部分集合 $D$ に対して, $C$ から $D$ の上への非拡大 retraction が存在するとき, $D$

は $C$ の非拡大 retract といわれる.

Banaceh 空間 $E$ に対して, $E$ 上の凸性の modulus $\delta$ は, 任意の $\mathrm{r}.(0\leq\epsilon\leq 2)$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-||\frac{x+y}{2}|| : ||x||\leq 1, ||y||\leq 1, ||x-y||\geq\epsilon\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ は, 任意の $\epsilon>0$ に対してその modulus が $\delta(\epsilon)>0$ であ
るとき, 一様凸であるといわれる. また, $E$ は, $||x||=1$ , $||y||=1$ となる $x,$ $y\in E(x\neq y)$

に対して, つねに $||x+y||<2$ であるとき, 狭義凸であるといわれる. 一様凸な Banach 空
間は狭義凸である. $E^{*}$ を $E$ の共役空間とするとき, $E$ が $E=(E^{*})^{*}$ を満たすなら, $E$ は

回帰的であるといわれる. 一様凸な Banach 空間は回帰的であることも知られている.
Banach 空間 $E$ の元 $x$ とその共役空間 $E^{*}$ の元 $x^{*}$ に対して, (X, $x^{*}$ ) によって $x$ におけ

る $x^{*}$ の値 $x^{*}(x)$ を表すとき, $E$ 上の duality 写像 $J$ は, 次のように定義される. 任意の
$x\in E$ に対して,

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : (x, x^{*})=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$ .

Hahn-Banach の定理によって, 任意の $x\in E$ に対して $J(x)\neq\phi$ であることが証明される.
この duality 写像 $.J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもつ. $U=\{x\in E$ :
$||x||=1\}$ とするとき, 任意の $x,$ $y\in U$ に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||X||}{t}$ $(*)$
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が常に存在するとき, $E$ のノルムは G\^ateaux 微分可能であるといわれる. このとき, Banach
空間 $E$ は smooth であるともいわれる. 任意の $x\in U$ に対して極限 $(*)$ が $y\in U$ に対し
て–様に達せられるとき, $E$ のノルムは Fr\’echet 微分可能であるといわれる. $E$ が smooth
であるなら, duality 写像 $J$ は–価となり, $E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能なら, $.J$ は

norm-to-norm 連続である [29].

2 非線形エルゴード定理

最初の非線形エルゴード定理は, 1975年 $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}[1]$ によって, 次のような形で証明された.

定理 21( $[1]\rangle$ $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $F(T)$ が空でないような $C$

上の非拡大写像とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して, Cas\‘aro 平均

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}nk\sum\tau^{k_{X}}=0-1$

は $F(T)$ の元に弱収束する.
この定理は, $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}[5]$ と $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[24]$ によって, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な

Banach 空間にまで拡張された.

定理 22 $([5],[24])$ $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし,
$C$ を $E$ の閉凸集合とする. $T$ を $F(T)$ が空でないような $C$ 上の非拡大写像とする. この
とき, 任意の $x\in C$ に対して, Ces\‘ara 平均

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}nk\sum\tau^{k_{X}}=0-1$

は $F(T)$ の元に弱収束する.
この定理の証明は, Hilbert 空間の場合の証明と比べてそれほど簡単なものではなかった.

特に定理 22の証明にあたって用いられる次の補助定理は, ノルムの凝性やノルムの微分
可能性を用いるので難しいものである.

定理 2.3 $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の

閉凸集合とする. $T$ を $C$ 上の非拡大写像とし x\in C とする. このとき, 集合

$F(T.\cdot)$ ロ $\bigcap_{m=1}\overline{c.O}\{\tau n_{X} : n\geq m\}$

は高々–点からなる.

実数パラメータをもつ非拡大半群の非線形エルゴード定理は, Baillon の定理が証明され
た次の年 (1976年) に, 次のような形で証明された.

96



定理 2.4 ([2]) $C$, を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし,{S(t) : $t\in[0,$ $\infty)$ } を $C$ 上の非
拡大半群とする. もし,

$\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))$
が空でないなら, 任意の $x\in C$ に対して

$S_{\lambda}(x)= \frac{1}{\lambda}\int_{0}^{\lambda}S(t)Xdt$

は
$\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))$

の元に弱収束する.

方, Banach 空間における実数パラメータの非拡大半群のエルゴード定理は, 宮寺-小林
[22] によって次のような形で証明された.

定理 2.5 $(.[22])$ $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし,

$\{S(t) : t\in[0, \infty)\}$
を $C$ 上の非拡大半群とする. このとき,

$\bigcap_{\iota\geq 0}F(S(t))$
が空でないなら, 任

意の $.x\in C$ に対して

$s_{\lambda}(_{X})= \frac{1}{\lambda}I_{0}^{S}\lambda(t)_{Xd}t$

は $\cap F(s(t))$ の元に弱収束する.
$\iota\geq 0$

このあと, これらの定理はもっと –般の半群 (可換および非可換な半群) の場合まで拡
張されることになるが, それはまず Hilbert 空間の場合でなされた. 可換の場合に拡張し
たのが, 平野-高橋 [13] であり, 非可換の場合に拡張したのが高橋 [26], $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{d}\acute{\mathrm{e}}[25]$ であった.

Baillon の定理は最近では著者 [30] によって次の形にまで拡張されているので, それを挙げ
ておく. その前にいくつかの定義を与えておく.

$S$ を semitopological 半群 ( $S=\{0,1,2,$ $\cdots\}$ や $S=[0,$ $\infty$ ) はその例である) とし, $B(S)$

を $S$ 上の有界実数値関数のつくる Banach 空間とする. $X$ を恒等的に 1となる関数 $e$ を

含む $B(S)$ の部分空間とする. $\mu\in X^{*}$ が $||\mu||=1=\mu(e$
.

$)$ を満たすとき, $\mu$ を $X$ 上の lnean

という. $f\in B(S)$ と $a\in S$ に対して,

$(l_{a}f)(t)=f(at)$ , $(r_{a}f)(t)=f(ta)$

で $l_{a},$ $r_{a}$ を定義する. また, $B(S)$ の部分空間 $X$ は $l_{a}(X)\subset X,$ $r_{a}(X)\subset X$ を満たすものと
する. このとき, $X$ 上の means の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{\mu_{\alpha}\}$ が $f\in X$ と $a\in S$ に対して

$\mu_{\alpha}(f)-\mu_{\alpha}(\iota_{a}f)arrow 0$ , $\mu_{\alpha}(f)-\mu_{\alpha}(l_{a}f)arrow 0$

を満たすとき, 漸近的に不変であるという. 例えば,S $=\{0,1,2, \cdots\}$ とする. このとき $B(S)$

の元 $x=\{x_{0}, x_{12}, x, \cdots\}$ に対して

$\mu_{n}(x)=\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}Xk$ $(n=1,2,3, \cdots)$

とすると, $.\{\mu_{n}\}$ は $B(S)$ 上の漸近的に不変な .means の net である. $S$ 上の有界連続関数
$f$ に対して, $a\mapsto\cdot r_{a}f$ が連続となるような元 $f$ の全体を $RUC(S)$ で表すと,X $=RU$

.
$C(S)$

は $e$ を含み茜 (X) $\subset X,$ $r_{a}(X)\subset X$ となるような $B(S)$ の部分空間となる.
$C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とし, $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $C$ から $C$ への写像 $T_{t}$ の族
とする. このとき $S=\{T_{t} : t\in S\}$ が
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(1) $\tau_{ts}X=T_{t}T_{s}X$ , $\forall t,$ $s\in S,$ $\forall x\in C$ ;

(2) 任意の $x\in C$ に対して, $t\vdasharrow T_{\iota}x$ は連続である;

(3) $||T_{t}x-T_{i}y||\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in C,\forall t\in S$

を満たすとき, $C$ 上の非拡大半群といわれる. いま $\sup_{s\in S}||T_{s}x||<+\infty$ とすると $RUC(s)$ 上

の mean $\mu$ に対して, Riesz の定理によって

$\mu_{t}(T_{l^{X}}, y)=(x0, y)$ ,
$\cdot$

$\forall y\in H$

となる $x_{0}\in H$ が存在する [26] が, この $x_{0}\text{を}T_{\mu}x=x_{0}$で表すとつぎの定理が成り立つ.

定理 26[30] $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とする. $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $C$ 上

の非拡大半群とし, $\{\mu_{\alpha}\}$ を $RUC(s)$ 上の漸近的に不変な nleans の net とする. さらに,
$C$ のある元 $x$ に対し, $\{T_{t}x:t\in S\}$ は有界で, $t\in S\cap\overline{CO}\{\tau_{ts}x:s\in S\}\subset C$

とする. このとき,

$\cap F(T_{i})\neq\phi$ であり, かつ $\{T_{\mu_{\alpha}}x\}$ は $\cap$ $F(T_{\iota})$ の元に弱収束する.
$t\in s_{\text{これから}}$

Baillon の定理 (定理 2.1) $\text{や^{}S}\text{定理}$

$2.4$ がただちに得られる.
方, Banach 空間の場合で得られていた定理 $2.2(\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}[5], \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[24])$ と定理 25(宮寺-小

林 [22] $)$ をもっと –般な半群にまで拡張することが著者等 $[11,12]$ によって試みられていた
が, $S$ に可換という条件をつけることによって次のような形で証明された. それを述べる前
に定義を 1つ与えてお $\langle$ . $RUC(S)$ 上の連続線形汎関数の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{\mu_{\alpha}\}$ が, 次の条件 (1),(2) $,(3)$

を満たすとき strongly regular とわれる.

$\sup||\mu_{\alpha}||<\infty$ ;
$\lim\mu_{\alpha}(1)=1$ ;
すべての $s\in S$ に対して, $\lim_{\alpha}||\mu_{a}-r$。

$*\mu_{\alpha}||=0$ .

定理 27([12]) $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$

を $E$ の閉凸部分集合とする. $S$ を可換な semitopological 半群とし, $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を
$F(S)\neq\phi$ となる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき,C から $F(S)$ 上の非拡大 retraction
$P$ で,任意の $t\in S$ に対して, $PT_{t}=\tau tP=P$ であり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}\{T_{t^{X}}$ :
$t\in S\}$ となるものが–意に存在する. さらに, $RUC(S)$ 上の連続線形汎関数の $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\{\mu_{\alpha}\}$ が

strongly regular ならば, 任意の $x\in C$ に対して, $\{\tau_{\mu_{\alpha}}x\}$ が $Px$ に弱収束する.
上の定理が証明されたあと, $S$ が非可換の場合, その定理は証明可能かという問題が浮上
してきたが [31], それは最近 Lau-塩路-高橋 [18] によって, 次のような形で解決された.

定理 28([18]). $S$ を semitopological 半群とし, $C$ を–様凸な Banach 空間の閉凸集合
とする.

.
$S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $F(S)\neq$

.
$\phi$ となる $C$ 上の非拡大半群とし, さらに $RUC(S)$ が

invariant mean をもつとする. このとき, $C$ から $F(S)$ の上への非拡大 retraction $P$ で, 任
意の $t\in S$ に対して $PT_{t}=T_{l}P=P$ であり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}\{T_{\iota}x:t\in S\}$

となるものが存在する.
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この定理は, 1981年 Hilbert 空間において高橋 [26] によって証明されていた ergodic re-
traction の存在定理を完全に拡張するものである. 彼らはまた R\’ode のエルゴード定理 [25]
を Banach 空間にまで拡張するような次の定理を得た.

定理 2.9 ([18]) $S$ を semitopological 半群とし, $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノ
ルムをもつ Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{T_{i} : t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ と

なる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, $C$ から $F(S)$ 上の非拡大 retraction $P$ で, 任意の
$t\in S$ に対して $PT_{t}=T_{t}P=P$ であり 2任意の $x\in C$ に対して Px\in --co{丁初 : $t\in S$ } とな
るものが–意の存在する. さらに $\{\mu_{\alpha}\}$ を $RUC(S)$ 上の means の asymptotically invariant
net とすると, 任意の $x\in C$ に対して $\{T_{\mu_{\alpha}}x\}$ は $Px$ に弱収束する.
上の定理を証明するにあたって,Lau-塩路-高橋 [18] は定理 28と Lau-西浦-高橋 [17] によっ
て証明されていた次の定理を用いた.

$r$

定理 $2.10([17])$ $S$ を semitopological 半群とし, $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノ
ルムをもつ Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$

となる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して, 集合

$F(S) \cap\bigcap_{\mathit{8}\in s}\overline{co}\{\tau_{t\text{。}}x:t\in S\}$

は高々–点からなる.
この定理はもちろん定理 23の拡張定理にもなっている. 次の定理は Hilbert 空間の場合

に高橋 [28], Lau-西浦-高橋 [17] によって証明されていたものである.

定理 2.11([18]) $S$ を semitopological 半群とし, $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノ
ルムをもつ Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$

となる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, 次の命題 (1),(2) は同値である.

(1) 任意の $x\in E$ に対して, 集合 $F(S)\cap\cap\overline{co}\{T_{ts}x:t\in S\}$ は空でない ;
$s$ ヨ

(2) $C$ から $F(S)$ 上の非拡大 retraction $P$ で, 任意の $t\in S$ に対して $PT_{t}=\tau\iota P=P$ で

あり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}\{T_{l^{X}} : t\in S\}$ となるものが存在する.

上の定理はまた Lau-高橋 [19], $\mathrm{L}\mathrm{i}[21]$ を拡張するものである.

3 Feasibility Problems
この節では, 凸制約問題と関係のある Banach空間での弱収束定理を取り扱う. 凸制約問

題を Hilbert 空間や Banach 空間で取り扱った論文には, $\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{Z}[6]$ , 北原-高橋 [16], 高橋
田村 [34] 等があるが, ここではそれらとは違ったある写像を導入することによって, その議
論がなされる. つぎの定理は定理 23を用いて証明されるものである.

定理 31([16]) $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とする.
$C$ を $E$ の閉凸集合とし, $T$ を $F(T)\neq\phi$ となる $C$ 上の asymptotically regular な非拡大
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写像とする. このとき, 任意の $x\in C$
. に対して,{Tnx} は $F(T)$ の元に弱収束する.

.

ここで Banach 空間における凸制約問題を解くために重要となるある写像を定義しよう. $C$

を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし, $T_{1},$ $T_{2}$ , $\cdots,$
$T_{r}$ を $C$. 上の写像とする. また,\alpha 1, $\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$

を $0<\alpha_{i}<1$ $(i=1,2, \cdots, r)$ となる実数とする. このとき, 次のように定義される写像
$\mathrm{i}V$ は $T_{1},$ $T_{2},$

$\cdots,$ $Tr$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$によって生成される $W$ 写像といわれる [32].
$S_{1}x=\alpha_{1}T_{1}x+(1-\alpha_{1})_{X}$ ,
$S_{2}x=\alpha_{2}T_{2}S_{1}x+(1-\alpha_{2})_{X}$ ,

$S_{r-1}x=\alpha_{r-1}T_{r}-1s_{r-2^{X}}+(1-\alpha_{r-1})x$ ,
$Wx=\alpha_{r}T_{r}s_{r-}1x+(1-\alpha_{r})_{X}$ .

この写像 $W$ は $\mathrm{D}\mathrm{a}\mathrm{v}-\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[7]$ や高橋-田村 [35] によって動機づけられたものである.

定理 $3.2([32])$ $E$ を狭義凸な Banach 空間とし,C を $E$ の閉凸集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$ $\cdot\cdot$ , , $T_{r}$

を
$i=1\cap F(\tau_{i})\neq\phi$

となる $C$ 上の非拡大写像とし,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{1},$

$\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \cdot, . , \gamma)$

となる実数とする. $W$ を $T_{1},$ $T_{2},$
$\cdots,$ $Tr$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}.’\cdots,$ $\alpha_{r}$によって生成される $W$ 写像とす

る. このとき,W は $C$ 上の asymptotically regular な非拡大写像であり, さらに

$F(W)=\cap F(\tau_{i})i=1$

が成り立つ.
$W$ が asymptotically regular な写像であることは $\mathrm{E}\mathrm{d}\mathrm{e}1_{\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}- 0’ \mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}[9]$ , または石川 [15]

を用いてなされる. また $F(W)=\cap F(T_{i})$ となることの証明は Banach 空間 $E$ が狭義凸

であることを用いてなされる. $\text{定理^{}=}3.1$ と定理 32を用いると, 次の弱収束定理が得られる.

定理 33 ([32].) $E$ を –様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし,
$f$

$C$ を $E$ の閉凸集合とする. $T_{1},$ $T_{2}$ , $\cdot$ . . , $T_{r}$ を $\cap F(T_{i})\neq\phi$ となる $C$ 上の非拡大写像と

し, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \cdots, r)\text{と}i=1$ なる実数とする $W$ を $T_{1}$ , $T_{2}$ , $\cdot$ .. , $T_{r}$ と
$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdot,$ .

$,$

$\alpha_{r}$, によって生成される $W$ 写像とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して,
$\{W^{n}x\}$ は $\cap$ $F(T_{i})$ の元に弱収束する. . $\cdot$

.
$\cdot$. ..

定理 3 $3\text{を用いて}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ , 我々は Banach 空間における凸制約問題にーつの解答を与える.
.

定理 3.4 ([32]) $E$ を –様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし,
$C$ を $E$ の閉凸集合とする. $C_{1},$ $C_{2},$

$\cdots,$
$C_{r}$ を $\cap C_{i}\neq\phi$ となる非拡大 retract とし, $P_{i}(i=$

$i=1$

1, 2, $\cdots,$ $r$ ) を $C$ から Ci $\text{へ}$の非拡\star retraction と $\text{す}$ る. $\text{ま}$ た $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,\alpha_{r}\backslash$

.
を $0<\alpha_{i}<$

$1(i=1,2, \cdot\cdot\cdot, r)$ となる実数とする. $W$ を $P_{1},$ $P_{2},$ $,$

$*\cdot,$
$P_{r}\text{と}\alpha_{1},$

$\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{\Gamma}$ によって生成さ
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れる $W$ 写像とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して $\{W^{n}x\}$ は $\cap C_{i}$, の元に弱収束する.
$i=1$

この節の最後に, 定理 33を用いて非拡大写像の有限個の族に対する共通不動点を見つけ
る問題を考察しよう. その前に $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}[3,4]$ によって得られたつぎの定理を紹介しておこう.

定理 35([3,4]) $E$ を回帰的な Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, T を
$F(T)\neq C^{\acute{y}}$となる $C$ 上血糊拡大写像とする. $T$ はまた $T$ によって不変な空でない有界閉凸
集合上で不動点をもつものと仮定する. このとき, $F(T)$ は $C$, の非拡大 retract である.
この定理を用いて, 我々はつぎの定理を得ることができる.

定理 36([32]). $E$ を–様凸で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$

を $E$ の閉凸集合とする. $\{S_{1}, S_{2}, \cdots, S_{r}\}$ を $F(S_{i})\neq\emptyset(i=1,2, \cdots, r)$ となる $C$ 上の非拡
大写像の可換な族とする. $P_{i}(i=1,2, \cdots, r)$ を $C$ から $F(S_{i})$ の上への非拡大 retraction と
し, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}$ を $0<\alpha_{i}<1(i=1,2, \cdots, r)$ となる実数とする. $W$ を $P_{1},$ $P_{2},$

$\cdots,$
$P_{r}$ と

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots,$ $\alpha_{r}\text{によ_{っ}}’ \text{て生成}..\text{さ}$ れる
$W.$

.
写像とする. このとき, $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}F(S_{i})\#\mathrm{h}$空でな

$\langle$ , $\dot{\text{任}}$意の $x\in C$ に対して, $\{W^{n}x\}$ は $\cap^{r}F(S_{i})$ の元に弱収束する.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$i=1$
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