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1. はじめに

互いに競合する複数個の目的関数を、 与えられた制約式のもとで、最大 (最

小) 化する問題は多目的最適化問題と呼ばれ、経営科学、 情報科学等の多くの分
野で重要な問題が含まれる。従来、 様々な多目的最適化問題が定式化され、 その

解法が提案されてきたが、 そのほとんどが変数はすべて連続値をとるものであっ
た。 これに対して、 著者らは、 文献 [1]で変数がすべて離散値をとる多目的最適
化問題 (多目的離散最適化問題) を解くためのアルゴリズムを提案した。 また、
文献 [2]ではこのアルゴリズムが実用規模の問題のパレート最適解を与えること
が報告されている。一般に、 パレート最適解は単 $-$解ではなく無限個の点集合で
ある。実用上の問題では、 これらパレート最適解の中から意思決定者の価値観に
合うような単 $-$解または適当な大きさの解集合 (選好最適解) を求めなければな
らない。本論文では

$\backslash$ 従来の研究成果 $[1,2]$ を基にして、 多目的離散最適化問題
のパレート最適解を効率よく求めるために、 代理目的の導入を試みたので報告す
る。 また、 代理目的を利用して対話形式でパレート曲面の近傍を探索し、 選好最
適解を求めるアルゴリズムの例を示し、 数値例によりその有効性を明らかにする。

2. 多目的離散最適化問題と代理目的

最適化の対象とする問題は、 変数がすべて離散値をとる多目的最適化問題とし
て次のように定式化される。

(P1): $\max$ $\mathrm{f}(\mathrm{x})$

$\mathrm{s}$ . $\mathrm{t}$ . $\mathrm{g}(\mathrm{x})=$

$\sum_{\mathrm{i}=1}^{\mathrm{n}}$

$\mathrm{g}_{\mathrm{i}}(\mathrm{X}_{\mathrm{i}})$ $\leqq$ $\mathrm{b}$

ここで、 $\mathrm{x}=(\mathrm{X}_{1}, \ldots, \mathrm{X}\mathrm{n})^{\mathrm{T}}$ は $\mathrm{n}$ 次元整数変数ベク トル、 $\mathrm{f}(\mathrm{x})=(\mathrm{f}\mathrm{l}(\mathrm{x}),$

$\ldots,$
$\mathrm{f}$ .
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(X) $)\mathrm{T}$ は $\mathrm{m}$ 次元ベク トル目的関数、 $\mathrm{g}(\mathrm{x})$ は制約関数である。但し、 $\mathrm{f}(\mathrm{x})$および

$\mathrm{g}(\mathrm{x})$は変数分離可能な関数である。 一般にすべての目的関数を同時に最大化する

解は存在しない。その代わりに、 ある目的関数の値を改善するためには、 少なく

とも他の $-$つの目的関数の値を改悪せざるを得ないような解の概念としてパレー
ト最適解が定義されている。一般に、 パレート最適解は単 $-$解ではなく無限個の

点集合である。実用上の問題では、 これらパレート最適解の中から意思決定者の

価値観に合うような単 $-$解または適当な大きさの解集合 (選好最適解) を求めな

ければならない。

問題 Pl に代理乗数 $\mathrm{u}$ を導入し、 複数個の目的関数の重み付き総和を単 $-$ の

目的関数 (これを代理目的と呼ぶ) とした問題を P2 とする。

(P2): $\max$

$\sum \mathrm{m}$

$\mathrm{u}_{\mathrm{i}}\mathrm{r}_{\mathrm{i}}(_{\mathrm{X})}$

$\mathrm{i}--1$

s.t . $\mathrm{g}(\mathrm{x})\leqq$ $\mathrm{b}$

ただし $\mathrm{m}$

$\sum$
$\mathrm{u}_{\mathrm{i}}--1,$ $\mathrm{u}_{\mathrm{i}}$

$\geqq$ $0$

$\mathrm{i}=1$

問題 P2 は、 重み係数法 (we $\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ng method) と呼ばれ、 任意の $\mathrm{u}$ に対する問

題 P2 の最適解は問題 Pl のパレート最適解であることが知られている。この方
法では、 問題 P2 を 1回解いて 1個のパレート最適解しか得ることができず、相

当数のパレート最適解が必要な場合は、 $\mathrm{u}$ を変化させて問題 P2 を繰り返し解か
なければならないので実用的でない。

ここで、 問題 P2 の最適解を $\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}$ , 目的関数の最適値を $\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{O}}\mathrm{p}\mathrm{t}),$ . 目的関数

の最適値 $\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})$ からの許容値を $\epsilon$ とし、 問題 P3 を次のように定義する。

(P3): target
$\sum \mathrm{m}$

$\mathrm{u}_{\mathrm{i}}\mathrm{f}_{\mathrm{i}}(\mathrm{x})\geqq$ $\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}})$ -
$\epsilon$

$\mathrm{i}=1$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{g}(\mathrm{x})\leqq \mathrm{b}$
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問題 P3 は目的関数の最適値に幅を持たせて、 目的関数値がその範囲内に入る
実行可能解を列挙する問題である。問題 P2, 問題 P3 はモジュラーアプロ一チ
(MA) [3] によって効率よく解くことができる。 モジュラアプローチは分離可能な

離散最適化問題を効率よく解くためのアルゴリズム設計法であり、 計算実験によ
って大規模なこの種の問題を実用時間で解き得ることが文献 [4, 5, 6] に報告され

ている。問題 P3 を解いて得られた実行可能解に対して問題 Pl- の目的関数間の

優越操作を行えばパレート最適解が得られる。
いま、 問題 P3 において目的関数空間における実行可能領域を $\mathrm{F}(\mathrm{X})$ とすると、

代理目的は $\mathrm{F}(\mathrm{X})$ を切断する超平面であり、許容値 $\epsilon$ は $\mathrm{F}(\mathrm{X})$ を切断する深さ

に相当する。 また、 代理乗数 $\mathrm{u}$ により超平面が $\mathrm{F}(\mathrm{X})$ を切断する方向を変化す

ることができる。すなわち、 意思決定者は $\mathrm{u}$ で定義される超平面 (代理目的)

を用いて、 $\epsilon$ の深さで $\mathrm{F}(\mathrm{X})$ を切断することによって任意のサイズと性質のパ

レート最適解集合を求めることができる。問題 P3 の概念を図 1に示す。

この方法は、 パレート曲面から $\epsilon$ の深さで実行可能領域を切断することによっ

て、 切り取った領域のパレート最適解をまとめて効率よく列挙できる。 また、 $\epsilon$

によってある程度のパレート曲面のギャヅプを吸収でき、非罪な問題にも適用可

能である。

3. アルゴリズム

$\mathrm{u}$ と $\epsilon$ を操作して対話形式でパレート曲面の近傍を探索し、選好最適解を求め

るアルゴリズムの例を示す。
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(アルゴリズム)

stepl. 各目的関数を単 $-$で使用した問題を $\mathrm{M}$ A で解き、 その解 $\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}$ から各
目的の上限値 $\mathrm{f}^{\mathrm{U}}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})$ を得る。

$\mathrm{k}arrow 1$

$\mathrm{u}^{\mathrm{k}}arrow(1/\mathrm{m}, \ldots, 1/\mathrm{m})$

step2. $\mathrm{u}^{\mathrm{k}}$ で定義される問題 P2 を解き、 最適解 $\mathrm{x}^{\mathrm{k}}\langle \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}$
) とその目的関数値

$\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{k}}(\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}))$ を得る。意思決定者は $\mathrm{f}$ ( $\mathrm{x}^{\mathrm{k}}($
。p $\mathrm{t})$ ) からの許容値 $\epsilon$ を決

める。

step3. $\mathrm{u}^{\mathrm{k}}$ と $\epsilon$ で定義される問題 P3 を解き、 パレート最適解集合 $\mathrm{X}^{\mathrm{k}}$ を求

める。 $\mathrm{X}^{\mathrm{k}}$ のサイズが適当ならば SteP4へ $\text{、}$ さもなくば、 $\epsilon$ を調整し
て、 step3へ。

step4. $\mathrm{X}^{\mathrm{k}}$ の中に意思決定者の価値観に合う解があればそれを選好最適解とし
て終了する。 さもなくば、 $\mathrm{u}^{\mathrm{k}}$ を更新して、 $\mathrm{k}arrow \mathrm{k}+1$ とし、 step2 へ戻
る。

4. アルゴリズムの実行例

次に示す多目的非線形ナップザヅク問題を例題として、 アルゴリズムの実行例
を示す。

(例題) 多目的非線形ナップザック問題

$\max$ $\mathrm{f}(\mathrm{x})=$

$\sum$
$\mathrm{f}_{i}$ . $\mathrm{j}(\mathrm{x}_{\mathrm{i}})$ , $\mathrm{i}=1,2$

$\mathrm{i}\in \mathrm{I}$

s.t . $\mathrm{g}(\mathrm{x})=$

$\sum$
$\mathrm{g}_{\mathrm{i}}(\mathrm{X}_{i})$ $\leqq \mathrm{b}$

$\mathrm{i}\in \mathrm{I}$

I $=\mathrm{t}1,2,3,4,5,6,7,8,9,$ $\iota 0$ }
$\mathrm{x}_{\mathrm{i}}=\{1,2,3,4,5\}$ , $(\mathrm{i}\in \mathrm{I})$

$\mathrm{b}=971$
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表 1 目的関数の代替案の値

表 2 制約関数の代替案の値
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(実行例)

各目的関数を単 $-$で使用したときの問題を MAで解く。 この目的関数値を各目的の
上限値として、 意思決定に利用する。

$\mathrm{f}^{\mathrm{U}}1(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})_{-}-1216,$ $\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5, \iota, 5,5,4,1,1)$

$\mathrm{f}^{\mathrm{U}}2(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})--1219,$ $\mathrm{X}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}--(5,4,5,5,1,1,5,5,1,2)$

代理乗数を $\mathrm{u}^{1}=(0.5,0.5)$ とし、 問題 P2 を解く。

$\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{O}}\mathrm{p}\mathrm{t})=1185,$ $\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5, \iota, 5,5,4,1,1)$

適当な大きさのパレート最適解集合を得るために $\epsilon$ を決定する。 $\epsilon=15$ として、

問題 P3 を解き、 得られた解集合に対して目的関数間の優越操作を行い次のパレ
$-$ ト最適解を得る。

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5,1,5,5,4,1,1)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1216,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})_{-}-1154,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=958$

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5, \iota, 4,5,4,1,2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1175$ , $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1182,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=963$

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,3, \iota, 5,5,4,1,2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\text{。}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1183,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1175,$
$\mathrm{g}$ ( $\mathrm{x}$

。p $\mathrm{t}$ ) $=964$

$\mathrm{f}_{1}$ が上限値 $(_{-}-1216)$ に達しているので、 $\mathrm{f}_{2}$ を増やす方向に探索するため、
$\mathrm{u}^{2}=$ $(0.25, 0.75)$ として、 問題 P2 を解く。

$\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})_{-}-1179.5\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,5,1,1,5,5,1,2)$

$\epsilon=4.5$ として、 問題 P3を解き、 バレ一 ト最適解を得る。

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,5,1,1,5,5, \iota, 2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1061,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1219,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=957$

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5, \iota, 4,5,4,1,2),$ $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{X}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}\iota)=1175$ , $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1182,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=963$

$\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,3,1,5,5,4,1,2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})--1183,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1175,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{Q}\mathrm{p}\mathrm{t}})=964$

$\mathrm{f}_{2}$ が上限値 $(=12\iota 9)$ に達したので、 この近傍で他のバレ一ト最適解を列挙する。

すなわち、 $\mathrm{u}^{3}$ はそのままで $\epsilon--9.5$ としパレート曲面をより深く切断する。

問題 P3 を解き、 パレート最適解を得る。

$\mathrm{X}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,5,1,1,5,5,1,2),$ $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1061,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1219,$ $g(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=957$

$\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5,1,4,5,4,1,2),$ $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1175,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1182,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=963$
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$\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,3,1,5,5,4, \iota, 2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{X}^{\mathrm{o}\mathrm{p}}\iota)_{-}-1183,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{O}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1175,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=964$

$\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,3,5,5,1,1,5,3,5,1)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}})_{-}-1107,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{X}^{\circ \mathrm{p}}\iota)\cdot=1191,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=966$

$\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,5,1,1,5,4,2,2)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1062,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=12\iota 1,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=969$

$\mathrm{x}^{\circ \mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,3, \iota, 1,5,5,1,3)$ , $\mathrm{f}_{1}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})--1079,$ $\mathrm{f}_{2}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})=1204,$ $\mathrm{g}(\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}})--970$

この結果 $\mathrm{x}^{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}}=(5,4,5,3,1,1,5,5,1,3)$ が上限値と比較してもバランスの取れた

パレート最適解であるので、 これを選好最適解として採用する。

5. 代理乗数の最適化

代理乗数 $\mathrm{u}$ は目的関数間のトレードオフ比を表しているので、 $\mathrm{u}$ の定義域を

意思決定空間と考え、 対話形式で, u の最適化を行えば、 意思決定者の価値観に
合ったパレート最適解を効率よく求めることができる。 例えば $-$つの方法として、
$\mathrm{u}$ の定義域を多面体で表現し、 その多面体の重心を通り、 意思決定者の意思を反

映させた切断面で切断し、 $\mathrm{u}$ の領域を縮小しながら最適な $\mathrm{u}$ を求める方法が考

えられる。 文献 $[7, 8]$では、 多面体とその切断面が与えられたときに、 縮小され

た新しい多面体とその頂点の質点系の重心を求めるアルゴリズム COP (Cut-of $\mathrm{f}$

Polyhedron)が提案されている。図 2にアルゴリズム COPの概要 (多面体 $[\mathrm{v}^{1},$ $\mathrm{v}^{2}$ ,
$\mathrm{v}^{3}]$ を切断面 CP で切ると、 新しい多面体 $[\mathrm{v}^{1}, \mathrm{v}^{4}, \mathrm{v}^{\mathrm{s}3}, \mathrm{v}]$ とその重心 $\mathrm{v}^{*}$を得る)

を示す。 アルゴリズム COP を意思決定空間の縮小に適用すればより実用的な意
思決定システムの構築が可能と考えられる。

図 2 アルゴリズム COPの概要
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6. おわりに

本論文では、 多目的離散最適化問題に代理目的を導入することによって効率よ
くパレート最適解を列挙できることを示した。 また、 これを利用した選好最適解

を求めるアルゴリズムの $-$例を示し、 数値例によってその有用性を確かめた。 さ

らに、 目的関数の最適値からの許容値 $\epsilon$ によって、 ある程度のパレート曲面のギ

ャップを吸収することができ、 墨堤な問題にも適用可能であることを明らかにし

た。 代理乗数 $\mathrm{u}$ の定義域を意思決定空間と考え、 対話形式で $\mathrm{u}$ の最適化を行な

うことによって、 意思決定者の価値観をより十分に反映した選好最適解を得るこ
とができるであろう。今後の課題としては、 $\mathrm{u}$ の最適化による意思決定アルゴリ

ズムの構築が残されている。
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