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1 はじめに

: . 管路系は, 空調用ダクトやガス配管など工業的にきわめて広く用いられており,
その最も重要な要素として矩形断面の直管を通る流れがある. この流れの安定性と
乱流への遷移を調べることは, 遷移に伴う力学量特性の変化を知る上で工学的に重
要であるばかりでなく, 分岐理論の立場から理学的にも大変興味深い.
矩形管流れの安定性は, 断面のアスペクト比 $A$ (縦横比) に大きく依存する. ア

スペクト比が限りなく大きくなった極限では, 流れは二次元ポァズイユ流に近づく.
この流れの微小撹乱に対する安定性は $\mathrm{o}_{\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{Z}}\mathrm{a}\mathrm{g}[1]$ により調べられ, 有限の臨界レイ
ノルズ数 $Re_{\mathrm{c}}=5772.22$ を持つことが知られている. これに対して, アスペクト比
$A=1$ の正方形断面の場合, 矩形唖蝉の安定性は, 円形断面を持つ保管ボアズイユ
流の安定性と本質的には同じと考えられている.
円管ポァズイユ流の層流から乱流への遷移ついての研究は, 有名なレイノルズ

の実験以来, 多くの研究者によってなされてきた. しかしながら, 安定性と分岐理
論の立場から円管ポァズイユ流の安定性を説明することは非常に難しい. 軸対称撹
乱に対しては, この流れは常に安定であることが線形安定性解析によって示されて
いるが [$2|,$ $3$次元撹乱に対しては明確な証明が存在しない. 3次元撹乱に対する理
論的数値的な研究結果から, 現在のところ円管ポァズイユ流は微小撹乱に対して常
に安定であり, その臨界レイノルズ数は無限大と考えられている. $[3|[4|$

さて, Tatsumi &Yoshimura[5] (以下 $\mathrm{T}\mathrm{Y}$ と記す) は, 矩形馬流の線形安定性
を $1<A<10$ の場合について調べた. 彼らは, $A>3.2$ の場合には平面ボアズイユ
流が不安定となるモードの三次元版といえるモードに対して矩形管流は不安定にな
るが, $A<3.2$ の場合には, 矩形管流は微小撹乱に対して常に安定であると報告し,
臨界アスペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=3.2$ の存在を示した. 同じように, Kerswell&Davey[6] は,
楕円断面を持つ直管を通る流れの線形安定性をアスペクト比に対して調べ, 臨界ア
スペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=10.6$ を求めた. このように, 矩形断面および楕円断面のいずれの
場合にも, 臨界アスペクト比の存在が報告されている.
本研究においては, 矩形管流れの安定性と乱流への遷移について調べる. 線形

安定性を調べた後, 弱非線形理論を用いて振幅方程式を導き, 遷移の振るまいを調
べる. さらに, 最適撹乱の考え方についても簡単に紹介する.
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2 基礎方程式

高さ $2H$ , 幅 $2W$ の矩形管路を考える. 座標系は図 1に示すように, $x$ 軸を管
路の中心軸に沿ってとり, $y$ 軸および $z$ 軸をそれぞれ, 直交する二つの壁面に平行
にとる. このとき, 流れの場を支配する方程式は, ナビエ. ストークス方程式と連
続の式で, それぞれ次のようにかける.

$\frac{\partial \mathrm{u}}{\partial t}+(\mathrm{u}\cdot\nabla \mathrm{u})=-\nabla p+\frac{1}{Re}\Delta \mathrm{u}$ , (1)

$\nabla\cdot \mathrm{u}=0$ . (2)

ここで, $\Delta$ はラプラシアンを表し, 次式で定義される.

$\Delta\equiv\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}+\frac{\partial}{\partial z^{2}}$. (3)

流れの場を特徴づける無次元パラメータは, 矩形断面のアスペクト比 $A\equiv H/W$ と

以下に示すレイノルズ数である.

$Re= \frac{U_{0}H}{\nu}$ . (4)

ここで, $U_{0}$ は管路中心での流速, $\nu$ は流体の動粘性係数を表す.
. 境界条件は, 管路壁面で流体が滑らないことから

$\mathrm{u}=0$ , at $y=\pm 1$ and $z=\pm A$ (5)

で与えられる.

図 1 座標系.
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3 線形安定性

3.1 主流

流れは定常で, 流速は管軸に平行かつ軸方向に変化しないものとすると, 無次
元速度および圧力は,

$\mathrm{u}(\mathrm{x}, t)=(U(y, z),\mathrm{o},$ $\mathrm{o})$ , (6)
$p(\mathrm{x}, t)=P(\mathrm{X})$ (7)

のように表される. これを基礎方程式に代入すると, 連続の式は自動的に満たされ,
$U$ および $P$ に対する方程式は次のようになる. .

$\frac{\partial P}{\partial x}=-\kappa=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.$ , $\frac{\partial P}{\partial y}=\frac{\partial P}{\partial z}=0$ , (8)

$( \frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}})U(y, z)=-\kappa Re$. (9)

ただし, $\kappa$ は正の定数で, 流れ方向の圧力勾配を表す. 境界条件は,

$U(y, z)=0$, at $y=\pm 1$ and $z=\pm A$ (10)

となる.
この方程式系は, 膜のたわみを表す式と同じであり, 矩形にかぎらず三角形な

ど, 様々な断面について解が求められている. 矩形断面の場合, 定常流の速度分布
は三角関数と双曲線関数を用いて, 次のように無限級数の形で表される.

$U(y, Z)=1-y^{2}-4 \sum_{n=0}(-\infty 1)^{n_{\frac{\cos my\cosh mZ}{m^{3}\cosh mA}}}$ , (11)

$m= \frac{2n+1}{2}\pi$ . (12)

3.2 主流の線形安定性

式 (11), (12) で表される主流の微小撹乱に対する線形安定性を調べる. 流れの
場 $u(\mathrm{x}, t)$ および $p(\mathrm{x}, t)$ を主流 $U(.\mathrm{x}),$ $P(\mathrm{X}^{\backslash })$ と撹乱 \^u (x, $t$), $\hat{p}(\mathrm{x}, t)$ の和として

$\mathrm{u}(\mathrm{x}, t)=U(\mathrm{x})+\hat{\mathrm{u}}(\mathrm{x}, t)$ , (13)

$p(\mathrm{x}, t)=P(\mathrm{x})+\hat{p}(\mathrm{x}, t)$ (14)

と表し基礎方程式に代入する. 撹乱に関する二次の項を無視すれば, 微小撹乱\^u, $\hat{p}$

に対する撹乱方程式

$\frac{\partial\hat{\mathrm{u}}}{\partial t}+(U\cdot\nabla)\hat{\mathrm{u}}+(\hat{\mathrm{u}}\cdot\nabla)U=-\nabla\hat{p}+\frac{1}{Re}\Delta\hat{\mathrm{u}}$ , (15)
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$\nabla\cdot$ \^u $=0$ (16)

が得られる.
方程式の線形性から、任意の微小撹乱の–つのフーリエモード $-^{\Gamma}$

\^u $(\mathrm{x}, t)=\tilde{\mathrm{u}}(y, z)\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}1i\alpha(X-ct)]$ , (17)

$\hat{p}(\mathrm{x},t)=\tilde{p}(y, z)\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}1i\alpha(X-Ct)]$ (18)

のみに着目する. ここで, $\alpha$ は撹乱の $x$ 方向の波数を表す. また, $c$ は–般に複素
数 $c=c_{r}+$果であり, らは撹乱の位相速度を表し, \alpha 果は撹乱の増幅率を表す. 主

流の安定性は, この果め符号によって決定される. すなわち, $c_{i}<0$ ならば撹乱
は時間とともに減衰するので主流は安定, 果 $>0$ ならば撹乱は増幅するので主流は
不安定, 果 $=0$ ならば撹乱は減衰も増幅もしないので中立安定である.
撹乱を支配する方程式は, (17), (18) 式を (15), (16) に代入し圧力 $\hat{p}$ を消去す

ることにより
$E(y, z)\tilde{v}=o(y, z)\tilde{w}$ , (19)

$E(z,y)\tilde{w}=O(z, y)\tilde{v}$ (20)

となる. ただし, $E(y, z)$ および $O(y, z)$ は線形の作用素で

$- E(y,z)=-[ \frac{i}{\alpha Re}.\Delta+(U. -..C)](\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}-\alpha^{2})+\frac{\partial^{2}U}{\partial y^{2}}$ , (21)

$O(y, z)=[ \frac{i}{\alpha Re}\Delta+(U-c)]\frac{\partial^{2}}{\partial y\partial z}-\frac{\partial U}{\partial z}\frac{\partial}{\partial y}+\frac{\partial U}{\partial y}\frac{\partial}{\partial z}-\frac{\partial^{2}U}{\partial y\partial z}$ (22)

である.
境界条件は, 連続の式を考慮し

$\tilde{v}=\tilde{w}=\frac{\partial\tilde{v}}{\partial y}=0$ at $y=\pm 1$ , (23)

$\partial\tilde{w}$

$\tilde{v}=\tilde{w}=\overline{\partial z}=0$ at $z=\pm A$ (24)

で与えられる.
方程式 (19), (20) および境界条件 (23), (24) 式を満たす解は以下に示すように,

$y$ 方向および $z$ 方向に異なる対称性を持つ四つのモードに分けて考えることがで
きる.

(I)mode: $(\tilde{v}(e, e),\tilde{w}(\mathit{0},\mathit{0}))$ ,

(II)mode: $(\tilde{v}(e, \mathit{0}),\tilde{w}(\mathit{0},e))$ ,

(III)mode: $(\tilde{v}(\mathit{0}, e),\tilde{w}(e, \mathit{0}))$ ,
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(IV)mode : $(\tilde{v}(\mathit{0},\mathit{0}),\tilde{w}(e, e))$ .

ここで, 例えば $\tilde{v}(e, e)$ は $\tilde{v}$ が $y$ 方向および $z$ 方向にそれぞれ偶関数であるこ
とを表す. この分類は, $\mathrm{T}\mathrm{Y}$ が行ったものと同じであり, この中で最も不安定な撹
乱を与えるモードは, (I)mode であることが示されている. したがって, . 以下では,
この (I)mode のみを取り扱うこととする.

’ .
.$\cdot$

. $\cdot$

:.

3.3 数値計算の方法

数値計算においては, 撹乱速度成分 $(\tilde{v},\tilde{w})$ を直交多項式を用いて展開する. ここ
では, 計算精度の検証を行うためにルジャンドル多項式を用いた展開とチエビシ
フ多項式を用いた展開の二通りを次のように行う.

2ゲ+1 $2N+1$

$\tilde{v}=.\sum_{m=0}\sum_{n=0}a_{mn}F_{m}(y)cn(_{Z}/A)$ , (25)

ハゴキ 12Nキ

$\tilde{w}=\sum_{m=0}\sum_{n=0}b_{mn}G_{m}(y)F_{n}(Z/A)$ . (26)

ここで, $F_{m}(x)$ および $G_{m}(x)$ は以下に示すように, $m$ 次のルジャンドル多項式あ
るいはチエビシエフ多項式 $T_{m}(x)$ を用いて, あらかじめ境界条件を満たすように作
られた関数である.

$F_{m}(x)=(1-X^{2})^{2}\tau_{m}(x)$ , (27)

$G_{m}(X)--(1-X^{2})T_{m}(X)$ . (28)

これらの展開式を方程式に代入し, ガラーキン法あるいはコロケ–ション法を用い
ると, 次のような行列の固有値問題に帰着される.

Ax $=c\mathrm{B}\mathrm{x}$ (29)

$\mathrm{x}={}^{t}(a_{0}0, \cdots, a2M+1,2N+1;b00, \cdots, b2M+1,2N+1)$ (30)

計算は, (I)mode についてのみ行うので, 上述の対称性を考慮に入れると, 展開係
数の総数は, $2\cross(M+1)\cross(N+1)$ となる. ガラーキン法の積分には, 96点のガ
ウス・ルジャンドル積分を行う. コロケ-ション法におけるコロケ-ションポイン
トは, ルジャンドル多項式およびチエビシ xフ多項式のいつれの場合にも, 極値を
与える点を用いる. 表 1にアスペクト比 $A=5,$ $\alpha=0.9,$ $Re=10000$ における最
大増幅率を持つ固有値と展開の打ち切りパラメータ $M,$ $N$ を示す. ガラーキン法で
は, ルジャンドル多項式を用いてもチェビシェフ多項式を用いても, 結果に差はな
く収束性も良好である. –方, コロケーション法では, チエビシ\iotaフ多項式を用い
た場合には, ルジャンドル多項式を用いた場合に比べて収束性が非常に悪く, 収束
値も他で得られた値と異なる.
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表 1:固有値 $c=c_{r}+i\alpha$ の展開項数 $M,$ $N$ 依存性

$\frac{\overline \mathrm{C}\mathrm{o}11\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}1\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{n}}{\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{v}}$

$\overline{M\mathrm{x}_{38}18\cross\underline{\underline{N(_{C_{r’ 1}}c\cross 10^{4})}}(0.23294,-3.7334)(0.23306,-5.114(c_{r},\mathrm{C}\iota\cross 10^{4})(b,c_{\iota}\mathrm{X}15)(0.23289,-3.30_{4}^{4})(66)(0.23’ 289,-3.3466)C\mathrm{r}Ci\mathrm{X}10^{4})}$

$20\cross 40$ $(\mathrm{o}.23287,-33081)$ $(\mathrm{o}.23309,-30813)$ $(\mathrm{o}.23288,-34248)$ $(\mathrm{o}.23288,-34248)$

$22\cross 42$ $(\mathrm{o}.23289,-33317)$ $(\mathrm{o}.23309,-33517)$ $(\mathrm{o}.23289,-33957)$ $(\mathrm{o}.23289,-33957)$

$24\cross 44$ (0.23289,-33191) (0.23163, 37698) (0.23289,-3.4021) (0.23289,-3.4021)

表 2:各アスペクト比における臨界レイノルズ
数 $Re_{\text{。}}$ ,臨界波数 $\alpha_{\mathrm{c}}$ と撹乱の位相速度果.

$3.4478ARe\mathrm{c}\mathrm{c}\alpha_{690.1}Ci\overline{\overline{320.663}}$

$35$ 36866 0.705 0.173
4.0 18226 0.8.14 0.204
5.0 10434 0.908 0.232

したがって, この問題では展開関数についてはルジャンドル多項式を用いる方が,
チェビシェフ多項式を用いるよりも収束性および精度の点で優れていると考えられ
る. そこで, 以下ではかラーキン法でルジャンドル多項式を用いて計算を行う.

3.4 結果

図 2に, アスペクト比 $A$ に対する臨界レイノルズ数 Re。を白丸で示す. また,

表 2には, 臨界レイノルズ数, 臨界波数 $\alpha_{c}$ および臨界点での撹乱の位相速度果を
示す. 臨界レイノルズ数の値は, $\mathrm{T}\mathrm{Y}$ の値とよく –致しており, 図 1では今回得られ

た値と TY-. の値との区別はつかない. この臨界レイノルズ数を与える撹乱のモード
は, 壁近傍で最も乱れが大きくなるモードである. これは, 2次元ボアズイユ流が
不安定となるモードの 3次元版と考えられる. このとき, 撹乱の位相速度は表 2よ
り果 $\simeq 0.2$ となる. 図よりアスペクト比 $A$ が減少すると臨界レイノルズ数 $Re_{\mathrm{c}}$ は

増加し, $\mathrm{T}\mathrm{Y}$ が示した臨界アスペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=3.2$ に近づくと, $Re_{\mathrm{c}}arrow\infty$ となるこ

とがわかる. ただし, 今回の計算結果から得られた臨界アスペクト比は $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=3.116$

である. また, 臨界レイリー数 $Re_{\mathrm{c}}$ とアスペクト比 $A$ の臨界アスペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}$ 近

傍の漸近形は次のよう書ける.

$Re_{\mathrm{c}}= \frac{11945}{A-3.116}+5772$. (31)
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図 2 中立曲線. 図 3 固有値の分布.

次に, $A<A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=3.116$ に対しても計算を行った. 図 3にアスペクト比 $A=3$ ,
$\alpha=0.8,$ $Re=30000$ における固有値の分布を示す. ここで注目すべきは, へ $\simeq 0.6$

の付近に正の増幅率すなわち臼 $>0$ を持つ固有値が分布していることである. 先
に述べたように, 壁近傍で乱れが大きな撹乱の位相速度がら $\simeq 0.2$ であることか
ら, $A<A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}$ では最大不安定を与える撹乱のモードが交替していることが予想され
る. これは, 臨界アスペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}$ よりも小さなアスペクト比に対しても, 不安定
解が存在することを示唆している.

4 弱非線形安定性

線形不安定となった主流の遷移を調べるために, 撹乱の振幅方程式を導く. 流
れ方向に波数 $\alpha$ を持つ撹乱に注目し, その高調波を考えて速度と圧力を次のよう
にフ一リエモ一 }‘‘‘に分解する.

\^u $= \sum_{-\infty}^{\infty}\mathrm{u}_{\mathrm{n}}\exp[in\alpha x],$ $\mathrm{u}_{-\mathrm{n}}=\mathrm{u}_{\mathrm{n}}^{*}$, (32)

$\hat{p}=\sum_{-\infty}p_{n}\exp[in\infty\alpha x]+P00x,$ $p_{-n}=p_{n}^{*}$ . (33)

連続の式から速度の $x$ 方向成分 $u_{n}$ は次のようになる.

$u_{n}= \frac{-1}{in\alpha}(\frac{\partial v_{n}}{\partial y}+\frac{\partial w_{n}}{\partial z})$ at $n\neq 0$ . (34)

このとき, $f_{n}={}^{t}(v_{n}, w_{n})$ とおけば, 撹乱の方程式は形式的に以下のようにかける.

$\frac{\partial}{\partial t}Mf_{n}=Lfn+\frac{1}{Re}Kfn+\sum N$($mf_{m}$ , ルーm). (35)
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境界条件は
ぐ.

$\mathrm{b}_{\grave{S}}$.. .
$\partial v_{n}$

$\overline{v}_{n}=w_{n}=-=0$ at $y=\pm 1$ ,
$\partial y$

(36)

$v_{n}= \tilde{w}_{n}=\frac{\partial w}{\partial z}=0$ at $z=\pm A$ (37)

となる. ここで, 増幅率展開により撹乱の振幅に関する方程式を導く. 微小パラメー
タ $\epsilon$ を線形安定性解析から得られた臨界点 Re。からのずれとして $\epsilon^{2}=1/Re_{c}-1/Re$

で定義し, 几を $\epsilon$ のべきで次のように展開する.

$f_{n}=\epsilon^{|n-}1|+1(\phi_{n}0+\epsilon^{2}\phi_{n}2+\cdots)$ . (38)

また, 時間に関して多重尺度法を導入する. すなわち,

$t_{k}=\epsilon^{2k}t$ $(k=0,1,2, \cdots)$ , (39)

$\frac{\partial}{\partial t}=\sum_{k=0}\epsilon\frac{\partial}{\partial t_{k}}2k$ (40)

とおく. 基本波 $(n=1)$ tこ着目し, $\epsilon^{k}$ の各べきを等しいとおき, それぞれのオーダー
で方程式を評価すると, $O(\epsilon)$ で次式を得る.

$\frac{\partial}{\partial t_{0}}M\phi_{10}=L\phi 10+\frac{1}{Re_{\mathrm{c}}}K\phi 10$ (41)

ここで, $\partial/\partial t_{0}$ の項は臨界状態での撹乱の位相速度俳を用いて�/\partial t0 $=$ -i\alpha 俳と

表される. 方程式 (41) は主流の線形安定性を支配する (19),.
.
(20). 式と同じ形であり,

その解 $\phi_{10}$ は,
$\phi_{10}=A(t_{1})g10(y, z)\exp(-i\alpha C\Gamma t_{0})$ (42)

とかける. ここで, $g_{10}(y, z)$ は方程式 (19), (20) の固有関数であり, 振幅 $A(t_{1})$ は

ゆっくりとした時間スケール $t_{1}$ の関数である. ただし, 固有関数 $g_{10}(y, z)$ は, 管
路中心軸での値 $g_{10}(0,0)$ を用いて規格化される.
次に, $O(\epsilon^{3})$ では次式が得られる.

$\frac{\partial}{\partial t_{0}}M\phi_{12}+\frac{\partial}{\partial t_{1}}M\emptyset 10=L\phi 12+\frac{1}{Re_{c}}K\phi_{12^{-}}K\phi 10$

$+N(\phi 20, \emptyset_{10}^{*})+N(\emptyset 10, \phi 00)+N(\phi\alpha),$ $\phi 10)+N(\emptyset_{1}^{*}0’\phi 20)$ . (43)

方程式 (43) に対する可解条件から, 振幅 $A(t_{1})$ に対する方程式が次式のように得ら
れる.

$\frac{\mathrm{d}A}{\mathrm{d}l_{1}}=\lambda_{0}A+\lambda 1|A|^{2}A$ . (44)
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ここで,

$\lambda_{0}=-\frac{\int\int\tilde{g}_{10^{K}}g_{1}0}{\int\int\tilde{g}_{10}Mg_{10}}$ , $\lambda_{1}=\frac{\int\int\tilde{g}_{10}\{N\}}{\int\int\tilde{g}_{10}Mg_{10}}$

..
(45)

である. 関数 $\tilde{g}_{10}(y, Z)$ は (41) 式に対する随伴方程式を満足する随伴関数であり, 次
式を満たす. .

$\frac{\partial}{\partial t_{0}}\tilde{M}\tilde{g}_{10=\tilde{L}}\tilde{g}_{10}+\frac{1}{Re_{\mathrm{c}}}\tilde{K}\tilde{g}_{1}0$ . . $\cdot$ . (46)

ここで, $\tilde{M},\tilde{L}$ ,Kは, $M,$ $L,$ $K$ の随伴作用素を表し, その内 $\tilde{M},\tilde{K}$ は自己随伴作用
素である. .

方程式 (43) の非線形項に現れる $\phi_{20},$ $\phi_{00}$ について考える. これらは, 波数 $n=2$
および $n=0$ の撹乱を表す. 波数 $n=2$ を持つ撹乱を表す関数 $\phi_{20}$ が満たすべき
方程式は,

$\frac{\partial}{\partial t_{0}}M\phi 20=L\emptyset 20+\frac{1}{Re_{c}}Kh\mathrm{o}+N(\phi 10, \phi_{10})$ (47)

であり, その解は次式のようにかける.

$\phi_{0}=A^{2}g_{20^{\mathrm{e}\mathrm{x}}}\mathrm{p}(-i2\alpha c_{\Gamma}t_{0})$ . (48)

波数 $n=0$ の撹乱を表す $\phi_{00}$ については, 特別な注意が必要である. というの
も, (43) 式の非線形成分を計算する際にん o $={}^{t}(v_{\alpha 100}, w)$ から速度の $x$ 成分 u。を
求めることが必要となるが, これを連続の式から求めることができないためである.
波数 $n=0$ の撹乱 $\emptyset \mathrm{o}0={}^{t}(v_{00},w_{0}0)$ を支配する方程式は, $O(\epsilon^{2})$ を考えると, 形式
的に次式のようにかける.

$\frac{\partial}{\partial t_{0}}$ $M’ \text{ん}0=L’\phi 00+\frac{1}{Re_{c}}K^{J}\phi 00+N’(\phi 10, \phi^{*}10)+N’(\emptyset^{*}10’\phi_{10)}.$ (49)

また, $u_{0}=\epsilon^{2}u00$ として $O(\epsilon^{2})$ を考えると, $u_{\alpha\}}$ を支配する方程式は

$\frac{\partial u_{00}}{\partial t_{0}}+v_{00}\frac{\partial U}{\partial y}+w_{00}\frac{\partial U}{\partial z}=\frac{1}{Re_{c}}\Delta u_{\mathrm{m}}+N1(\emptyset 10, \phi^{*}10)+N_{1}(\phi^{*}10’\phi 10)+P_{\alpha}\mathrm{l}$ (50)

となる. ただし, 波数 $n=0$ の場合には $\partial/\partial t_{0}=0$ である. これら波数 $n=0$ の
撹乱は主流の変形を表し, 方程式 (49), (50) を解く場合に, (i)圧力勾配一定条件と
(ii) 流量一定条件とでは得られる結果に違いが生じることが知られている [7]. 以
下で, そのことを示す.
(i)圧力勾配一定条件のとき
圧力勾配が–定であることから,

$P_{00}\equiv 0$ (51)

とおく. これより鞠。についてのポアソン方程式

$v_{00} \frac{\partial U}{\partial y}+w00\frac{\partial U}{\partial z}=\frac{1}{Re_{\mathrm{c}}}\triangle u_{\mathrm{m}}+N1(\phi 10, \phi_{1}^{*}0)+N_{1}(\phi*10’\phi_{10)}$ (52)
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が得られる. これを解くことにより, 圧力勾配が–定な解が求められる.
(ii) 流量一定条件のとき
方程式 (50) を満たす解を, 次のように表す.

$u_{0}0=u_{0}^{\mathrm{t}1)}0+P\alpha\}u00(2)$ (53)

ここで, $u_{00}^{(1)}$ および u認は (50) 式から, それぞれ次式を満たす.

$v00^{\frac{\partial U}{\partial y}+}w_{0}0 \frac{\partial U}{\partial z}=\frac{1}{Re_{c}}$

.

$\triangle u^{\mathrm{t}}00+N1(\phi 101),$ $\emptyset_{1}*0)+N1(\emptyset_{1}*0’\phi_{10})$ , (54)

$\frac{1}{Re_{c}}\Delta u_{\alpha\}}^{12}=-)1$ . (55)

さらに, $u_{00}$ による管路断面での流量を $Q_{00}$ とすると,

$Q_{00}= \int\int u_{0}^{(1)}dydZ0+P_{00}\int\int u_{0}^{(2)}0yddz$ (56)

となり, 流量一定条件の下では $Q_{00}\equiv 0$ とすることにより 瑞。が決定される. 流
量一定条件の下では, $P_{00}$

.
$\neq 0$ となる解が可能であり, 一般に圧力勾配一定条件と

流量一定条件は両立しないことがわかる.
さて, ゆっくりとした時間スケール $t_{1}$ に対する振幅方程式 (44) を, $t_{1}arrow\epsilon^{2}t$ お

よび $\epsilon Aarrow.\cdot A$ と $1/Re_{c}-1./Re=\epsilon^{2}$ を用いて, もとの変数で書き換えることにより
振幅方程式

$-$

$\frac{\mathrm{d}A}{\mathrm{d}t}=-(1/Re_{c}-1/Re)\lambda_{0^{A}}+\lambda_{1}|A|^{2}A$, (57)

が得られる. ここで, ( $1/Re$。$-1/Re$) $\lambda_{0}$ は線形増幅率を表す.

図 4 分岐ダイアグラム.
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この振幅方程式の係数を求めれば, 分岐の振る舞いを知ることができる. すなわ
ち, 線形増幅率が正の値を持つときに, ${\rm Re}[\lambda_{1}]<0$ ならば図 4(a) に示すように超
臨界分岐, ${\rm Re}[\lambda_{1}]$ >0ならば図 4 (b) に示すように亜臨界分岐が結論できる. Kao
&Park[8] の実験によると, アスペクト比 $A=8$ の場合には, 線形安定性から得ら
れる臨界値よりも小さなレイノルズ数において主流は不安定になる. このことから,
$A=8$ においては, 図 4 (b) のような亜臨界分岐が起こっていることが予想される.

5 最適撹乱の考え方
$\mathrm{T}\mathrm{Y}$ の結果や今回の結果から壁付近で乱れが大き $\text{く}$ なるモードに対しては臨界

アスペクト比が存在し, アスペクト比がそれを越える場合には臨界レイノルズ数
が無限大になることが示された. この場合には, 臨界点からの摂動展開というい
わゆる弱非線形安定性理論を用いた取り扱いができないことになる. このような
状況下では伝統的な安定性理論の考え方を回避するために最適撹乱 (OPTIMAL
DISTURBANCES) という考え方が注目を集めている [9] [10][11]. 最適撹乱の考え
方とは, ある初期撹乱が非線形のメカニズムを励起するほどまで成長するなら, そ
の結果として乱流に遷移する, というものである. すなわち, 撹乱に関する時間発
展の初期値問題を考えることである. このような撹乱は, 発展の初期に代数的な不
安定性を示すのが特徴である.
固有値問題のモード解析は, 普通「ノーマルモード」 として扱われる. 自己随

伴な作用素に対しては, モード解析によって得られる固有関数系はそれぞれ直交し
ており, 初期撹乱の成長はそれぞれのモードの増幅率を追いかければよい. ところ
が, 自己随伴でない作用素から得られる固有関数系は直交していない. その結果,
それぞれのモードを分離して考えることができなくなる. 以下に, 最適撹乱の方法
を簡単に紹介する. .

固有値問題から得られた固有関数を用いて任意の撹乱を次のように級数の形で
表す.

$(u, v, w)= \sum\zeta j(uj, vj, wj)\mathrm{e}\mathrm{x}j\mathrm{p}1-i\alpha(_{C}r+i_{C)_{j}t]}i$ . (58)

ここで, 窃はモード $i$ に対する展開係数である. また,

$(u_{j}^{t},.v_{j’ j}^{t}wt)\equiv(uj, vj, w_{j})\mathrm{e}\check{\mathrm{x}}\mathrm{p}[-i\alpha(c_{r}+ici)_{j}t]$ (59)

を導入すれば, 時刻 $\tau$ 後の運動エネルギー $E^{\tau}$ と初期のエネルギー $E^{0}$ との比が次
のようにかける.

$\frac{E^{\tau}}{E^{0}}=\frac{\int\zeta_{j}^{*}[(u_{j}^{\tau})^{*}u+k\tau(v_{j}^{\mathcal{T}})^{*}v^{\mathcal{T}}+k(w_{j}^{\tau})*w\tau k]\zeta_{k}\mathrm{d}\mathrm{r}}{\int\zeta_{j}^{*}[(u_{j}0)*0(u_{k}+vj0)*v_{k^{+}}0(w0)^{*0}jw]k\zeta k\mathrm{d}\mathrm{r}}$

11



$\equiv\frac{\zeta_{j}^{*}A_{jk}^{\tau}\zeta_{k}}{\zeta_{j}^{*}A_{j}^{0_{k}}\zeta_{k}}$ (60)

ここで, $*$ は共役複素数を表す. また和の規約を用いた.

”Butler&Farrell は, この比 (60) $\text{式を最大にする撹乱に注目した}\cdot..\text{それはすなわ}$

ち, 次式で与えられる汎関数 $F$
.
を考えることである.

$F=\zeta_{j}^{*}A_{jj}^{\tau}k\zeta k-\gamma\zeta^{*}A_{jk}0\phi$ (61)

ここで, $\gamma$ はラグランジ $=\mathrm{L}$の未定乗数である. 汎関数 $F$ が最夫値をとるとき, $\gamma_{\max}$

とそれに対応する $\zeta_{j}$ が時刻 $\tau$ でのエネルギーの最大増幅を与えることになる. こ

のとき, $\gamma$ と 6を支配する方程式は式 (61) を変分することにより得られ, 次式の

–般固有値命題に帰着する.

$(A_{jk}^{\tau}-\gamma A_{j}^{0}k)\zeta k=0$ .

固有値 $\gamma$ は時刻 $\tau$ でのエネルギーと時刻 $0$ でのエネルギーの比を表し, 6は固有
値に対応する固有ベクトルを表す. 固有値 $\gamma$ の最大値 $\gamma_{\max}$ に対応する固有ベクト

ルが, 求める最適撹乱である.

6 まとめと今後の展望

矩形管内流れの線形安定性を矩形断面のアスペクト比に対して調べ, その臨界
レイノルズ数を求めた. アスペクト比が比較的大きいとき, 不安定となる撹乱は,

壁近傍で乱れが大きなモードである. この撹乱は臨界アスペクト比 $A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}=3.116$ に

近づくと, 臨界レイリー数無限大を与えることが示された. $A<A_{\mathrm{c}\mathrm{r}}$ に対しては,

別のモードが支配的になる可能性が示唆された.
線形安定性解析に続いて, 臨界点の近傍で摂動展開することにより撹乱の弱非

線形段階における分岐の振る舞いを調べた. 増幅率展開と多重尺度展開を用いて,

撹乱の振幅に関する方程式を導いた. ただし, 今回は振幅方程式の係数の決定は行
わなかった.
最後に, 最適撹乱の考え方について, 簡単に紹介した.
今後は, 弱非線形安定性理論における振幅方程式の係数を決定し, その結果を

確かめるために数値シミ $=$ レーションを行う予定である.
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