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1 序説

タイヒミ z-ラー空間論は数学の多くの分野にあらわれ、 さまざまな観点から研究され

ている。 この小論では、 タイヒミ $\supset-$ラー空間の座標付け、フックス群の持ち上げ及びリー
マン面上の閉曲線の特徴付けに関する結果を報告する。
単数が $g_{\text{、}}$ 分岐点またはパンクチャーの個数が $n_{\text{、}}$ そして穴の個数が $m$ のリーマン面

は $(g, n, m)$ 塑といわれる。また、 $(g, n, m)$ 型リーマン面を表現するフックス群も $(g, n, m)$

型といわれる。 曲面の基本群を調べる際に標準生成元系を考えたように、 フックス群の
場合にも生成元系に注目する。 フックス群と生成元系の組は標識付きフックス群といわ
れる。標識は、フックス群が表現するリーマン面のハンドル、分岐点、パンクチャーそし
て穴の番号付けを与えている。 さらに、標識の-番目の生成元と 2番目の生成元の積に
対応するリーマン面上の閉測地線というように、すべての閉測地線は標識で指定される。
タイヒミ $=$ラー空間の定義をフックス群の言葉で述べると、 $(g, 0, m)$ 型タイヒミュラー空

間 $T(g, 0, m),$ $2g+m\geq 3$ は $(g, 0, m)$ 型標識付きフックス群のある同値類全体の集合とな
る。 この空間は $6g+3m-6$ 次元実解析多様体になり、 さまざまな座標付けが考察されて
いる。

2 長さ変数

本質的には 19世紀末から、 $\mathrm{r}(g, 0, m)$ 型標識付きフックス群が表現するリーマン面上
のいくつかの指定された閉測地線の長さのみで、 $T(g, 0, m)$ を大域実解析的に座標付けで

きる」 ことが知られている (Fricke-Klein[3], Keen[5], [6], [7] 等を参照せよ)
。 このよう

な長さ $L$ は長さ変数といわれている。場合によっては、 2 $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}\mathrm{h}\frac{L}{2}$ を長さ変数ということも

ある。 この値は、 閉測地線に対応するフックス群の元のトレースの絶対値になっている。
$N_{1}(g, 0, m)$ を $T(g, 0, m)$ の大域実解析座標を与える長さ変数の最小個数とする。 wolpert
[25], [26], Sepp\"al\"a-Sorvali [21] により、

$\dim(\tau(g, \mathrm{o}, \mathrm{o}))<N_{1}(g, 0, \mathrm{O})\leq\dim(T(g, 0,0))+2$
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が示された。 さらに、 フックス群の二元生成部分群を考察することで、次の結果が得ら
れる ;

Theorem 2. 1 (Okumura [11], [12], Schmutz [18])

$m\neq 0$の場合、 $N_{1}(g, 0, m)=\dim(T(g, 0, m))$ ,

$N_{1}(g, 0, \mathrm{O})=\dim(T(g, 0,0))+1$ .
また、 このような長さ変数をすべて単純閉測地線の長さから選べる。

口

さらに、筆者 [ $12|$ は–次変換の平方根を定義して双曲型変換の幾何を調べることによ
り、 $T(g, 0,0)$ の変数空間も記述した。筆者は、 $N_{1}(g, n, m),$ $n\neq 0$ の場合も [10] で考察し
ている。

長さ変数の変数空間は複雑な多項式系で記述されることが分かり、長さ変数によるタ
イヒミ $\supset-$ ラー空間の解析は大変になることがある。

3 角度変数

双曲幾何では、三角形を三辺の長さと三内角のどちらからでも決定できる。 これから、
筆者は別のアプローチとして、 リーマン面上の測地線間の交角でタイヒミ $=-$ ラー空間を記
述することを試みた。 このような角度を角度変数ということにする。
リーマン面上の閉測地線はフックス群の標識で指定されたので、 二つの閉測地線が

度だけ交わるなら、 $\text{その交点も標識_{で}指定される_{。}}$ .さらに、 このような交点を頂点とする
多角形やその内角 (角度変数に採用できる) も標識で指定されることになる。 これから、
次のことが示せる :

Theorem 3. 1 $\text{標識_{で}指定されるいくつかの角度変数のみ_{で_{、}}.\tau}(g,.\mathrm{o}_{:^{m}}.)$
.
を大域実解析

的に座標付けできる。

口

ここで、 もうすこし角度変数を採用した理由を述べる :

(1) 上述の双曲三角形の性質から、 双曲幾何では角度のデータは長さのデータに劣る
と思えない。 さらに、 フ $\mathrm{x}$ンチエ $J\triangleright$ . ニールセン変形のように図形を変形する際、角度は
長さより 「変化の方向」 が記述しやすいと考えられる。 このようにして、 「双曲幾何で
は、 角度は長さより情報量が多いだろう」 というアイデアを筆者は持った。 $T(g, 0, m)$ を
大域実解析的に表示する角度変数の最小個数を $N_{2}(g, 0, m)$ とすると、

$N_{2}^{\cdot}(g, 0, m)\leq N_{1}(g, 0, m)$?
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と予想される。
(2) 双曲三角形の余弦定理を適用していくことで、長さ変数は角度変数の三角関数に

よる有理式で表される場合がある。 これから、長さ変数の多項式系で表される変数空間
を、角度変数の三角関数からなる多項式系で表せると期待できる。 三角関数の多項式は変
形すると –次式に帰着できることから、角度変数の変数空間の記述は容易であるとも予
想される。 また、長さ変数の変数空間は非有界領域となっているが、角度変数の変数空間
は、 角度変数を上手くとることにより、 $(0, \pi)$ の直積空間に含まれる有界領域になること
が示せる。

$(g, 0, m)$ 型フックス群は、 9個の $(1, 0,1)$ 型フックス群と $g+m-2$ 個の $(0,0,3)$ 型フッ

クス群の融合積で得られる。 これらの基本的な群の融合積を角度変数で表現することで、
次の定理が得られる :

Theorem 3. 2 (Okumura [13], [15], [16])

$(g, 0, m)\neq(2,0,0)$ の場合、 $N_{2}(g, 0, m)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\cdot(\tau(g, 0, m))$ ,

$N_{2}(2,0, \mathrm{O})\leq\dim(\tau(2, \mathrm{o}, 0))+1$.

さらに、 (1,0, 1) 型、 $(2,0, 0)$ 型と $(3,0, 0)$ 型の場合に、角度変数の変数空間を具体的に
記述し、長さ変数の変数空間より見やすいことを示した。

口

Corollary 3. 3 特に、 $g\underline{>}3$ の場合には、

$N_{2}(g, 0,0)=\dim(\tau(g, \mathrm{o}, \mathrm{o}))<N_{1}(g, 0,0)$

となり、 角度変数は長さ変数より情報量が多いといえる。

口

4 持ち上げ問題

次変換群 $M(\hat{\mathrm{C}})$ は、 $SL(2, \mathrm{C})/\{\pm I\}$ と表されるように、 $SL(2, \mathrm{c})$ の射影といわれ

る。 この対応関係により、 多くの概念が $SL(2, \mathrm{C})$ から $M(\hat{\mathrm{C}}).\text{に誘導されている}$ 。 例え

ば、 -次変換のトレースや $M(\hat{\mathrm{C}})$ の位相がある。 -次変換 $g$ の二つの行列表現は $g$ の二

つの持ち上げともいわれる。
タイヒミ $\supset$. ラー空間の座標付けを考察中に、 $M(\hat{\mathrm{C}})$ の部分群 $G$ の持ち上げ問題を思

いついた。 これは、「 $G$ の各戸にたいし、二つの行列表現 (持ち上げ) の–方を上手に選

ぶと、 これら全体が $G$ と同型な行列群になるか ? 」 という問題である。 できるとき、 $G$

は持ち上げ可能といわれる。 この問題は 20世紀初めから、多くの人達により考察されて
いる有名な問題であることが分かった。例えば、Kra[9] を参照せよ。

$G$ がフックス群の場合には、次のような結果が得られている :
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Theorem 4. 1 (Culler [1], Kra [9], Okumura [14] 等) 有限生成フックス群にたいしては、
持ち上げ可能であることと、位数 2の楕円型変換を含まないことは同値となる。

口

明らかに、群の生成元の持ち上げを指定することで、群の持ち上げは決定される。 生
成元系に注目すると、次のことが示せる :

(1) 群の持ち上げの取り方によらず、楕円型変換の像は唯– となる。 特に、 回転角
$\text{が士}\frac{2\pi}{k}$ ( $k$ は自然数); と表せる楕円型変換は、すべてトレースが負の行列表現にうつる。

(2) 一般には、群の持ち上げを取りかえると、放物型変換の像は変化する。

このように群を持ち上げる際、楕円型変換は制限を受ける。楕円型変換と放物型変換を区
別するために、 .次の定義を導入する :

Definition 4. 2 フックス群 $G$ は、種数が $g$ で $r$ 個の分岐点を持つコンパクト・リーマン
面に $s$ 個のパンクチャーと $m$ 個の穴を付け加えて得られる面を表現するとき、 $(g, r, s, m)$

型といわれる。 また、 このようなリーマン面も $(g, r, s, m)$ 型といわれる。

口

フックス群の生成元の持ち上がり方を調べることで、次の結果がただちに得られる :

Theorem 4. 3 . (Okumura [14]) $G$ を位数 2の楕円型変換を含まない有限生成フックス
.

群とする。 このとき、 $G$ の持ち上げの個数は、
$(\mathrm{i})G$ が $(g, r, 0,0)$ 型のとき、 $2^{2g}$ 個、
$(\mathrm{i}\mathrm{i})G$ が $(g, r, s, m)$ 型 $(s+m\geq 1)$ のとき、 $2^{21}g+S+m-$ 個、

となる。

口

5 単純分割閉曲線の特徴付け

持ち上げの性質を調べていると、 リーマン面上の単純閉曲線が「分割している」. とい
う位相的性質が、 このリーマン面を表現するフックス群の解析的性質から判断できること
が分かった。 ただし、 (連結な) 曲面上の単純分割閉曲線とは、 この曲面を二つの連結集
合に分け、境界成分または-点にホモトピックでない単純閉曲線のことである。
結果を述べるために、いくつか設定を行う : $S$ を双曲型リーマン面とし、 $L$ を $S$ 上の

閉曲線とする。 $S$ を表現する (任意の) フックス群を $G$ とする。 ここで、 $G$ が持ち上げ

可能、 つまり、 $S$ に分岐点があればその位数はすべて奇数と仮定する。 また、 $g_{L}$ を $L$ に

対応する $G$ の (任意の) 元とする。
このとき、次の定理が得られる :
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Theorem 5. 1 (Okumura [14]) $S$ をコンパク トとする。 このとき、 $L$ が $S$ 上の単純
分割閉曲線なら、 $G$ の持ち上げによる $g_{L}$ の像は、 $G$ の持ち上げの取り方によらず唯
で、 トレースが負の行列表現となる。

口

この定理は次のように述べることもできる :

Corollary 5. 2 (Okumura [14]) $S$ をコンパクトとする。 このとき、 $G$ の適当な持ち上
げにより、 $g_{L}$ が正のトレ一スを持つ行列表現にうつるなら、 $L$

.
は単純分割閉曲線でない。

口

次に、 $S$ がコンパクトでない場合を考える。 このときには、期待に反し、次の主張が
成り立つ :

Lemma 5. 3 .(Okumura [14]) $S$ を $(g, r,.s, m)$ 型 $(s+m\geq 2)$ とする。 このとき、 単
純分割閉曲線のなかには、 $G$ の適当な持ち上げにより、正のトレースを持つ行列表現に
うつるものがある。

口

しかし、 コンパクトでない場合にも、次のように持ち上げを制限すると、 コンパクト
の場合と同じ主張が成り立つ :

Theorem 5. 4 (Okumura [14]) $S$ を $(g, r, s, m)$ 型 $(s+m\geq 1)$ とする。 $S$ のパンク

チャーと穴に対応する $G$ の生成元をすべて負のトレースを持つ行列表現にうつす $G$ の

持ち上げのみを考える。 このような $G$ の持ち上げは $2^{2g}$ 個ある。 $G$ の持ち上げを $arrow$ のよ

うに制限すると、定理 51と系 52の主張が成り立つ。 また、 $G$ の持ち上げの制限をこ
れ以上緩和すると、定理 51と系 52の主張は成り立たない。

口
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